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philofophifche Bildung Anſpruch machen, gekannt zu fein 
verdiente. So wie die niedere Mathematif immer ald eine 
Vorfehule der gemeinen formalen Logik betrachtet worden 
ift, welcher fie auch oft genug die Beifpiele Tiefen mußte 
zu ihren Lehren über Schlüffe, Definitionen, Beweife u. 
f. w., fo kann die höhere Mathematif, und indbefondere 
der unter dem Namen der Differential» und Integralrech⸗ 
nung oder der Analyfis des Unendlichen befannte Zweig 
derfelben als eine vortreffliche Vorſchule der höheren Logik 
und Dialektik, und nicht weniger der allgemeinen Miffen- 
fhaftslehre angeſehen werden, indem er ein glänzendes 
Beifpiel eines in diefer höheren Region bed deinonſtrativen 
Dentend ausgeführten Wiflenfchaftsbaues if. Zugleich 
wird man aber ebenfo unbedenklich zugeben, Daß die hö⸗ 
bere Mathematik ftch einer allgemeineren Werbreitung und 
einer wahrbaften Anerkennung dieſes ihres philoſophiſchen 
Werthes bisher nicht zu erfreuen gehabt bat, und daB außer 
den Mathematikern von Fach kaum irgend Jemand Notiz 
von bderfelben genommen bat. Es fragt fi, ob nicht auch 
bet und die Mathematik wieder einen ähnlichen Bund mit 
der Philoſophie fehließen könnte, wie es in der glorreichen 
wiffenfchaftlichen Blüthezeit der Griechen der Fall war. 
Ba den Griechen wurden die Gegenflände der Mathema- 
tif, von Seiten ihrer logifchen Bedeutung wenigftend, in 
den Schulen der Philofophen immer lebhaft verhandelt. 
Und wenn dem Mato ſchon die Erkenntniß der Incommen- 
furabilität fo bebeutfam erfchien, daß er Unwiffenheit in der- 
felben 018 der Würde des Menſchen widerſtreitend anſah, 
fo kann man leicht denken, mit welchem Intereffe er unfere 
heutige Mathematik aufgefaßt haben würde. Und gewiß 
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fann unfere moderne Mathematik ſich gegen unfere moderne 
Philoſophie ebenfo gut fehen Iaffen, als die Mathematik der 
Griechen gegen die Philoſophie derfelben es Tonnte. 
Woran liegt die Schuld Ddiefer geringen Verbreitung 
der Kenntniß der höheren Matbematit? Wir glauben, fie 
ift weniger in bem Mangel an Intereffe für dieſe Erkennt 
niffe ald im der gangbaren Weiſe der Behandlung und 
Darftelung der Mathematik zu fuchen. Die Mathematik 
zeigt fich faft überall nur als Magd ber Anwendung und 
. eined Außerlichen Gebrauchs, und das wiſſenſchaftlich Be⸗ 
deutfame berfelben fondert ſich nirgendd von dem bios 
Nützlichen. Die Mathematik ift keineswegs in allen ihren 
Theilen und auf allen ihren Standpunkten geeignet, ein 
höheres voifienfchafttiches Intereſſe zu erregen. Je weiter 
man berauffteigt im berfelben, deſto mafaſſender und all: 
gemeiner werben die Methoden, deſto mehr fallen die will⸗ 
kürlichen Einfälle und SKunftgriffe weg, defto mehr fickt 
man fi in den Stand gefegt, durch einfache Grundge: 
danfen ein ganzes Gebiet zu beherrſchen, und defto mehr 
erkennt man die hohe Kraft der Allgemeinheit, weiche fi 
unmittelbar in das Innere der Sache zu verfeßen vermag. 
In der niederen Mathematik kriecht man mühſam an ben 
einzelnen Gegenftänden herum, ohne einen Blick ind Große 
und Ganze,. und Das Particwläre der Gegenflände und 
Probleme in Verbindung mit den ebenfo particularen für 
jedes Problem befonders audgefonnenen Behandlungsweiſen, 
und den äußerlich gegebenen Anmweifungen mit anbefohlenen 
Dperationen und Gonftructionen bat für jeden gereifteren 
Geiſt ſicherlich gar nichts Anzichendes oder Befriedigendes. 
Daß die niedere Mathematik mit ihrer ausgedehnten und 
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angehaͤuften Maſſe ſich jemals einer allgemeineren Theil⸗ 
nahme zu erfreuen haben werde, Dazu iſt gar keine Aus- 
fiht vorhanden. Und wenn die höhere Mathematik Durch» 
aus nicht anders zugänglich gemacht werden Tann, als da⸗ 
durch, daß man die Gebiete der Arithmetik, der Algebra, 
der niederen Analyſis, der Planimetrie, Stereometrie, Tri- 
gonometrie und analytifchen Geometrie in ihrer ganzen 
Breite und mit ihren unzähligen Nubanwendungen durch⸗ 
laufen bat, fo ift au für die höhere Mathematik alle 
Hoffnung einer größeren Theilnahme an derfelben für im- 
mer aufzugeben. Aber fo verhält es ſich glüdlicherweife 
nicht. Man kann zugeben, daß für denjenigen, welcher bei 
Auflöfung der Probleme der angewandten Mathematik, der 
Mechanik und Naturwiffenfchaft einen uneingefchränften 
und gewandten Gebrauch von der Mathematik machen wil, 
der größte Theil des Inhalts der eben genannten mathe- 
matifchen Disciplinen von Wichtigkeit werden kann. Aber 
zur Auffaſſung der Grundbegriffe und des Geiſtes der höhe- 
ren Mathematit, und zu einer Weberficht des Syſtems 
der Mathematik wird derfelbe keineswegs nothwendig er 
fordert. Die Analyſis des Unendlichen ift ſchon deswegen 
unabhängig von der Kenntnig des größten Theiled der 
Porticularitäten der niederen Mathematik, weil fie felbft 
allumfaſſend ift in ihrer Sphäre, und jene Particularitäten 
in ſich ſchließt, und auf ihrem Wege oder auf ihre Weiſe 
as fich produciren kann. So 3. B. kann jeder Lehrſatz 
der Elenientargeometrie, der nicht blos die Ausdehnung 
des Zuſammenhangs der Beftandtheile, fondern die Art 
Diefes Zufammenhangs angibt, durch die Analyfis des Un- 
endlichen: unbedingt abgeleitet werben. 
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Es ift daher bier der Verſuch gemacht worden, bie 
Analyfi des Unendlichen fo viel ald möglich als eine in 
fich gefchloffene unabhängige Wiffenfchaft hinzuſtellen. Was 
von mathematifchen Kenntniffen dabei vorausgeſetzt wird, 
ift nicht viel mehr ald ein Heiner Theil der aus jedem 
Schulunterriht bekannten Glementarmathematit. Außer 
den Regeln der Buchflabenrechnung und der gewöhnlichen 
Zrandpofitionen beim Auflöfen der Gleichungen, und außer 
ber allgemeinen Bedeutung des Erponenten, als pofitiven, 
negativen, ganzen und gebrochenen, und den leichteflen 
Sägen der Plamimetrie und den bloßen Worterflärungen 
der trigonometrifchen Functionen, werden nur die erften 
Grundvorftellungen der analytifchen Geometrie, nämlich die 
räumlichen Darftellungen von Functionen Einer Veränder- 
lichen als befannt vorausgefeht. Das Letztere, welches 
faft das Einzige ift, was außer dem Allerbefannteften der 
Elementarmathematit unentbehrlich fheint, möchte am we⸗ 
nigften leicht überall anzutreffen fein, weil man fehr häu⸗ 
fig in dem Schulunterricht die analytifche Geometrie gar 
nicht berührt, und flatt deſſen Die Zeit lieber mit Dingen 
hinkringt, Die außer dem, daß fie ohne Vergleich ſchwerer 
find, auch zugleich fehr langweilig und unintereflant find. 
Wenn wir denjenigen, welche ſich für die höhere Analyfis 
intereffiren, und noc gar Feine Vorfielung von der ana⸗ 
Intifchen Geometrie haben, einen Rath ertheifen dürfen, fo 
rathen wir ihnen, in bem „Lehrbuch der analytifchen Geo» 
metrie zum Selbftunterricht von H. B. Lübſen, Hamburg 
bei Bödecker“, einer recht. gut verfaßten kleinen Schrift, 
die Einleitung, welche die erften 40 Seiten umfaßt, vor- 
känfig durchzuleſen. Dadurch werden fie in der Kürze und 
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klar uber das Nöthige belehrt werden. Wenn wir von 
einem Sat der niederen Analyſis Gebrauch machen, was 
übrigens faft nur beim binomiſchen Lehrfab vorkommt, fo 
haben wir den Satz vollftändig hingeftellt, und zum Ver: 
ftändniß der daran gefnüpften Folgerungen ift: natürlich 
nur Kenntniß des Satzes und nicht feines Beweiſes nöfhig. 
Ueberhaupt ift des aus allen andern Theilen der Mathe: 
matik Vorausgeſetzten fo wenig, daß wir jebt, nachdem 
das Buch fertig gedruckt vor uns liegt, faft bedauern, dies 
Wenige nicht auf einigen Bogen zufammengeftellt zu haben. 

Has denjenigen, welche ſich nicht vorzugsweiſe oder 
nicht viel mit der Mathematit befchäftigt haben, gewöhn⸗ 
Lich am meiften abgeht, das ift Die Fähigkeit, in der ana⸗ 
Intifchen Zeichenfprache der Mathematik mit Leichtigkeit und 
und Gelänfigkeit zu Iefen. Ich babe es oft und von Vie⸗ 
ten gehört, daß fie alle mathematischen Lehren recht gut 
verflünden, wenn man fie ihnen wit Worten fagfe, und 
nicht Durch Formeln allein gäbe. Allerdings ift die Dazu 
nothige Abfraction weſentlich eine Suche ber Uebung. Ich 
mußte ed mir daher angelegen fein Laffen, befonbers Un: 
fangs das ganze Räfonnement in der Wertſprache durch⸗ 
zuführen, und Fraufe Formeln zu vermeiden. Aus dieſem 
Beſtreben bat man es fich zu erklären, daß manche Reful- 
tate auf Wegen gefunden find, von denen der Mathema: 
tifer leicht fagen könnte, das hätte man kürzer haben kön- 
nen. Da indeffen ein fehr großer und wefentlicher Theil 
der Erfolge der Mathematik gerade an dieſe analptifche 
Zeichenfprache geknüpft ift, und es Keinen, der in die 
Mathematik eindringen will, erlafien werben Tann, bie 
Ausdrüde diefer Sprache überall mit beftimmten Gedanken 
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zu begleiten, fo babe ich gefucht, ganz allmälig und Schritt 
vor Schritt zu der dazu nöfhigen Abſtraction hinaufzu⸗ 
führen, und jedes zuerft gebrauchte allgemeine Symbol 
leicht faßlich und Deutlich zu machen. 

Da man überhaupt oft fen jede mathematifche Dar: 
ſtellung, welde auf einen größeren Ueberblick und auf all» 
gemeinere Begriffe dringt, ald Philofophie der Mathematik 
zu bezeichnen pflegt, unter welcher Benennung be ben 
Matbematifern nicht gerade etwas befonders Ehrenwerthes 
verftanden wird, und man unfere Auffaſſung der Differen-- 
tial» und Integralrechnung vielleicht um fo eher als eine 
folche anzufeben geneigt fein möchte, weil wir auch, auf Die 
Zheilnahme der philoſophiſch Gebildeten rechnen, fo haben 
wir und gegen eime folche Meinung nach ausbrüdlich zu 
verwahren. Wir Gaben umfere Darflellung der Analyſis 
mit ger Feinen philofophifchen Excurſen verziert oder ver- 
unziert; wielmehr glauben wir viel firenger, als bisher ge⸗ 
Sehen, die Ingifche und matbematifche Seite des Prob 
lemd der Differential und Integralrechnung gefchieben, 
und rein in dem Gebiete der Mathematik und des eigent- 
lich Mathematifihen in diefem Problem ums haltend, ber 
Logik und Dialektik ihr Eigenthum ganz und unverfehrt 
in Die Hände gegeben zu haben, während ein großer Theil 
der in Der Differentialrechnung fo oft vorgebrachten Grü- 
beleien ein halb verdauter philofophifcher Brei iſt, und 
gar nicht eigentlich zur Mathematik gehört. Nur dur 
dieſe Vermiſchung der logiſchen und der mathematifchen 
Schwierigkeit in dem Problem der Differential- und Inte 
gealrechnung Zonnte Die Meinung entftehen, daß diefe Wiſ⸗ 
fenschaft nicht auf ganz ſcharfen Begriffen und evidenten 
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Gründen erbaut fei, und daß ſich Die Lehren berfelben we 
niger ſtreng beweifen ließen, und in diefer Hinficht denen 
der andern Theile der Mathematik und der Erhauftions- 
methode der Alten nachgefebt werden müßten. 

Mit diefem erſten Zwed einer größeren Verbreitung 
des Studiums der höheren Analyſis verbinden wir einen 
zweiten, namlich den eigentlich Didaktifchen, welcher alle 
Anfänger in dieſer Wiffenfhaft im Auge bat. Daß in 
Betreff der Lehrmethode hier noch Vieles zu thun und zu 
verbeflern übrig ift, wird Niemand in Abrede ftellen. Es 
ift gewiß, daß ed Vielen, vielleicht den Meiften, welche zu- 
erft in die Differential» und Integralvechnung eintreten, 
eine Zeit lang zu Muthe ift, als ginge ihnen ein Rad im 
Kopfe herum, und daß fie erft fehr allmalig, wenn es 
zu einzelnen Anwendungen Tommt, den vorausgegangenen 
abftracteren Operationen und Formeln. einen beflimmten 
Sinn und deutliche Begriffe unterzulegen anfangen. Iſt 
denn ein folcher Zuftand des allmäligen und mühfamen 
Hinterdenfinntommensd durch die Natur der Wiffenfchaft 
nothwendig gemacht, und find überhaupt die Grundbegriffe 
berfelben fo befonders ſchwierig und unfaßlih? Wir glau- 
ben dies gar nicht, und find vielmehr der Meinung, daß 
mit der Differential: und Integralrehnung die höhere Ma⸗ 
thematik ſich auf den einfachen, natürlichen und durchaus 
einleuchtenden Standpunkt der Betrachtung geſchwungen 
bat, gegen welchen alles Frühere, was zur Bewältigung 
der bier einfchlagenden Probleme verfucht worden ift, und 
von weldhem noch ein großer Theil in der niederen Ana⸗ 
lyſis fortgeführt wird, ſich außerordentlich künſtlich gefchro- 
ben und fehwierig ausnimmt. Es ift nur nöthig, daß man 


Vorrede. XIII 


das Problem, deſſen Auflöfung den Gegenſtand der Diffe⸗ 
rential« und Integralrechnung bifdet, und welches auf Die 
Srundvorftellungen und auf die Nothwendigkeit der eigen- 
thümlichen Operationen natürlich binleitet, genau vorführe, 
und ihm froß feiner hoͤchſten Allgemeinheit einen beftimm- 
ten anfchaulichen Sinn unterlegt. Wir haben auf dieſe 
Weife, indem wir uns fo viel wie möglich den ganzen 
Standpunkt und alle Bebürfniffe eined Lernenden, weldyer 
dies Gebiet zuerſt betritt, vergegenmwärtigten, allerdings 
faft zweihundert Seiten gebraucht zur Auseinanderſetzung 
von Dingen, welche häufig auf einem halben Dugend Sei⸗ 
ten abgemacht werden. Vielleicht werden Viele, an äußerfte 
Dürre und Magerkeit in Betreff aller allgemeinen Begriffs: 
erörterungen gewöhnt, und den Vorwurf überfläffiger Breite 
machen. Wenn man aber, wie Kant richtig bemerkt, bie 
Weitſchichtigkeit eines Buches nicht beurtheilen muß nach 
der Seitenzahl, ſondern nach der Zeit, die man braucht, 
um es zu verſtehen, und wenn, wie wir hoffen, Jeder un⸗ 
ſere Darſtellung in einigen Wochen bequem mit dem voll⸗ 
kommenſten Verſtändniß durchleſen kann, und fich dadurch 
die für alles gedeihliche Studium unerläßliche Einſicht in 
das allgemeine Weſen und die Eigenthümlichkeiten der Dif⸗ 
ferential⸗ und Integralrechnung verſchafft, zu welcher Ein⸗ 
ſicht es in der Regel die Meiſten erſt nach langer Zeit ei⸗ 
nes ungeregelten Hin⸗ und Hergrübelns, und Manche nie⸗ 
mals bringen, ſo halten wir unſere Schrift für die kür⸗ 
zeſte und gedrängtefte, welche jemals über Differential⸗ und 
Integralrechnung erſchienen ift. 

Da die Differential und Integralrehnung in ihren 
Grundbegriffen, ihren Operationen und Methoden eine fie 


« 
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von allen andern mathematifchen Disciplinen fireng ſchei⸗ 
dende Eigenthämlichkeit bat, fo muß aud die Darlegung 


diefer Eigenthümlichfeit ber Hauptgefichtspunft einer jeden 
Einleitung ober eined erften Unterrichts in diefer Wiffen- 
haft fein. Größere und ausführlichere Werke, wenn -fie 
gleich durch die in ihnen enthaltene vielfältige Anwendung 
die Begriffe anfchaulich und Iebenvoll machen können, find 
doch zum erflen Stubium nicht geeignet, weil fie durch Die 
Ausführlichfeit der Behandlung des Einzelnen den Blid 
ind Ganze und die Vorftelung von dem allgemeinen Wefen 
der Miffenfchaft zu weit hinaus fchieben, und den Wald 
vor lauter Baumen nicht ſehen Taffen. Aber die meiften 
der fogenannt erften Leitfäden find zu dieſem Zwecke noch 


viel unbrauchbarer; denn anflatt in der Darlegung ber er- 


ften Grundbegriffe ausführlicher zu fein als Die größeren 
foftematifchen Lehrbücher, unbekümmert um Die Vollftän- 
digkeit der einzelnen Materien, berühren fie alle Hauptge- 
genftände im Fluge, und geben eine kurze Zufammenftel- 
lung des Unentbehrlichften aus allen Theilen der Differen- 
tial» und Integralrechnung, eine Art mathematifches Noth⸗ 
und Hulfsbüchlein, und werden durch Kürze und den 
Mangel ausführlicher Anwendungen und Beifpiele völlig 
ungeniebar für den Anfänger. Wir haben und Deöwegen 
Ausführkichkeit in den Grundbegriffen und vielfältige Er- 
länterung durch Beifpiele, aber Feine Volfländigfeit, Die 


hier gar nicht am Plage wäre, zur Pflicht gemacht. Es 


find nicht blos Die Functionen von mehreren Veränderlichen 
und die imaginären Zunctionen ganz bei Seite gelaffen, 
fondern auch Alles dasjenige, was mit der Einficht in Die 


wefentliche Eigenthümlichkeit der Differential« und Inte 
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gralrechnung nichts zu fchaffen hat. So 3. DB. haben wir 
uns der Reiben bedient, ohne und mit der Beflimmung 
ihrer Convergenz oder Divergenz weiter aufzuhalten. Ebenfo 
ift beim Integriren überall nur von der einfachen Umkeh⸗ 
rung der in der Differentialrechnung gefundenen analyfi- 
{hen Differentialgleichungen: die Rede. Die ‚vielfachen Um⸗ 
formungen, welche nöfhig werden, um eine ald Differen- 
tialquotient gegebene Function dem Differentialquofienten 
irgend einer befannten Function anzupaffen, und welche den 
größten Raum der Integralrechnung füllen, find als auf 
Säten der algebraifchen Analyfis berubend für das Wefen 
der Sntegralrechnung ohne Bedeutung. Auf diefe Weife 
ift Alles entfernt gehalten worden, was von den Haupt: 
gegenftand abführen oder denfelben in den Hintergrund 
drängen könnte. Dan wird vieleicht denken, daß für ben 
Zwed einer folhen Einführung in die Differential» und 
Integralrechnung bed mitgetheilten Stoffes fchon zu viel 
fein möchte. Hiergegen haben wir zu bemerfen, daB aus 
didaktiſchem Geſichtspunkt betrachtet eine allzugroße Armuth 
des Stoffes: ebenfo ſchädlich fein kann als Meberladung. 
Insbefondere ſchien die vollfländige Durchführung der 
Differentiationsregeln beliebiger Zunctionen Einer Veran: 
derlichen unerläßlich, um eine deutliche Vorftellung von dem 
Weſen und der Allgemeinheit der Methode diefer Wiſſen⸗ 
fchaft zu geben, abgefehen von dem Zweck, den wir damit 
verbanden, durch diefe Ausführung den Anfänger und we 
niger Geübten allmaͤlig zu der Hoͤhe der Abſtraction herauf⸗ 
zuleiten, welche ihn zu einem erfolgreichen Studium von 
andern Werken aus dem Gebiet der höheren Analyfis be⸗ 
fähigt. Die Behandlung der Kreisfunctionen iſt, da die⸗ 
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ſelben hier als gänzlich unbekannt vorausgeſetzt werden, und 
ihr Differentialquotient nicht durch Differentiation, ſondern 
direct aus der Betrachtung des Kreiſes abgeleitet iſt, nicht 
als zur allgemeinen Differentialrechnung gehörig, ſondern 
nur als ein größeres angewandtes Beiſpiel zur Erläuterung 
des Verfahrens der Differential» und Integralrechnung zu 
befrachten. | 

Als eine gänzliche Neuerung in der üblichen Weiſe 
der Yufeinanderfolge der Gegenftände muß es erfcheinen, 
dag nad) der allgemeinen Erflärung des Differentüirend im 
zweiten Capitel eine eben folche des Integrirend im dritten 
Gapitel folgt, und dag Differentiiren und Integriren über: 
all nebeneinander berlaufen. Wir hoffen, daB bei genauerer 
Erwägung died Verfahren feine Mißbilligung erleiden werde. 
Sobald man Lefer vorausfeßt, welche fchon willen, was 
Differential- und Integralrechnung ift, fo ift die für fich 
beftebende vollftändige Durchführung der Differentialrech- 
nung, durch welche erft eine nicht abgeriffene und nicht 
durchbrochene Darftelung der Integralrechnung möglich 
wird, durchaus zu billigen. Aber für den erflen Anfänger 
ift es ganz anders; wenn dieſem bei dem langen und müh- 
famen Gang durch die ganze Differentialrechnung der Haupt⸗ 
zwed und der wichtigfle Gebrauch diefer Rechnung, naͤm⸗ 
lich ihre Verwendung zur Integration, unbefannt bleibt, 
fo fehlt mit der Vorftelung von ihrem Werth und Gebraud) 
auch fait alles Intereffe an bderfelben. Wie Ichrreich und 
intereffant erfcheint Dagegen jeder Schritt der operafiven 
Differentialrechnung, wenn man ben Gebrauch derfelben 
zum Integriren überall durch Beifpiele erläutern, und den 
erftaunenswertben Effect diefer Differentialgleichungen vor- 
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fuͤhren kann. Warum ſollte man ſich eines ſolchen außer⸗ 
ordentlichen Vortheils der Lehrmethode ich möchte ſagen 
muthwillig begeben, da man das Weſen des Integrirens, 
als eines Rückſchluſſes von einer abgeleiteten Function auf 
die zugehörige urſprüngliche, gleich gut erläutern kann, 
mag die Differentiationsregel nur von Einer oder von vie⸗ 
len Functionen als bekannt vorausgeſetzt werden. 

Die höheren Differentiale und Differentialquotienten 
bezeichnen in der Analyſe des Begriffs eines gemeinſchaft⸗ 
lichen ungleihmäßigen ſtetigen Wachſens zweier von ein» 
ander abhängigen Größen einen fo wefentlich neuen Schritt, 
und erfordern zur Erfenntniß ihrer wahren Bebeutung eine 
fo ausführliche Grundlage, daß wir Diefelben von dieſer 
erften Abtheilung ganz ausgefchloffen, und die Behandlung 
derfelben nebft ihren nächften Anmendungen einem befon- 
deren zweiten Band überwiefen haben, welcher noch vor 
dem Ende diefes Jahres zum Drude befördert werden wird. 
Daß man von einem Differentialquotienten, in fo fern er 
Function einer Veränderlichen ift, von Neuem den Diffe 
rentialquotienten nehmen kann, bedarf freilich Feiner ausführ- 
lichen Nachweifung. Dies verfteht fich vielmehr, wenn man 
überhaupt erft weiß, was ein Differentialquotient ift, fo 
durchaus von felbft, daß, wenn man unter einem höheren 
Differentialquotienten weiter nichts denken will, man gar 
keine Worte darüber zu verlieren braucht. Wir Haben 
und deöwegen auch gar nicht genirt, felbft in diefer erften 
Abtheilung unferer Schrift von den Refultaten einer wie- 
derholten Differentiation, und den aufeinander folgenden 
(nicht eigentlich höheren) Differentialquofienten zu ſpre⸗ 


hen, und. von denfelben Gebrauch zu machen, fo oft wir 
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nungsweiſe Fe , 2 wegzulaffen, weil diefelbe allerdings 


eine Hindeutung auf den eigentlichen Sinn der höheren Diffe- 
tentialquotienten enthält, und aus einer bloßen Wiederho⸗ 
fung der Operation des Differentiirend noch nicht verftändlich 
ift, ed müßte denn fein, daß man bei einer folgenden Diffe- 
venfiafion das dx ald conflanten Factor anfühe, womit 
denn die Sache auch fogleich abgethan ift. Oder noch beſſer, 
man vermeide auch in der Bezeichnung jede Hindeutung 
auf einen andern Sinn der höheren Differentialquotienten 
ald den einer bloßen Wiederholung der Operation, und be⸗ 
zeichne die aufeinander folgenden Differentialquotienten einer 
Zunction f(x) durch f(x), £”Cx), £”(x), fo ift man durch 
diefe bewunderungswürdige Lift aller der vielberufenen 
Schwierigkeiten der höheren Differentiale, aber freilich auch 
noch einer andern Kleinigkeit, nämlich alles Sinnes und 
aller Bedeutung derfelben, mit Einem Schlage baar und 
ledig. Won einer folhen Bedeutung der höheren Differen- 
tialquotienten, wo 3. B. f”(x) nur Die momentane ver- 
hältnigmäßige Stärke des Wachſens der Weränderlichen 
f(x) und x darſtellt, man aber durch £”(x) gar nichts 
erfährt über die Eigenthümlichkeit des Wachfend der ur- 
fprünglichen Veränderlichen f(x) und x, ausdrüdlich zu 
handeln, haben wir nicht der Mühe werth erachtet, da j ie 
fih ganz von felbft verſteht. 

Wenn nun gleich Died Buch in Bezug auf einzelne 
mathematiſche Lehrſätze nur das Alterbefanntefte und Tri⸗ 
vialfte umfaßt, wie ed unfer Haupfzwed, für die Anfän: 
ger der Analyſis des Unendlichen zu fchreiben, mit fi 
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brachte, fo haben wir doch keineswegs für diefe allein ge 
ſchrieben, ſondern glauben annehmen zum dürfen, daß auch 
gelehrie Mathematiter Manches ihrer Beachtung Würdige 
darin finden werden. Wie Vieles wir an ben verfchiedenen 
Verfuchen zur Feſtſtellung der Grundbegriffe der Differen- 
tial= und Integralrechnung auszuſetzen gefunden und des⸗ 
wegen in eine andere Zaffung gebracht Haben, und was wir 
in Betreff allgemeiner Gefichtöpunfte zu ordnen und aufe 
zuräumen gefucht haben, wellen wir nicht im Einzelnen auf 
zählen. Der kundige Leſer wird ed von felbft bemerken, um 
fo mehr, ald in dem Buche ſelbſt an den wichtigften Punk⸗ 
ten auf abweichende Darftelungsweifen Beziehung genommen 
if. Ob wir in ber Begründung der ‚Differentiatrechnung 
zur Vermehrung der Evidenz, der inneren Einheit der Auf: 
faffung, und der Entfernung übel empfundener Mißftände 
etwas beigetragen, Darüber zu entfcheiden, müſſen wir dem 
Urtheil der Einſichtsvollen gänzlich überlaffen. Insbeſondere 
aber möchten wir unfere Schrift noch der Beachtung Der- 
jenigen empfehlen, welche die Differential- und Integral- 
rechnung, die gegenwärtig faft auf allen höheren Realfchulen 
vorgetragen wird, zu lehren haben. Wenn diefelben bei 
ihrem Unterricht einen Gang nehmen wollen, der je nad 
den verfchiedenen Vorkenntniffen oder der allgemeinen Bil- 
dung der Xernenden dem von uns eingefchlagenen Wege 
mehr oder weniger ähnlich if, und wenn fie dad Allgemeine 
nicht in üblicher Weife zu fehr übereilen oder zu knapp und 
dürftig behandeln, fondern fich zu einer ausführlichen Ent- 
wieelung defjelben Zeit gönnen, fo werden fie ficherlih nur 
die erfreulichften Früchte davon fehen. Ich berufe mich in 
diefer Hinficht auf meine eigene nicht allzugeringe Erfah: 
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rung, welche ich an Leuten von ſehr verſchiedenem Alter 
und ſehr verſchiedenen Vorkenntniſſen gemacht habe, und ich 
darf ſagen, daß dieſe Darſtellung der Differential⸗ und 
Integralrechnung bei Allen Klarheit, völlige Einſicht und 
Intereſſe an der Wiſſenſchaft, bei Vielen aber denjenigen 
Enthuſiasmus hervorgebracht hat, welcher nach Plato die 
Seele ergreift, wenn ſie ſich der ſchöpferiſchen Kraft des 
reinen Denkens bewußt wird, und einen im Geiſte ſchlum⸗ 
mernden angebornen Ideenreichthum hervorſproſſen und fich 
entfalten ſieht. 

So wende ich mich denn mit meiner Schrift an ein 
Publicum, welches Gelehrte und Laien der Mathematik 
gleicherweiſe umfaßt. Und wenn es mir gelingen ſollte, 
durch dieſelbe etwas beizutragen zur Erleichterung und zur 
Verbreitung einer Wiſſenſchaft, die für ein Meiſterſtück des 
menſchlichen Geiſtes gehalten werden muß, ſo bin ich hin⸗ 
länglich belohnt. 
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Di Wiſſenſchaft, welche die größte, ſchnellſte und glück⸗ 
lichſte Umwaͤlzung in unſern mathematiſchen Kenntniſſen 
hervorgebracht hat, die Differential- und Integralrechnung, 
bat in ihren Grundbegriffen, in ihren Operationen und 
in ihrer Methode fo viel Eigenthümliches und von allen 
andern mathematifchen Wiffenfchaften Verſchiedenes, daß 
fie ſich nicht direct und einfach an andere, fonft etwa fchon 
befannte Theile der Mathematik anfchließen und auf den» 
felben auferbauen läßt, fondern eine ganz neue und befon« 
dere ausführliche Grundlegung verlangt. Da die Einficht 
in die allgemeinen Eigenthümlichkeiten diefer Wiffenfchaft 
bei Weiten der bedeutendfte und wichtigfte Schritt ifl, der 
zum Eindringen in das Innere derfelben erfordert wird, 
fo werden wir uns zuerft in mehreren Capiteln über das 
Weſen und die Methode der Differential» und Integral- 
rechnung im Allgemeinen ausführlich verbreiten. - Wenn 
nun zwar died Unternehmen, eine allgemeine Angabe des 
Begriffs und der Methode der Differential: und Integral: 
rechnung der fpeciellen Ausführung derfelben voranzuſchicken, 
infofern nicht auffallen kann, ald man überall bei dem Ein» 
tritt in eine Wiffenfchaft eine Angabe des Gegenftandes 
und eine Bezeichnung des Inhaltes derſelben erwartet, ſo 
Sneli J. | 
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muß ein ſolches Unternehmen doch in diefem Kalle ein Be⸗ 
denfen erregen, da man findet, daß die bedeutendften Leh⸗ 
rer dieſer Wiffenfchaft eine folche vorläufige allgemeine Be⸗ 
zeichnung des Inhalte und der Methode derfelben, die der 
fpecielen Ausführung vorausgeht, für unmöglich halten. 
Denn die Männer, welche nächft den beiden Erfindern der 
Differentiale und Integralrechnung Diefelbe mit dem bedeu⸗ 
tendften Erfolge bearbeitet, oder in der größten Ausführ- 
lichkeit behandelt haben, namentlih Euler, Lagrange und 
Lacroix *), haben fich dahin geäußert, daß man demjenigen, 
der nicht ſchon an einzelnen Aufgaben und Unterfuchungen 
die eigenthümlichen Verfahrungsweifen diefer Wiſſenſchaft 
kennen gelernt habe, -aud) feine Vorftelung von dem We⸗ 
fen derfelben geben könne. Indem man eine folche vor« 
läufige Drientirung über die Aufgabe und das Wefen die⸗ 
fer Wiffenfchaft für etwas Untbunliches ausgibt, iſt es 
noch unbeftimmt gelafien, ob man nur den Gegenfland 
derſelben bezeichnet wiffen will, oder ob man auch beſtim⸗ 
men will, welche Seiten an diefem Object der Unterfuchung 
unterworfen werden follen, und alfo den eigentlichen In« 
balt angeben will, oder ob man endlich auch Die Art und 
Weiſe der Verarbeitung und Behandlung diefes Inhaltes, 
alfo die Methode darlegen will. Nun kann freilich wohl 





- *) Quid sit calculus differentialis atque in genere analysis 
. infinitorum iis, qui nulla adhuc ejus cognitione imbuti sunt, vix 
explicari potest; neque hic, uti in aliis disciplinis fieri solet, ex- 
ordium tractationis a. definitione commode sumere licet. 

. Euler, Calc. differ. in prooemio. 


II serait fort difficile d’expliquer clairement la nature du cak- 
cul differentiel A ceux, qui n’en ont pas les premieres notions. 
Ce n’est pas, qu’on ne puisse definir rigqureusement ce calcul; 
mais on ne saurait le faire sans emprunter des idees, qui ne se 
rencontrent point dans les circonstances ordinaires de la vie, ni 
dans les parties des Mathematiques, qui sont l’ohjet des études 
pr&cedentes. ” 


Lacroiz, Traite du calc. diff. et du calc. integr. 
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eine kurze und völlig zufreffende Bezeichnung der Aufgabe 
einer Wiffenfchaft in jeder diefer drei Hinflchten unter ge 
wiffen Umfländen, wenn auch nicht etwas Unmögliches, fo 
doch etwas für den Anfang wenigftend durchaus Unfaß⸗ 
liches, und folglich Unnüßes fein. Es wird dies naͤmlich 
dann der Fall ſein, wenn erſtens der Gegenſtand einer 
Wiſſenſchaft entweder ſich in der gemeinen Vorſtellung 
nicht als ein von andern Gegenſtänden abgeſonderter an⸗ 
treffen läßt, oder ein fo umfaſſender und allgemeiner iſt, 
daß er das Eigenthümlihe der Wiſſenſchaft zu bezeichnen 
gar nicht im Stande ift, oder wenn zweitens ber Inhalt 
von der Art ift, daß zu feiner Angabe gewiffe Begriffe 
erfordert werden, welche erſt im Innern der Wiflenfchaft 
ferbft ihre Entwidelung finden, und welche vor diefer Ent« 
widelung weder völlig deutlich, noch hinlänglich berechtigt 
erfcheinen, -welcher Iegtere Umstand in Betreff der Methode 
einer Wiffenfchaft begreiflicherweife ebenfalls und in noch 
erhöhten Maße eintreten Tann. 

Nun läßt fich allerdings nicht Taugnen, daß einer ges 
nauen und beflimmten Angabe des Gegenftandes, des In⸗ 
halte und ber Methode der Differential: und Integrale 
rechnung, welche der Ausführung dieſer Wiſſenſchaft vor- 
ausginge, fi) ungefähr die Hinderniffe wirklich entgegen⸗ 
fielen, welche fo eben als mögliche bezeichnet worden find. 
Wenn man nun hieraus folgern zu müſſen glaubt, daß 
man, ohne vorher eine allgemeine Vorſtellung von der 
Aufgabe und dem Wefen der Differential und Integrafs 
rechnung bei dem Leſer oder Schüler erwedt zu haben, 
fi) unmittelbar in die Aufftelung der Sundamentalregeln 
hineinbegeben, und Ddiefelben fo weit durchführen müffe, 
wie ed der Zwed ihrer fpäteren Anwendung erheifcht, und 
ed dann weiterhin. dem Lefer oder Schüler felbft überlaffen 
müffe, aus der im Fortgang der Sache fich immer weiter 
ausbreitenden Erfahrung von den Eigenthümlichkeiten der 
Wiffenfchaft, ſich allmalig immer deutlichere Begriffe von 
dem Wefen und dem Inhalt derfelben zu biden ‚fo iſt zu 
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de ftelt, den Zufammenhang der Größen und ihre gegenfei- 
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dieſer Folgerung noch gar Feine‘ hinlaͤngliche Nöthigung 


vorhanden. Vielmehr folgt nur, Daß, wenn eine fertige 
und abgefchloffene Definition des Weſens der Differential- 
und Integralrechnung nicht deutlich fein kann, und fich 
nicht an die Spige flellen läßt, man ben Begriff diefer 
Wiffenfchaft aus dem Unbeftimmten zum Beftimmten fich 


entwickeln, und vor den Augen des Leſers allmälig ent- 
ſtehen laſſen muß. Und da ein Hineingehen in einzelne 


Unterfuchungen, oder was noch gewöhnlicher ift, eine An⸗ 
eignung von operativen Regeln ohne Bewußtfein über 
Zweck und Bedeutung derfelben, und über ihren Zuſam⸗ 
menbang mit der Gefammtaufgabe der Wiflenfchaft jeden- 
falls zu verwerfen ift, indem dergleichen Unterfuchungen 
und Regeln unter dieſen Umftänden weder mit dem wah⸗ 
ren Intereffe, noch mit dem rechten Sinne aufgefaßt were 
ben können, und ficherlich ebenfo unverſtändlich find, als 
die verniiedene Definition felbft, fo ift eine vorläufige all« 
gemeine Drientirung über Aufgabe und Ziel der Wiffen- 
ſchaft unerläßlih. Eine folche zu geben, ift der Zweck un- 
ferer erften Gapitel. | " 


§. 2. 
Die Mathematif Hat, infofern fie fih die Aufgabe 


tige Abhängigkeit von einander zu beftimmen, bierbei im 
Allgemeinen ein doppeltes Gefchäft; erſtens namlich hat fie 
feftzufegen, wie weit diefer Zufammenhang fich erflredt, 
oder ob von gewillen vorausgefeßten Größen andere wirf- 
ich abhängig find, und zweitens bat fie anzugeben, von 
welcher Art dieſer Zuſammenhang und diefe Abhängigkeit 
ift, oder auf welche Weiſe aus den jebedmaligen zufälligen 
und willkürlich anzunehminden Werthen der beflimmen- 
ben Größen der Werth einer von benfelben abhängigen 
Größe hergeleitet werben fann. Man Tönnte dad Erfte Die 
Ausdehnung und bad Zweite die Art oder die Natur des 
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Zuſammenhangs nennen. Wenn 3. B. in der Planimetrie 
durch die Sage von der Congruenz. der Dreiede über ben 
Zuſammenhang ber ſechs Beftandtheile des Dreiecks, drei 
Seiten und drei Winkel, ausgefagt wird, daB durch drei 
von diefen ſechs Beſtandtheilen, welche unabhängig von 
einander find und willfürlic) angenommen werben können, 
die Größe eines Jeden der drei andern Beſtandtheile völlig 
beſtimmt ift, fo geben diefe Süße nur an, wie weit fi 
der Zufammenhang unter Diefen ſechs Beſtandtheilen des 
Dreiecks erſtreckt, oder beftimmen die Ausdehnung des Zu⸗ 
fammenbangd unter benfelben. Ebenſo wenn der Sag 
aufgeftelt wird, daß von den Winkeln eines Dreiecks die 
Seitenverbältniffe deffelben abhängen, oder dag durch Eine 
Seite eined Parallelogramms und den fenkrechten Abftand 
derfelben von der ihr gegenüberliegenden Seite der Flä⸗ 
cheninhalt ded Parallelogramms beflimmt ift, oder Daß 
eine unbefannte Zahl durch gegebene Beziehungen zu be: 
kannten Zahlen völlig beftimmt ift, wenn gemäß dieſen Be- 
ziehungen eine Gleichung mit Einer Unbekannten aufge 
ftelt werden Tann, und dergl. mehr. 

Diefe Ausdehnung des Zufammenhangs unter ben 
Größen ift nun’ meiftend etwas fo Einfaches und auf ber 
Hand LKiegended, dag in dem Lehrgebäude ber höheren 
Mathematik wenigftens felten von berfelben weitläufig die 
Rede ift, und daß fie faſt durchgängig ald etwas fich von 
ſelbſt Verſtehendes betrachtet wird. Das zweite weit um⸗ 
fangreichere und wichtigere Gefchäft der Mathematik befteht 
darin, die Art und Natur ded Zufammenhangs unter den 
Größen feftzufegen, und anzugeben, auf welche Weiſe aud 
den jebesmaligen zufälligen oder willfürlihen Zahlen: 
‚wertben der beftimmenden Größen der Zahlenwerth einer 
von benfelben abhängigen Größe abgeleitet, d. h. berechnet 
werden kann. Während das Erftere und nur belehrt, daß 
aus gewiſſen Größen andere. folgen, fo lehrt uns das 
Zweite, diefelben auch zu folgern, ober die Folge, die als 
der Sache nach vorhanden feiend ſchon erfannt worden ift, - 
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auch denkend zu vollziehen, und die innere Weiſe biefer 
Abhängigkeit ung vorzuftellen. Da man aber im Beſitz 
dieſer Vorftelung der innern Weife ber Abhängigkeit ‘oder 
des Geſetzes bderfelben erft feim wird, wenn man im Stande 
ift, aus den den beflimmenden Größen beigelegten Zahlen« 
wertben den Zahlenwerth einer von denfelben abhängigen 
Größe zu berechnen, fo kann die Einfiht in Die innere 
Natur des Zufammenhangs der Größen allgemein nichts 
Anderes fein, ald die Kenntnig der Rechnungsoperationen, 
: welchen die beflimmenden. Zahlen in Verbindung vielleicht 
noch mit andern abfoluten Zahlen unterworfen werden 
müffen, um dadurch die davon abhängige Zahl zu erhalten. 
Daß bierbei die beftimmenden Größen, wenn fie nicht 
ſchon urfprünglich Zahlen find, immer durch Zahlen aus⸗ 
gebrüdt gedacht werben müſſen, welche ihnen, durch eine 
beliebige als Einheit betrachtete Größe ihrer Urt gemeſſen, 
zulommen, bedarf wohl faum der Erwähnung. 

Man Tann fi das Geſagte ſchon hinlaͤnglich erlau⸗ 
tern durch Beiſpiele aus der Elementargeometrie ı indem 
in berfelben auch häufig Regeln zur Berechnung einer ab⸗ 
hängigen Größe aus den beftimmenden Größen aufgeftellt 
werben, obgleich der größte Theil Diefer Negeln dem Ge⸗ 
biete der höheren Mathematik angehört. Daß durch die 
Länge der beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreieds 
die Zänge der Hypotenufe völlig beſtimmt ift, folgt ſchon 
aus ber Lehre von der Congruenz der Dreiede; dies kann 
man wiffen, ohne von der Art diefer Abhängigkeit irgend eine 
Vorftellung zu haben, oder ohne zu wiffen, durch. weldhe 
‚mit den Zahlenwerthen der Katheten vorzunehmende Rech⸗ 
nungsoperationen man den Zahlenwerth der Hypotenuſe 
erhalten wird. Diefe Rechnungsoperationen, die bei allen 
möglichen Veränderungen der relativen oder abfoluten Länge 
ber Katheten immer. diefelben bleiben, und deren Angabe 
den Inhalt des Pythagoriſchen Lehrfatzes bildet, find bes 
kanntlich von der Art, dag, wein a und b die Zahlen- 
werthe der beiden Katheten bezüglich auf irgend eine ge⸗ 


= 
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meinfchaftliche Zängeneinheit ausbrüden, alsdann yYaiLp? 
der Zahlenwerth der Hypotenuſe bezüglich auf diefelbe Län⸗ 
genembeit if. Durch diefe Formel erft iſt das Geſetz ber 
Abhängigkeit oder die Art und Weiſe des Zufammenhangs 
der drei Seiten des rechtwinkligen Dreiedd beſtimmt. Oder 
ed fei, um ein zweites Beifpiel zu geben, eine Linie, 
welche die Sehne eined beliebigen Kreisbogens ift, ihrer - 
Länge nach) gegeben, desgleichen der Radius. diefed Kreifes, 
fo ift natürlich unter andern auch die Schne des halb fo 
großen Bogend dadurch ihrer Länge nad) beflimmt. Die 
beftimmte Form der arithmetifchen VBerfmüpfung, in welche 
bier Die beftimmenden Zahlen mit fich feldft und etwa 
noch mit andern abfoluten oder beftimmten Zahlen geſetzt 
werden müfjen, um den Zahlenwerth der Schne des halb 
fo großen Bogend auszudrüden, wird dad Geſetz Diefer 
Abhängigkeit enthalten. Hat die Sehne den Zahlenwerth s, 
der Radius den Zahlenwerth r, fo ift, wie aus den Ele- 


menten der Kreiölchre bekannt, V⸗ Nr Vr — T 
der Zahlenwerth der Schne des halb fo großen Bogens. 
So ift 3. DB. ferner der Zlächeninhalt eines Paralleltrape 
368 durch Die zwei parallelen Seiten und den fenkrechten 
Abſtand derfelben völlig beffimmt. Aber diejenige arith- 
metifche Verknüpfung diefer beflimmenden Zahlen, welche 
den Flächeninhalt angibt, muß man wiffen, um das Ge 
feß der Abhängigkeit zu haben. Haben die parallelen Sei: 
ten die Zahlenwerthe a und b, und der fenfrechte Abftand 
berfelben ben Zahlenwerth h, fo iſt bekanntlich "Eh 
der Zahlenwerth der Fläche, infofern diefelbe nämlich durch 
Duadrate, deren Seite der angenommenen Längeneinheit 
gleich ift, ausgebrüdt werben fol. Ganz ebenfo verhält 
es ſich, wenn eine Zahl durch vorgefihriebene Beziehungen 
zu andern befannten Zahlen beflimmt if. Es muß bie 
artthmetifche Verbindungsform der bekannten Zahlen, weiche 
ber unbefannten Zahl gleich ift, angegeben werben, um 


- 
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Das Geſetz der Abhängigkeit zu haben. Iſt z. B. die 
Summe zweier Zahlen und das Verhältniß derfelben be⸗ 
Tannt, fo find diefe Zahlen nafürlich dadurch völlig be⸗ 
flimmt. Ihre Summe fet = s und ihr Verhältniß wie 
a:b. Da nun dDiefenige Zahl, welche ber Verhaltnißzahl a 


Br auszudrüden ift durch nu und die andere 


Bund 27 F, ſo iſt durch dieſe * das Geſetz der 


8 dieſer Zahlen von den beſtimmenden Zahlen 
s, a und b gegeben. Man wird. aus dem Geſagten hin⸗ 
länglich erfehen haben, daß bei Beftimmung des Zufam- 
menhangs oder der Abhängigkeit der Größen überall zwei 
Stufen diefer Beftimmung zu unterfcheiden find, von de- 
nen die Erftere Beflimmung - der Ausdehnung, und die 
Andere Beftimmung der Art des Zuſammenhangs ift, und 
daß unter Ddiefen beiden Stufen Alles begriffen werden 
Tann, was die Mathematif überhaupt über die gegenfei« 
fige Abhängigkeit der Größen lehrt. 


. 3. 


unstlonen, be Die Urt der Abhängigkeit einer Größe von einer oder 
Scöhen. mehreren beftimmenden Größen wird alfo dem Vorher⸗ 
gehenden zu Folge auf eine allgemeine, und für alle mög- 
lichen Zahlenwerthe der beflimmenden Größen geltende 
Weiſe feftgeftellt fein, wenn man weiß, durch welche un⸗ 
veränderliche arithmetifche Operationen die allgemein aus⸗ 
gebrüdten Zahlenwerthe der beftimmenden Größen mit ſich 
und etwa auch noch mit andern beflimmten Zahlen ver- 
bunden werden müffen, um durch dieſe Verbindungsforn: 
oder Durch diefe Kormel den Werth der abhängigen Größe 
auszudrüden. Es iſt bequem, und zur Vermeidung von 
Weitfchweifigkeit im Ausdruck unerläßiih, für. dieſen all 
gemeinen Begriff einer durch beliebige arithmetifche Ope⸗ 
rationen zufammengefehten Verbindung von allgemein aus» 


4 
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gebrüdten Zahlen und beftimmten- Zahlen ein befonderes 
Wort zu haben. Dan bat dafür das Wort Function ein- 
geführt, und zwar nennt man eine folche beliebig zufam« 
mengefegte Formel eine Function der allgemein und uns 
beftimmt ausgebrüdten Zahlenwerthe, welche in der For: . 
nel enthalten find. Die Beſtimmtheit und befondere Na- 
tur der Function liegt einzig und allein in der beflimmten 
Weife der arithmetifchen Verknüpfung der allgemeinen und 
der beftimmten Zahlen. Die Formel Ve +b”, durch 
welche die Hypotenuſe eines Dreiecks ausgedrückt wird, 
deſſen Katheten die Zahlenwerthe a und b haben, heißt 
eine Kunction der Zahlen a und b. Ebenſo wird, wenn 
in einem Kreife der Radius den Zahlenwerth r, die Sehne 
eines Bogend den Bahlenwerth s hat, die Formel 


V⸗ —2r Vr — — welche, wie oben bemerkt, 


die Sehne des halb ſo großen Bogens gibt, eine Function 
der Zahlen r und s heißen. Würde aber der Radius ei: 
ned Kreifed — 1 und die Sehne eined Bogend — 8 ge⸗ 
fegt, fo würde die Formel, welche unter diefer befonderen 
VBorausfegung die Schne des halb fo großen zeumt an⸗ 


gibt, naͤmlich die Formel V 2—2 Yı-ı -7 nun eine 


Function von s allein heißen, da der Radius in die Kate 
gorie der beflimmten Zahlen getreten ifl. In einer geord- 
neten algebraifchen Gleichung ift der Werth der Unbekann⸗ 
ten x von den Coefficienten der einzelnen Potenzen von x 
und von dem Gliede der Gleichung, welches Fein x ent⸗ 
hält, abhängig, und wird alfo durch irgend eine Kunction - 
biefer beftimmenden Größen ausgebrüdt erfcheinen müſſen, 
wenn die Gleichung allgemein aufgelöft if. So iſt z. B. in 
der quabrafifchen Gleichung ax? + bx=c der Bath der 
Unbekannten x durch folgende Function VI + — * —* 
der drei beſtimmenden Größen a, b und c gegeben. Dan 
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ſieht leicht, daß das Hauptgefchäft der Mathematik, durch 
welches die Art und Weife, und nicht blos die Ausdeh⸗ 
nung des Zufammenbangs der Größen, alfo die eigent« 
lichen Gefeße der Abhängigkeit derſelben feftgeftellt werden 
folen, bezeichnet werden kann als die Auffuchung von 
Sunctionen ber beftinmenden Größen. 

Ob nun wohl gleich die Auffuhung von beflimmten 
Functionen in der Regel eine Seftftelung des Geſetzes Der 
Abhängigkeit einer Größe von andern zum Zwecke bat, 
und die Zunction alfo in diefem Falle allgemeiner Aus⸗ 


druck einer abhängigen Größe ift, fo bat man doch bei 
‘dem Begriffe der Function ald folcher jeden Gedanken an 
"irgend eine Größe, deren Werth etwa durch die Function 


ausgedrüdt ift, fern zu halten, und bei diefem Begriffe 
an weiter nichts zu denken, ald an einen aus unbeflimmt- 
ten und vielleicht auch noch beftimmten. Zahlen auf unver 
änderliche Weiſe arithmetifch zufammengefeßten Ausdrud, 
und nur die befondere Weife diefer Zufammenfeung als 


. die eigenthünliche Natur der Function zu betrachten. Es 


iſt überhaupt, wenn man eine Formel eine Function der 
in ihr enthaltenen unbeſtimmten Zahlenwerthe nennt, gar 
nicht nöthig, daß eine ſolche Formel als die Löſung irgend 
einer Aufgabe enthaltend angefehen werde, fondern jede 


‚ganz willfürlihe arithmetifche Verknüpfung von unbe» 


flimmten Zahlenwertben, entweder mit fi allein, oder 


- außerbem auch noch mit beftimmten Zahlen, wie z. B. 


Unvollendbhare 
Bunctionen. 


.b 
ar +b). heißt eine Function der unbeftimmten Zahlen 
a und b. 


$. 4. 


Durch eine Function der beflimmenden Größen wird 
Die Art der Abhängigkeit einer Größe von andern fie be 
flimmenden erft zu einer gedachten oder vorſtellbaren, weil 
wir nur durch die Function in den Stand geſetzt werden, 
den Werth einer Größe, die aus andern folgt, auch wirk⸗ 
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lich zu folgern. Hierbei kann noch die Frage erhoben wer⸗ 
den, ob denn überhaupt die Abhängigkeit der Größen von 
einander überall von der Ark ift, daß fie in einen gewiffen 
arithmetifch zufammengefeßten Ausdrud gefaßt, und durch 
beliebige, mit den beflimmenden Zahlen. und andern abfo» 
Iuten Zahlen vorzunehmende Rechnungsoperationen erfchöpft 
werden könne, und daß diefelbe folglich eine eigentlich vor⸗ 
ftellbare fe. Wenn man wohl fhon im Voraus, auch 
ohne nähere Kenntniß der Mathematit, Bedenken tragen 
würde, diefe Frage mit Ia zu beantworten, fo überzeugen 
und auch die erften Schritte in das Gebiet der Mathema- 
tif, daß fie mit Nein zu beantworten if. Wir finden bie 
Abhängigkeit der Größen häufig von der Art, daß durch 
feine mit den beftimmenden Zahlen und andern abfoluten 
Zahlen irgend vorzunehmende beliebige Rechnungsoperatio⸗ 
nen, und auch Durch Feine beliebig weit fortgefeßte Wieder- 
holung folcher Operationen der Zahlenwerth der abhäne 
gigen Größe völlig adäquat ausgedrüdt werden könne. 
Dabei ift zugleich leicht zu bemerken, daß dieſe Unmöglich⸗ 
keit, den Zahlenwerth einer abhängigen Größe in einen ge« 
fchloffenen arithmetifhen Ausdrud zu faffen, nicht Folge 
der Mangelbaftigkeit unferer Erkenntniß der Sache ift, 
fondern daß die beſtimmte Natur. der Abhängigkeit und 
die NRechnungdoperationen felbft, durch welche diefe Art . 
der Abhängigkeit ald eine vorftelbare gegeben fein fol, 
durchaus unvereinbar find. Wenn man 3. DB. fragt, auf 
welche Potenz muß: eine Zahl a erhoben werden, damit 
eine Zahl b herauskomme, oder was dafjelbe ift, welche 
Zahl ift der Logarithmus von b für die Grundzahl a des 
logarithmiſchen Syſtems, fo ift der gefuchte Erponent von 
a ficherfich von den Zahlen a und b abhängig, und durch 
diefelben völlig beftimmt. Sucht man aber in der Glei⸗ 
hung a” = b die Zahl x durch eine arithmetifche Zus 
_ fammenfegung der fie beflimmenden Zahlen a und b aus⸗ 
zudrüden, fo findet man, wie wir bier ald befannt vor- 
ausfegen wollen, daß biefelbe durch Feinerlei mit den Zah⸗ 
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len a und b und andern abſoluten Zahlen vorzunehmende 

Rechnungsoperationen, und auch durch Feine beliebig weit 
fortgefegte Wiederholung folcher Operationen völlig genau 
bargeftellt werden Tann, fondern daß erft eine ind Unend⸗ 
liche fortgefeßte und folglich unausführbare Wiederholung 
yon Operationen das Verlangte leiften würde, und daß 
mithin die NRechnungsoperationen an fich der bier ſtatt⸗ 
findenden Natur der Abhängigkeit wiberftreiten. Daffelbe 
würde eintreten, wenn man 3. B. die Sehne eines Kreis⸗ 
bogens durch den Zahlenwerth dieſes Bogens, von wels 
chem fie doch bei angenommenem beftimmten Zahlenwerth 
des Radius allein. abhängig ift, allgemein ausdrüden wollte, 
und fo in unzähligen Fällen. Iſt aber in folchem Kalle 
eine Regel über den unendlichen Fortgang und Die Wieder- 
bolung der mit den beflimmenden Zahlen vorzunehmenden 
Rechnungsoperationen feftgeftellt, oder Die Art der Ab—⸗ 
hängigkeit in eine gefegmäßige unendliche Reihe entwidelt, 

. und dDiefe Reihe zugleih von der Art, daß fie den Zahlen» 
werth ber abhängigen Größe um fo genauer liefert, je 
mehr Glieder der Reihe man zufammenrecdnet, und daß 
mithin die unvermeidliche Abweichung vom wahren Werth 
jede vorgefchriebene Grenze der Kleinheit überfleigen Tann, 
fo betrachtet man die Aufgabe, Das Gefeß der Abhängig: 
keit zu beftimmen, als völlig gelöfl. Man nennt nun auch 
einen folchen unvollendbaren Ausdrud, oder eine gefegma- 
Bige unendliche Reihe, eine Junction der in ihr enthalte 
nen allgemeinen Zahlen, obgleich dabei nur eine unverän- 
derliche und allgemein angebbare Weife des Fortgangs der 
Dperationen, oder der beim Mebergang von einem lieb 

. zum näcdhftfolgenden eintretenden Veränderungen der Ope⸗ 
rationen flaftfindet, und nicht eine unveränderliche, ein für 
ale Dial gegebene Anzahl der Operationen. 


8 5. 
Aunctionen Diner Man kann jagen, daß in allen Fällen, in welchen das 
Geſetz der Abhängigkeit einer Größe von andern ſchon ge 
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"funden ift, dieſes Geſetz fich immer in einer Function der 
beftimmenden Größen darftellen wird; follen aber gewiffe 
Eigenfchaften der Größen erft gefunden oder aus gegebenen 
Functionen andere abgeleitet werden, dann iſt, wie fid 
aus dem Folgenden bald ergeben wird, von höchſter Wich⸗ 
tigkeit die Betrachtung der Veränderungen, welche der 
Werth einer Function dadurch erleidet, dag man Eine der 
in der Function enthaltenen allgemein ausgedrückten Zah⸗ 
len fid) verändern laßt, und ihr fueceffive verfchiedene Zah⸗ 
lenwerthe gibt. Wenn nian nun entweder blos die durch 
eine beftimmte Veränderung einer in der Function enthal⸗ 
tenen allgemeinen Zahl bervorgebende Veränderung des 
Werthes der Function betrachtet, oder, was ber häufigfle 
Fall ift, Die ganze Folge von Werthen im Auge hat, welche 
die Function durch fuccefjive Veränderung Einer ihrer all- 
gemeinen Zahlen annimmt, fo ‚benennt man die Function 
nach der in ihr enthaltenen veränderlichen Zahl, und fie 
beißt dann im Allgemeinen Function Einer Veränderlichen. 
Menn man 3. B. in der Function Yald— a) der allge 
meinen Zahlen a und d, die Zahl a der Reihe nach ver- 
fhiedene Zahlenwerthe annehmen läßt, für d aber immer 
dDenfelben Zahlenwerth beibehält, fo wird der veränderliche. 
Werth der Function eine gewiffe Reihe von Werthen durch» 
laufen, die aber nun, bei einmal beſtimmtem d, von dem 
jedesmaligen für a angenommenen Zahlenwerth allein ab: 
hängen, und deöwegen fchlechthin als eine Function der 
Veränderlichen a bezeichnet werden können. Setzte man 
etwa flatt d die Zahl 6, flatt a aber der Reihe nach die 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5: (größer ald 6 darf in diefem Falle 
a nicht genommen werden, weil fonft die Wurzel und mit« 
bin aud der Werth der Function unmöglich wird), fo 
wird die Zunction fünf Werthe annehmen. Wir wollen 
Das Gefeg diefer Veränderungen der gegebenen Yunckion 
räumlich veranfchaulichen. Man ftelle die Zahlenwerthe, 
welche a fucceflive annimmt, ale Fortfchritte auf der Linie 
bi vom Punfte b aus dar, (Fig. 1) und zwar fi pe—1 


2 
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bdi=2be=d ı. Werden die Zahlenwerthe, welche die 
Function ya(6—a) für a=1, a=2, a=3 ıc gibt, 
als Linien von entfprechender Länge bezüglich auf Die Län« 
geneinheit bo verzeichnet, und in den Punkten e, d, e, ıc. 
als Senkrechte auf bi abgetragen, fo fallen, wie aus den 
Elementen der Kreislehre befannt, die Endpunfte diefer 
Senkrechten fammtlich in die Peripherie eined Kreifes, der 
um ah, oder eine Linie —=6, als feinen Durchmeſſer be« 
fchrieben ifl. Denkt man fich die Zahl a fletig machfend 
durch alle möglichen Zahlenwerfhe von o bi6 6, fo werden 
die Werthe der Function eine fletige Folge von Linien, 
bier die Drdinaten des Kreifes, darſtellen, und durch ihre 
Endpunkte den gefegmäßigen Verlauf einer Kreisfinie vor« 
fchreiben. 

Wenn bei Vorausfegung eined Kreifed der Werth ei« 
ner auf den Durchmeffer gefällten Senkrechten durch bie 
Größen, von denen er abhängt, nämlich Durch den auf dem 
Burchmeffer von einem Endpunkt deffelben gebildeten Ab⸗ 
ſchnitt a und den Durchmeffer d ausgedrüdt werden foll, To 
erfcheint die Dafür zu bildende Function, nämlich Ya(ld— a) 
nur als eine Zunction der beftimmenden Größen a und d; 
wenn aber in diefer Function a als ſtetig Veränderliche ge« 
fegt wird, fo ift durch diefe Function einer Weränderlichen 
der Kreis felbft, und zwar nermittelft feiner Ordinaten, 
gegeben, indem er nun durch das flefige Wachfen der Ver⸗ 
änderlichen felbft erfl erzeugt wird. 


Hätte man im ber Function Yald— 3) die Zahl a 
als die Veränderliche und a ald unveränderlich genommen, 
ſo würden die Veränderungen des Werthes der Function 
ein ganz anderes Gefeß befolgen. Für den Fall, dag d 
- Meiner ald a ift, ift dann zwar die Wurzel, und folglich 
der Werth der Function unmöglich; wenn aber bie Zahl 
d von dem Zablenwerth a an ftefig wächft, fo werben bie 
Werthe der Function fo wachfen, wie in Fig. 2 die Senf« 
rechten auf die Linie be, oder wie die DOrbinaten der Pa⸗ 
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rabel, und folglich durch diefe Function mit der Veraänder⸗ 
lichen d der Kauf der Parabel vorgezeichnet fein. 

Auf dieſe Weife ſtellt jede Function, in welcher Einer 
ihrer allgemeinen Zahlenwerthe ſtetig veränderlic) angenom- 
men wird, durch ihre fucceffiven Werthe felbft eine ftetig 
“ veränderliche Größe vor, weldhe mit der in der Zunction 

enthaltenen .veränderlichen Zahl ein gemeinfchaftlich fort. 
fchreitendes Wachfen hat. Hierdurch tritt nun der Unter« 
ſchied von conflanten und veränderlichen Zahlen in der 
Function hervor, welcher in einer Function der beflimmen- 
den Größen, die immer das abgefchloffene Gefeß der Ab- 
hängigfeit einer Größe von andern fie beflimmenden Grö- 
Ben ausdrüdt, nicht bemerft wird. Die Veränderliche ift 
"als ſolche natürlich nur allgemein auszudrüden; wie viele 
und welche von den Conftanten aber in abfoluten Zahlen, 
und wie viele derfelben in allgemein ausgedrückten Zahlen 
anzunehmen find, das ift im Allgemeinen wilfürlih, und 
hängt von der minderen oder größeren Allgemeinheit ab, 
welche man den Nefultaten der Unterfuhung zu geben be« 
abſichtigt. Statt der allgemein ausgedrüdten Conftanten 
Fönnen fo gut wie flatt der Veränderlichen in einem bes 
flimmten Einzelfall alle‘ möglichen Zahlenwerthe in bie 
Bunction gefeßt werden, nur daß die einmal angenomme⸗ 
nen Zahlenwerthe des Conftanten während des Wachfens 
Der Veränderlichen ald unverändert bleibend angefehen wer- 
den müffen. Die oben gegebene allgemeine Definition ei⸗ 
ner Function ift auch auf die Function einer DVeränder- 
lichen anwendbar, und wir.nennen Function einer Veraͤn⸗ 
Derlichen einen jeden aus der veränderlichen Zahl und aus 
.conftanten Zahlen durch beliebige und beliebig viele Rech⸗ 
nungsoperatidnen zufammengefegten Ausdrud. Dan Tann 
in einer Function aud) mehr ald eine der in ihr enthalte 
nen allgemeinen Zahlen weränderlich annehmen, und erhält 
dann Zunctionen von mehreren Veränderlihen. Da wir 
aber in diefer Einleitung in die Differential- und Inte 
gralrechnung, welde nur eine Entwidliung der Grundbe- 
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griffe dieſer Wiſſenſchaft zum Zwecke hat, von ſolchen 
Functionen keinen Gebrauch machen werden, fo können wir - 
eine nähere Betrachtung berfelben bier bei Seite laſſen. 


& 6. 


Unterfisibungs“ Es wird der Bequemlichkeit und Kürze der Darftel- 
2 Keen fung fehr förderlich fein, und ausdrückliche Angaben über: 
flüffig machen, wenn man bei jeder Junction Die unver: 
änderlich gedachten Größen durch ein Außerliched Kennzei⸗ 
chen von der als veränderlich angenommenen zu unterfheiben 
weiß. Man ift in dieſer Hinficht übereingefommen, Die 
- veränberlihen Zahlen durch die letzten Buchſtaben des 
Alphabets darzuftellen, und die unbeflimmt gelaffenen Gon- 
ftanten durdy die erften oder mittleren. Demgemäß würbe 
man die obige Function Ya(d— a), wenn man durch Die: 
ſelbe die Drdinaten des Kreifed ausdrüden, und alfo a als 
die DVeränderliche anfehen wollte, . Treiben Vx(d—x). 
Wollte man aber durch“ diefe Function bie Drdinaten der 
Parabel ausdrüden, und folglich die Zahl d als die Ver- 
- änberliche betrachten, fo würde man fie fhreiben yalx—a). 
‚ Ebenfo würde x” eine gleich hoch bleibende Potenz einer 
ſtetig wachſenden Zahl, und a* eine ſtetig ſteigende Potenz 
einer unveränderlichen Zahl bedeuten. 
Diefe Vorfchrift, die veränderlich zu denfenden Grö- 
Ben der Functionen durch die legten Buchftaben des Alpha⸗ 
bets auszudrüden, wird indeffen doch nur in ſoweit allge: 
mein befolgt, ald man bei den Veränderlichen der Functio⸗ 
nen nur Zahlen in abstracto, und nicht die Zahlenwertbe 
beftimmter Größen im Sinne bat,‘ und die Yunction nur 
in Bezug auf ihre allgemeine arithmetifche Zuſammen⸗ 
fegung unterfuht. Wenn aber unter den Veränderlichen 
der Sunctionen bie fließenden Zahlenwerthe beflimmter Grö⸗ 
Ben, wie Raum, Zeit, Gefihwindigfeit und dergl. mehr ge« 
dacht werden, fo zieht man es meiftens vor, die in den 








Borbegriffe der Differential« und Integralvechnung. 17 


Zunctionen vorkommenden Veränderlichen zur leichteren Er⸗ 
innerung an die bier gemeinte concrete Bedeutung derfel- 
ben auszudrüden durch die Anfangsbuchftaben ihrer deut. 
fhen oder Iateinifchen Benennung. So ftelt man den 
Zahlenwerth einer Gefchwindigkeit durch c, den der Zeit 
Durch t, den einer Raumlänge durch s vor, obgleich alle 
dieſe Zahlen als veränderliche in den Functionen erſcheinen. 


& 7. 


Da nun eine Function einer veränderlichen Zahl x Bunctionen ul 
nicht8 weiter ift, al8 ein aus der Zahl x und andern consgen von Yunctio- 
ftant gedachten Zahlen durch beliebige Rechnungsoperatio- m 
nen gebildefer Ausdrud, fo verfteht es fich von, felbft, daß 
man verfchiedene folche Ausdrüde, alfo verfchiedene Fun⸗ 
ettonen der Zahl x, unter fich wieder durch beliebige Rech» 
nungöoperafionen verbunden denken kann. Nun ift aber 
eine folche Verbindung vermöge des Begriffs Der Function, 
welcher in Bezug auf die Weife der arithmetifchen Zufam: 
menfegung ein Begriff von unendlihem Umfang ift, felbft 
wieder eine Function der Zahl x; und ed muß demnach 
geftaftet fein, eine Function von x aus andern Functionen 
von x als ihren Beſtandtheilen zuſammengeſetzt zu betrach⸗ 
ten, und ſie auch in andere Functionen als in ihre Be 
ftandtheile zu zerlegen. In dieſem Sinne wird es nichts 
Auffallendes oder. Unverftändliches haben, wenn man von 
einer Function von x ſpricht, welche Die Summe oder das 
Product ꝛc. zweier oder mehrerer Functionen von x iſt. 


So 3. B. ann der Ausdrud ax’ + Vx 


uw ald ein Gan- 
zes genommen, eine Zunction der veränderlichen Zahl x 
heißen, weil er nichts ald gewifle mit der Zahl x und an- 
dern conftanten Zahlen vorzunehmende Rechnungsoperatio: 
nen enthält; da aber auch die einzelnen Ausdrüde ax’ 


und für fi) wieder Functionen der Zahl x find, fo 
Sneit ı. . 2 
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fann man den ganzen Ausdrud eine folche Yunction von x. 
‚nennen, welche die Summe zweier Zunctionen von x ift. 
Ebenfo würde der Ausdrud (a — x) (x" — bx) eine foldhe 
Function der Zahl x heißen können, welche dad Product 


2 [1 
zweier Functionen von x ift, und vir® eine Function 
ax+ bx’ 


von x, welche der Duofient zweier Functionen von x if, 
und dergl. mehr. 


Eine beliebige Function der Zahl x kann wieder ge: 
wiffen Rechnungsoperationen unterworfen fverden. Wären 
diefe Operationen mit der Zahl x felbfl vorgenommen wor⸗ 
ben, fo hätten fie eine Function von x hervorgebracht; da 
fie aber jegt mit einer Function von x vorgenommen wer- 
den, fo Tann man den erhaltenen Ausdruck ald Function 
einer Function von x betrachten. Indem aber der ganze 
Ausdruck auch ebenfo gut eine Function von x beißen kann, 
fo wird man feine Schwierigkeit darin finden, wenn man 
fih eine folche Function von x denken fol, welche Zun- 
ction einer Function von x ifl. Der Ausdrud (ax — x”) 
z. B. ift eine Function von x. Wäre die Erhebung zur 
mten Potenz für x felbft: vorgefchrieben, fo wäre x” fihon 
eine Function von x; da aber. diefe Potenzirung bier für 
den in Klammern ftehenden Ausdrud, alfo für eine Zun- 
ction von x, vorgefchrieben ift, fo Tann der ganze Aus: 
drud als eine Zunction von x angefehen werben, welche 
Function einer Zunction von x iſt. Wenn man ferner den 
Ausdrud logx nur ald ein abgefürztes Zeichen für eine 
beftimmte unveränderlihe Folge von Rechnungsoperafionen 
anfieht, welche mit x und andern conftanten Zahlen vor: 
genommen werden müflen, um aus der Zahl x den Loga⸗ 
rithmus derfelben zu berechnen, und ber Ausbrud dog x, 
als Zeichen für dieſe Formel genommen, wohl eine Function 
von x beißen fann, fo wird der Ausdrud log (ax— x”) 
ebenfalls als eine Zunction von x betrachtet werden kön⸗ 
nen, welche Function einer Function von x if. 
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$. 8. 
Es ift nöthig, den höchſt allgemeinen VBegriff ber 
Sunction einer Weränderlichen in derfelben- Allgemeinheit 
in die eigenthümliche Zeichenfprache der Analyſis, durch 


Allgemeine 
Functlonsbezeich⸗ 
nungen. 


welche bekanntlich ein fo großer Theil der Erfolge diefer 


Wiſſenſchaft ermöglicht wird, aufzunehmen, und eine noch 
völig unbeflimmt gelaffene ganz beliebige Function einer 
. veränderlichen Zahl x durch ein kurzes Zeichen darzuftellen. 
Man deutet dies dadurch an, daß man die Veränderfiche x 
in Klammern einfchließt, und einen der Buchftaben f, F, 
p, y oder auch noch andere, wenn man deren benöthigt 
fein folte, davor feßt, alfo Durch die Zeichen f(x), F (x), 
E(x), w(x). Dur verfhiedene dem x vorgefegte Buch⸗ 


ftaben. werden Zunctionen von x bezeichnet, welche zwar _ 


unfer ſich verfihieden, übrigens aber abfolut unbeftimmt 
und willfürlich find. 

Diefelben Bezeichnungen find dann auch brauchbar, 
um die verfchiedenen Arten der Zufammenfegung einer 
Function aus andern Bunctionen allgemein darzuftellen. 
So wird 3. B. das Zeichen f(x) +9@) eine Function 
von x bedeuten, welche die Summe zweier ganz beliebigen, 
aber unter r ‘ verfchiedenen Functionen von x ift, und 


(x) 


das Zeichen 4 — eine Function von x, welche der Quo⸗ 


P(x) 
tient zweier ” perfejiebenen, übrigens aber beliebigen Fun⸗ 
ctionen. von x ift, u. f. w. Um eine Function von x zu 
bezeichnen, welche Sunction einer Function von x ift, fchließt 
man irgend ein allgemeines Functionszeichen in Klammern, 


und ſetzt noch einen zur Bunctionsbezeichnung dienenden: 


Buchſtaben davor, und fchreibt etwa g[F(x)]. Die viel» 


fachen aͤhnlichen Zufammenfegungen dieſer allgemeinen Fun⸗ 

ctionszeichen bedürfen Feiner weiteren Erklärung. Da der 

Begriff der Function nicht an den Begriff der Veränder- 

lichfeit einer Größe gefettet ift, fondern allgemeinere Gel- 

tung bat, fo kann, wie. ſich wohl von felbft: verfleht, Durch 
* 
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die fo eben für Functionen einer Veränderlichen angegebene 
allgemeine Bezeichnung auch jede noch ganz unbeſtimmt ge- 
laſſene Function einer allgemein ausgebrüdten, aber unver: 
änderlihen Zahl a dargeftellt werden, die man durch f(a), 
F (a) und bergleichen bezeichnen würde. 


8.9. 


Berihtigung Diefer zwar höchſt allgemeine und abftracte, aber doch 
Anden "ber Sun ganz einfache Begriff einer Function überhaupt, und einer 
«on Function einer Veränderlichen zeigt fi) bei den Anfängern 
der Analyfis nicht felten mit mancherlei Dunfelheiten und 

ſchiefen Rebenvorftellungen behaftet, und zwar, wie es 

und fcheint, nicht ganz ohne Schuld der üblidhen und 
gangbaren Erklärungen dieſes Begriffe. Wir wollen die 
Duellen dieſer Dunkelheiten etwas näher angeben, indem 

fi) dabei Gelegenheit bietet, diefen Begriff theild durch 
ausbrüdliche Zurücweifung gangbarer falfcher Erklärungen 

zu befeftigen, theild gegen einige fich leicht anhängende Ver- 
unreinigungen noch mehr zu fihügen. Eine erfte Quelle 

von Ungenauigkeiten ift diefe, dag man faft nirgends Die 
Zunctionen der allgemein ausgedrüdten, aber unveränder: 

lich gedachten Größen, welche wir Zunctionen der beftim- 
menden Größen genannt haben, unterfchieden findet von 

ben Functionen der veränderlichen Größen, und daf man 

die Definition des Begriffs der Zunction gibt mit bloßer 
Bezugnahme auf die Zunctionen von Veränderlichen, und 

dad Wort doch hernach auch in anderm Sinne gebraucht. 
Allerdings bat man bei der erften Einführung des Wortes 
Function in die Analyſis nur die Functionen von Verän- 
berlihen im Sinne gehabt, und demgemäß die Erklärung 
gegeben; aber im Fortgange der Wiffenfchaft hat man ben 
Begriff erweitert, ohne es gleihmäßig mit der Erffärung 
beffelben zu thun. Man nennt ja doch allgemein die For⸗ 

mel, durch welche die Unbekannte in einer algebraifchen 
Gleichung gegeben ift, eine Function der Coefficienten ber 
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einzelnen Potenzen von x, und meint mit dem Worte 
Function alfo hier nur eine Function von allgemein aus» 
gedrüdten, aber keineswegs veränderlich gedachten Größen. 
Ebenfo wenn man von einer beliebigen Function einer Con⸗ 
flanten a fpricht, und fie durch fCa) bezeichnet, fo denkt 
man darunter das, was aus unferer obigen Definition ei- 
ner Function folgt, nämlich irgend eine ‘auf unveränder- 
liche Weife arithmetifch zufammengefegte Verbindung der 
unbeftimmten Zahl a und ‚anderer beftimmten Zahlen. Hier: 
bei kann von Feinem Unterfchieb der Conſtanten und Ver: 
änderfichen die Rede fein; und da die ganze Vorftellung 
von veränderlihen Größen zu dieſem nun angenommenen 
erweiterten Begriffe der Function nicht nöthig ift, fo darf 
fie auch nicht in die Erklärung deſſelben verwoben werben. 
In den Functionen der beftimmenden Größen hat man nur _ 
zu unterfcheiden die unbeftimmt gelaſſenen conftanten Zah⸗ 
len und die beftimmten oder abfoluten Zahlen; in den 
Functionen einer Veränderlichen aber hat man zu unter: 
fcheiden die Veränderliche und die Eonftanten, welche eb: 
teren je nach der beabfichfigten größeren oder minderen All- 
gemeinheit der NRefultate der Unterfuchung bald mehr durch 
unbeftimmte bald mehr durch beftimmte Zahlen auszu⸗ 
drücken ſind. 

Eine andere noch ergiebigere Quelle von Dunkelheiten 
und ſchiefen Nebenbedeutungen in dem Begriff der Fun⸗ 
etion entfpringt daraus, daß man ſich bei dem Gebraud) 
diefes Wortes häufig einer fehr abgefürzten Sprechweiſe 
bedient, ohne den Sinn derfelben vorher ausdrücklich an⸗ 
zugeben, oder auch wohl gar, was das Schlimmfte ift, im 
Hinblid auf ſolche abgefürzte Ausdrucksweiſen und den ef- 
was ungenauen geläufigen Gebrauch dieſes Wortes, die 
ganze Definition ded Begriffes gleich daraus entnimmt. 
Eine ſolche abgekürzte Ausdrucksweiſe ift e8 offenbar, wenn 
man eine Größe, die von einer andern „veränderlichen 
Größe abhängig ift, und deren jedesmaliger Zahlenwerth 
mithin durch irgend eine Function des veränderlichen Zah⸗ 
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lenwerthes ber beftimmenden Größe ausgedrüdt werden 
fann, Turzweg felbft eine Function diefer letzteren Größe 
nennt. So fagt man 3. B., die Ordinate einer krummen 
Linie ift eine Zunction der Abſciſſe. Es könnte dann faft 
feinen, daß man bei dem Worte Function nicht gerade 
an gewifle unveränderliche arithmetifche Operationen, die 
mit einem Zahlenwerth Yorgenommen werden follen, zu 
denfen Habe, fondern daß auch eine beſtimmte Größe irgend 
einer Art, wie bier eine Linie, eine Function einer andern 
Größe heißen fünne. Dies ift es nun freilich nicht, was 
man fagen will, indem man die Drdinate eine Function 
der Abdfeiffe nennt, fondern man meint damit, DaB es ei⸗ 
nen aus dem - einem beliebigen Abſciſſenſtück beizulegenden- 
Zahlenwerth und aus andern conftanten Zahlen arithmetifch 
zufammengefegten Ausdruck gebe, welcher den Zahlenwerth 
der diefer Abfciffe zugehörigen Ordinate darſtellt. Statt 
alfo zu fagen, die Formel, durch welche allgemein der 
Zahlenwerth der Drdinafe berechnet werden Tann, ift eine 
Function derjenigen Zahl, welche die Länge ber diefer Or⸗ 
dinate zugehörigen Abfciffe angibt, fagt man kurzweg, bie 
Drdinafe iſt eine Function der Abfeiffe. Diefe abgekürzte 
Ausdrucksweiſe ift, fobald man fie nur in dem angegebe- 
nen Sinne nimmt, ganz unfhädlih, und zur Vermeidung 
fihwerfälliger Breite und verwirrender Weitfchweifigkeit 
auch durchaus nöthig, und fie foll daher auch von unferer 

Darftellung nicht ausgefchloffen fein. Es fei daher ein für 
allemal bemerkt, daB fo oft in dem Folgenden eine be 
flimmte Größe irgend einer Art kurzweg eine Function ei- 
ner andern Größe genannt wird, Died im der angegebenen 
Weiſe zu deuten iſt. - 

Nun haben aber viele Mathematiker, und unter Dies 
fen auch fehr namhafte, theild im Hinblid auf foldhe ab=. 
gekürzte Ausdrucksweiſen, theild aber auch noch binfchielend 
nach der Anwendung, welche von den Zunctionen gemacht 
wird, und die immer darin befteht, das Geſetz der Ab⸗ 
hängigkeit einer Größe von anderen auszubrüden, ſich ver: 








\ 


- 
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leiten laſſen, eine völlig unbrauchbare und allerwaͤrts finn- 
flörende Definition der Function zu geben. So fagt z.B. 
Lacroix: „Jede Größe, deren Werth von einer oder meh» 
rern Größen abhängt, beißt eine Function der Letzteren.“ 
Diefe Definition könnte man höchftens ald eine Erläuterung 
des Sinned der üblichen abgefürzten und ungenauen Aus» 
drucksweiſe gelten laſſen, und man muß fchon wiflen, was 
Function ift, und daß fie überhaupt etwas Anderes ift, 
wenn dieſe Erläuterung an ihrer Stelle fein fol. Als.ur- 
fprüngliche Definition der Function genommen führt fie 
aber nur in die Irre. Denn nähme man biefe Definition 
beim Worte, fo würde man, da 3. B. die Ordinate, bie 
Fläche, die Krümmungsflärfe ꝛc. einer Curve fämmtlich 
Größen find, die von der Abfeiffe abhängen, ganz nafür- 
ih darauf verfallen, unter verfchiedenen Functionen der 
veränderlichen Abfciffe x dieſe Größen - felbft vorzuftellen, 
und von dem Weſentlichſten dabei, daß die Function eine 
Formel ift, ganz abzufehen. Die einfachften Vorftelungen 
bei den Zunctionen, wie efwa eine Zunction von x, welche 
die Summe zweier verfchiedenen Functionen von x ift, 
werden fogleich etwas völlig Sinnlofes, wenn man, ohne 
alle fonftige Kenntniß von dem Wefen. der Function, dieſe 
Definition fireng nehmen wollte, und fo wie diefelbe vor: 
fchreibt unter verfchiedenen Functionen der Veränderlichen x 
fih beſtimmte ihrem Werthe nach von. x abhängige Grö⸗ 
Ben, wie Linien, Flächen und dergl. mehr denken wollte. 

Endlich wird auch noch dadurch nicht wenig Ungehö- 
riges in den Begriff der Function gebracht, daß man in 
mandjen heilen der Elementarmathematif dad Wort Fun- 
ction in Gebrauch nimmt auf einem Standpunft der Un- 


terſuchung, bei welchem die wahre Bedeutung diefed Wor- 


ted entweder gar nicht bemerklich gemacht werden Tann, 
oder fehr in den Hintergrund tritt, und man ſich doch 
fpäter bei der Einführung in die Analyfid auf diefe Fälle 
als ſchon bekannte Beifpiele von Functionen bezieht. So 
nennt man in der Zrigonometrie den Sinus oder Eofinus 


\ 
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eined Bogens Functionen dieſes Bogend. Wenn man da- 
bei aber als den Sinus oder Cofinus eined Bogens Die 
dDiefem Bogen auf bekannte Weife zugehörige gerade Linie 
bezeichnet, oder näher die Zahl, welche Die Länge diefer ger 
raden Linie angibt für den Zall, daß der Radius des Krei⸗ 
ſes den Zahlenwerth 1 bat, fo ift in beiden Zällen feine 
Spur mehr von der wahren Bedeutung ded Wortes Zun- 
ction bemerflih. Diefe Bedeutung tritt erft hervor, wenn 
man die Formel für die Berechnung ded Sinus darſtellt. 
Wenn die Zahl, welche die Länge eines Bogens angibt, 
(den Radius —=1 gefest) durch a vorgeftelt wird, fo ift 
der Sinus diefes Bogens befanntlid Durch folgende For⸗ 
mel berechenbar: 

a?’ a° a’ 

a3 t 1235 Taste 
Die Formel rechts vom Gleichheitszeichen, welche nach ei« 
nem aus dieſen wenigen Gliedern Schon überfichtlichen Ge⸗ 
feße ins Unendliche fortfchreitet, ift allerdings eine Function 
der die Bogenlänge angebenden Zahl a, nicht aber der Si⸗ 
nus, infofern man darunter den Zahlenwerth einer dieſem 
Bogen zugehörigen geraden Kinie verfteht. Es ift freilich 
geftattet, fi) unter dem Sinus eined Bogens kurzweg eine 
Zahl zu denken, aber der Ausdrud sina ald Function be 
trachtet, ift durchaus nur anzufehen als ein abgefürztes 
Zeichen für eine beſtimmte Folge von Rechnungsoperatios 
nen, welche mit der Zahl a vorgenommen werden follen. 
Es ift hieraus erfichtlih, DaB man von dem Sinus jeder 
beliebigen befannten und unbekannten Zahl forechen Tann, 
und in Uinferfuchungen, die mit dem Kreis direct gar nichts 
zu thun haben, weil aledann unter dem Sinus nur eine 
beftimmte Folge mit diefer Zahl vorzunehmender Dperatio- 
nen verftanden wird. Ganz ebenfo verhält es fih, wenn 
man den Logarithmus einer Zahl eine Function derſelben 
nennt. Während man gewöhnt ift, fich unter dem Loga⸗ 
rithmus einer Zahl überhaupt auch nur wieder eine Zahl 
zu Denken, fo bat man fich unter dem Logarithmus als 


sina—=a — 
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Function nur die ebenfalls als unendliche Reihe ſich dar⸗ 
ſtellende bekannte Formel, durch welche der Logarithmus 
einer Zahl berechnet wird zu denken, und den Ausdruck 
log a durchaus nur als ein für dieſe Reihe geltendes abge⸗ 
kürztes Zeichen anzufehen. 

Wenn man demnad) bei der Erflärung des Wortes 
Function in der Analyſis auf Sinus, Cofinus und Loga- 
rithmus als ſchon aus den Elementen befannte Sunctionen 
binweilt, fo ift dies ſchon deswegen nicht rathſam, weil 
gerade in diefen Beifpielen der Begriff der Zunetion fehr 
der Gefahr der Mifdeutung ausgefegt ift, und fie als 
Sunctionen aus den Elementen nicht allzu befannt find. 
Wenn aber, wie oft gefchieht, nur dieſe wenigen Zunctio- 
nen als folche. angeführt werden, die fihon bekannt find, 
fo gefchieht dies nicht zufällig, und man fieht bald, daß 
ed veranlaßt wird durch eine fchielende Nebenbedeutung, 
welche die Verfaffer felbft mit dem Begriffe der Zunction 
verbinden, namlich daß eine Function nicht blos überhaupt 
- eine befiebige Formel fei, fondern daß ed wefentlich dazu 
gehöre, durch die Zunition das Gefeg der Abhängigkeit 
von Größen auszufprechen, die man ſchon auf anderem 
Wege ald von einander abhängig erkannt hat, und daß 
alfo die Aufftelung einer Function zugleih die Löſung 
‚ irgend einer Aufgabe enthalte; denn wie könnte man fonft 
einige Zunctionen als folche bezeichnen, die aus den Ele: 
menten ſchon befannt wären, ald wenn überhaupt nur eine 
beftimmte Anzahl von Functioner aus den Elementen be: 
kannt fein könnte, und nicht ſchon unzählige Ausbrüde, 


wie ax, x”, J rc. Beifpiele genug von bekannten Functio⸗ 


nen einer Veränderlichen bildeten. 

Die hier gegebenen Erläuterungen und Berichtigungen 
des Begriffs der Function werden binreichen, um fih Al⸗ 
led bei dem Gebrauch diefes Wortes Vorkommende gehörig 
zu rechte zu legen. Die Ausführlichkeit dieſer Erläuterun- 
gen wird gerechtfertigt erfcheinen, wenn man zugibt, daß 


—— und 
abhän 
: ri 
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in vielen Schriften der Inſtinct der Anwendung diefes 
Begriffs beffer ift als die Definition defjelben, und daß 
Anfänger in der Analyfid dadurch fehr Leicht in die Irre 
geführt werden, weil fie e8 mit dem Wortfinn der Defini- 
tionen meiſt frenger und ängftlicher nehmen ald die Ver— 
faffer ſelbſt. 


$. 10. 


In jeder Function einer Veränderlichen betrachtet man 
"dem Obigen zu Zolge entweder die Veränderungen, welche 
der Werth der Function durch Veränderung der in der 
Function veränderlich gefeßten Zahl erleidet, oder auch die 
ganze fletige Folge von veränderlichen Werthen der Fun- 
ction bei ftefig gefebter Veränderung diefer Zahl. Der 
Werth der in der Function enthaltenen Veränderlichen, und 
der Werth der ganzen Function felbft find alfo zwei von 
einander abhängige veränderliche Größen. Man nennt bie 
Erftere die willfürlihe Weränderliche und die Zweite Die 
abhängig Weränderliche. Obgleich durch den willfürlichen ' 
Zahlenwerth der Einen von diefen Größen der Zahlenwerth 
der Anderen völlig beflimmt ift bei vorausgeſetzter Be- 
flimmtheit der Conſtanten der Function, fo nennt man 
Doch blos die in der Function veränderlich gefette Zahl 


die willkürlich Weränderliche, weil aus dem Werth der- 


felben, vermöge der gegebenen arithmetifchen Zufammen: . 
fegung der Function, der Werth der ganzen Function un 

mittelbar berechnet werden Tann, nicht aber umgekehrt. 
Drüdt man den Werth der Function einer Veränderlichen, 
3. B. der Function ax? +bx durch einen Buchftaben aus, 
der ald Symbol einer veränderlichen Zahl gelten fol, und 


bildet die unbeflimmte Gleichung y=ax’+bx, fo nennt 


man natürlih auch y die abhängig Weränderlihe und x 
die willkürlich Veränderliche. Liegen beftimmte continuir- 
lihe Größen vor, deren Abhängigkeit durch eine Function 
einer DVeränderlichen dargeftelt ift, oder auch erſt darge- 
ftelt werden fol, fo wendet man biefelben Benennungen’ 
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auch ohne Weiteres auf diefe Größen an. Hat z. B. in 
einem rechhwinfligen Dreied Die eine Kathete den unver: 
änderlichen Zahlenwerth 1, Die andere den veränderlichen 
x, fo bat die Hppotenufe den veränderlichen Zahlenwerth 
Yyl-+x°, und die Hppotenufe ſelbſt heißt nun auch, da 
ihre Länge durch den Werth der Function repräfentirt ift, 
die abhängig Weränderliche, und die Kathete die will 
kürlich Veränderliche. Drüdte man den Zahlenwerth 
der Hppotenufe durh y aus, und formte die Gleichung | 
y=-yl+x’ um in die Gleichung YyP?—1l-=x, ſo 
würde jetzt die Hypotenuſe die willkürlich Weränderliche 
heißen, weil nun die Kathete ald Function der Hypotenuſe 
gegeben ift. Iſt aber auch die Function, welche das Ge: 
feg der Abhängigfeit zweier beftimmten Größen ausdrüdt, 
noch gar nicht bekannt, und ift nur gefagf, daß man ſich 
die Eine durch eine Function der Andern ausgebrüdt den: 
fen fol, fo beißt die Letztere die willfürlich Veränderliche, 
und die Erftere die abhängig Veränderliche. So oft alfo 
in dem Folgenden dad Gefeg der Abhängigkeit zweier ver: 
änderlichen Größen durch eine Function der Einen von 
ihnen gegeben ift, oder auch nur gefagt ift, welche von 
beiden als durch eine Function der Andern gegeben be 
trachtet werden fol, wird ed einer ausdrüdfichen Angabe 
defjen, was unter der Benennung der willkürlich Veraͤn⸗ 
derlichen zu verftehen ift, nicht mehr bedürfen. 





g. 11. 


Wir wenden uns nad) diefen vorläufigen Worterkla⸗ „Begenftand der 
rungen näher unferm eigentlichen Gegenſtand zu. Dieſer —— — 
iſt kein anderer als die Aufſtellung einer ganz allgemeinen meinen 
Methode zur Auffindung der Gefege der Abhängigkeit fte- 
tiger Größen. Die Vorftellung von Zunckionen einer Ver: 
‚änderlichen, durch welche das gemeinschaftlich fortfchreitende 
ſtetige Wachfen zweier von einander abhängigen Größen 
repräfentirt und für Rechnungdoperationen zugänglich und 
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faßbar gemacht wird, ift faft unmittelbar geeignet, auf die 
Grundgedanken einer ſolchen allgemeinen Methode Hinzu- 
leiten. Denn man faßt in einer ſolchen Zunction die Grö- 
Ben eigentlich nicht blos als dafeiend in einem beftimmten 
einzelnen ferfigen Zuftand auf, fondern als werdend Durch 
gemeinschaftlich fortfhreitendes ftetiged Wachſen vom Null- 
zuſtand oder von einem andern beftimmfen Größenzuftand 
aus. Man begreift aber überall das Gewordene nur aus 
dem Proceß feines Werdens. Ed wäre daher, um eine 
allgemein anwendbare Methode zur Auffindung der Geſetze 
der Abhängigkeit ftefiger Größen zu erhalten, nur nöthig, 
dag man fi durch tiefere Auffaffung der Natur des ges 
meinfchaftlihen ſtetigen Wachfens in den innern Proceß 
des Werdens zu verfeßen, und das Entflehen durdy alle 
feine Momente des Werdens ‚zu begleiten und zu verfolgen 
wüßte, und Dann das durch Wachſen Gemwordene, d. h. 
die wirkfich erreichten Werthe der Größen, ald Zufammen- 
faffung der einzelnen Momente des Werdens begreifen 
lernte. Es wird alfo eine genauere Analyfe des Begriffs 
eined gemeinfchaftlihen und gefegmäßig von einander 
abhängigen ftetigen Wachfend der Größen Nnternommen 
werden müflen. Diefe wird herauszuftellen haben’ erftens, 
wie man bei wachfenden Größen ſich beſtimmte Begriffe bil- 
det von der in einzelnen Momenten ftattfindenden verhält- 
nipmäßigen Stärke des Wachfens, welche doch offenbar, 
jenachdem mit einer gewiffen Zunahme der einen Größe 
eine größere oder Fleinere Zunahme der andern verbunden 
ift, felbft eine größere oder Kleinere fein kann, zweitens, 
wie man dieſe verhältnißmäßige Stärke des Wachſens 
durch ihre einzelnen Momente verfolgen, und in einem all» 
gemeinen Geſetz ausfprechen kann, und dann drittens, wie 
man die im fortfchreitenden Wachfen erreichten Werthe der 
veränderlichen Größen ald Refultate dieſes Wachſens der 
Größen und der in ihrem ganzen Verlauf fi kundgeben⸗ 
den verhältnigmäßigen Stärke des MWachfend. hervorgehen 
laffen kann. Diejenigen Unterfuchungen nun, welde es 
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fih zur Aufgabe machen, theild die verhaltnigmäßige Stärke 
des Wachſens der von einander abhängigen veränderlichen 
Größen feftzuftellen, theils aus diefer Stärke des Wach⸗ 
fend auf die Geſetze der Abhängigkeit der Größen felbft zu 
‚ Shließen, und mithin aus dem Zluß des Werdens und 
- Entftehend das Gewordene zu begreifen, bilden den Gegen: 
fand der Differential- und Integralrehnung. Wie viele 
und welche befonderen Eigenfchaften der Größen aud) -in 
der Differentiale und Integrafrechnung fonft noch entwi: 


delt werden mögen, fo fommen fie in derfelben doch nur 


infofern zur Sprache, ald fie aus den Unterfuchungen über 


die Natur des zufammen fortfchreitenden ftetigen Wachſens 


abgeleitet werden koönnen, und mittelbar wenigftend Aus⸗ 
druck irgend einer Beflimmung dieſes allgemeinen Begriffs 
find. 


Wir erwarten nicht, daß das in dieſem Paragraphen 


Geſagte ſchon in foweit verftändlich fei, daß man daraus 
entnehmen fönne, wie diefer Grundgedanfe zur Ausfüh- 
rung und Anwendung komme, und fich von- dem Weſen 
der Differentiale und Integralrechnung darnach eine Mare 
Anſchauung machen könne; vielmehr bildet die vollftändige 
Verbeutlihung und Durchführung dieſes Grundgedankens, 
und die Nachweifung feiner Fruchtbarkeit den alleinigen 
weiteren Inhalt diefed Buches. Diefe vorläufigen allge: 
meinen Andeutungen find nur gegeben worden, um die 
nun folgenden Unterfuchungen einzuleiten, und fie nicht 
als willkürlich und zufällig unternommen oder ifolirt 
ſtehend, fondern als durch den Zwed und Zufammenhang 
des Ganzen beſtimmt erfcheinen zu laſſen. Zugleich mögen 
fie dienen, einen erften flüchtigen Blid auf die Naturge- 


mäßbeit und Schönheit des Ideenganges diefer Wiſſen⸗ 


fchaft zu eröffnen, einer Wiffenfchaft, die es unternimmt, 
aus der fiheinbaren Leerheit eines höchft allgemeinen und 
abſtracten Begriffs eine unendliche Fülle des Reichthums 
von Erfenntniffen zu entwideln, die in allen ihren Zwei⸗ 
gen nur die von Innen herausgehende Entfaltung und 


\ 
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Ausbreitung eines einzigen Grundgedankens als ihres Kei⸗ 
mes ift, und dadurch den hohen Adel ihrer Natur, den 
Adel der freien geiftigen Productivität beurkundet. 


g. 12. _ 


Die Differential . und Integraltechnung ſetzt bei ihren 


i unterſuchungen über die Natur des von einander abhaängi⸗ 
gen Wachſens der veränderlichen Größen überall ein ftetiges 
Wachſen derfelben, und folglich überhaupt ftetige veränder- 
liche Größen voraus. Ohne die Vorausfeßung des Steigen 
im Wachſen der Größen, vermöge welcher nach jeder nodj 
fo kleinen angebbaren Größenveränderung unendlich viele 
Zwifchenftufen des Größenzuftandes durchlaufen find, würde 


. der Begriff des von einander abhängigen Wachfens ein 


bald abzuferfigender und fehr unfruchtbarer: fein. Der 
Unterfchied der fletigen und discreten Größen beruht ein- 
zig auf der verfchiedenen Art ihres Wachfend. Wenn eine 
ftetige Größe, 3. B. eine Linie, um irgend ein wenn auch 
noch fo kleines Stück gewachſen ift, fo find nah dem 
Vebergang von einem Größenzuftand zu einem andern un- 
endlich viele Zwifchenftufen des Größenzuftandes der Linie 


factifceh durchlaufen worden; wenn aber eine Zahl wachfend. 


gedacht wird, und fie auch um noch fo Feine Theile der 
Einheit fucceffive wählt, fo find doch bei dem Uebergang 
von einem Größenzuftand zu einem andern alle möglichen 
Zwifchenftufen diefer Größenzuftäande nothwendig überfprun. 
gen worden. Dad Wachſen der Zahlen ift immer ein fuc- 
ceffived Zufegen von Einheiten irgend einer Art, die in 
dieſer Hinficht als letzte Theile, gewiflermaßen ald Atome 
erfcheinen, und der Act des Zählens kann als ein Denkact 
die Unendlichteit von möglichen Größenzuftänden nicht er 
fhöpfen und factifch durchlaufen, fondern nur poftuliren 


‘oder fupponiren. Das Wachen der ftefigen Größen ift ein 


Anfchauungsact, dad Wachfen der discreten ein Denkact. 


Das Erftere enthält eine reale und factifche Unendlichkeit, 
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das Zweite immer nur eine fupponirte. Wenn man dem- 
nach fagt, daß man fich eine in einer Function enthaltene 
Zahl ftetig wachfend denken fol, fo ift damit gemeint, daß 
man ſich vielmehr ein wachfendes Continuum denken fol, 
deffen fucceffiven Größenzuftände alle möglichen Zahlen» 
werthe durchlaufen, und bei deſſen Wachfen nicht blos alle 
zwifchen gewiffen Grenzen liegende ausfprechlichen oder ra- 
tionalen Zahlenwerthe, fondern auch alle unausfprechlichen 
oder irrationalen Zahlenwerthe wirklich Durdylaufen werben. 
So wie man für die vweränderliche Zahl als foldhe ein 
Wachſen eintreten läßt, hat man natürlich gerade das 
Gegentheit des fletigen Wachſens. 

Diefer Unterfchied einer realen Unendlichkeit in dem 


Stetigen, und einer unerreichbaren blos fupponirten Un» ° 
endlichkeit in dem Discreten ift für Inhalt und Methode: 


unferer Wiffenfchaft von großer Wichtigkeit. Es ift fchon 
aus den Elementen der Geometrie bekannt, daß Verhält 
nifje, welche durch Zahlen abfolut unerreichbar und unaus- 
fprehlih find, in dem Stetigen objectio realifirt find. 
Das Verhäaltniß 1: 2 ift, infofern es in Zahlen ausge 
fprochen, d. 5. überhaupt gedacht und vorgeſtellt werben 
fol, fich felbft widerforechend, und durch Feine noch fo weit 
getriebene Annäherung erreichbar. Nichtödeftomweniger ift 
diefed für das Denken unerreichbare und widerfprechende 
Srößenverhältniß für die Anfchauung, alfo 'auf dem Ge: 


biet des Stetigen, in völliger Abgefchloffenheit und Vollen— 


dung objectio vorhanden, indem 3. DB. in einem Quadrate 
die Seite deffelben zur Diagonale ſich verhält wie 1 zu 2. 


2 | 


Ohne Beziehung auf das Stefige hätten die irrationalen : 


Zahlen gar Feine objective. Wahrheit und Bedeutung. : 


Wenn man alfo fieht, daß die im Denken unfaßbaren Ver- ' 
hältnifje in der Anfchauung wirklich fein Pönnen, und 
wenn man überhaupt das, was “undenkbar ift, dad Un- 
mögliche nennen will, fo muß man fagen, daß in dem . 


Stetigen das Unmögliche wirklich ift. . 
Aehnliches wie bei diefen Verhältniffen bes Stetigen 


\ 
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zeigt fih auch bei dem Begriff des ſtetigen Wachſens. 
f Wir werden bald fehen, daß der wichtige Begriff Der ver- 
bältnigmäßigen Stärke ded Wachſens, infofern Diefelbe eine 
‘ veränbderfiche fein fol, in den wachfenden ftefigen Größen 
: feine einzige objective Wahrheit und Realität hats und 
"ohne diefe Unterlage der Anſchauung des Stetigen für 
wachfende discrete Größen bebeutungslos wäre. Die Diffe⸗ 
rential- und Integralrechnung bat ed mit diefen fpecififchen . 
JGeſetzen des Stetigen zu thun, und zwar indem fie lehrt, 
J wie die innere fließende Unendlichkeit des Stetigen dem 
Calcül zu unterwerfen und durch Zormeln zu bannen ift, 
welche in Betracht der fonft ganz- ungänglichen Natur des 
Stetigen als wahre Zauberformeln erfcheinen. Man wird 
hiernach fhon an diefer Stelle einfehben Eönnen, warum 
die Differential» und Integralrechnung, welche diefe reale 
Unendlichkeit des Stetigen in analytifche Formeln zu faflen 
unternimmt, auch Analyfis des Unendlichen beißt. 

Diefe Bemerkungen glaubten wir vorausfchiden zu 
müffen zur Rechtfertigung des Ganges, den man in der 
Entwidelung der Grundbegriffe diefer Wiffenfchaft bier ein- 
gefchlagen fieht, an welchem es fonft wohl auffallen dürfte, 
daß wir nicht von Functionen und von einem Wachfen der 

darin veränderlich gefeßten Zahl ausgehen, denn in dieſem 
Fall entzieht man den Grundvorftellungen der Differential- 

und Integralrehnung ihren eigentlihen Nerv, fondern 
überall von der Mfhauung und von dem Wachfen be 
flimmter continuirliher Größen, von welchem dann zu den 
Sunctionen zurüdgegangen wird. 


$. 13. 


2u Xonchmen Bei zweien von einander abhängigen veränberlichen 


jenen, „ter Größen wird in allen Fällen mit einer Veränderung ber 
wadlens. Einen eine Veränderung der Andern verbunden fein. Diefe 
zufammengehörigen Veränderungen zweier Größen fünnen 


nun im Allgemeinen nur darin beftehen, daß entweder mit 
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dem Wachſen der Einen au ein Wachfen der Undern, 
oder mit dem Wachfen der Einen ein Abnehmen der An- 
dern, oder endlich mit dem Wachfen der Einen abwechfelnd 
bald ein Yachten bald ein Abnehmen der ‚Andern verbun- 
den iſt. Wird 3. B. in der Parabel (Fig. 2) die Are.be 
zur Abfeifjenlinie genommen, fo ift mit dem Wachfen der 
Abſciſſe ein ohne Ende fortgehendes Wachfen der Drbinate 
verbunden; wird aber in dem Kreife (ig. 1) der Radius 
eh als Abſciſſe genommen ‚und deren Anfangspunft in den 
Mittelpunkt. e des Kreifes verlegt, fo ift mit dem Wadh- 


ſen der Abfeiffe ein fortwährended Abnehmen der Ordinate 


verbunden; und wird endlich der Durchmeffer bh des Krei- 


ſes zur Abfciffe genommen, und ihr Anfangspunft in den - | 


Punkt b der Peripherie verlegt, fo ift anfangs mit dem 
Wachſen der Abfeiffe bis zur Mitte des Kreifes ein Wach⸗ 


fen der Ordinate, und dann mit dem weiteren Wachen 


der Abſciſſe ein Abnehmen der Ordinate verbunden. Wenn 
nun gleich bei zwei veränderlichen Größen mit einer Zu- 
nahme der Einen im Allgemeinen eben fowohl eine Zu» 
nahme als eine Abnahme der Andern verbunden fein kann, 
fo ift es doch geftattet, zwei zufammengehörige Veraͤnde⸗ 
rungen berfelben immer ald zwei Zunahmen zu bezeichnen, 
indem die Abnahme als megative Zunahme gedacht, und 
unter den allgemeinen Begriff der Zunahme fubfumirt wer- 
den kann. In diefem Sinne ift ed alfo zu nehmen, wenn 
in dem Folgenden auch bei- ganz allgemeinen Betrachtungen 
über die Natur und die Gefehe des gemeinfchaftlichen 
Wachſens der Kürze wegen immer nur von zufammenge- 
börigen Zunahmen der veränderlichen Größen die Rebe ift. 


$. 14. 


In Betreff der Art und Weife des gemeinfchaftlichen Steihmähg und 
wacfen e Sc. 


Wachſens der von einander abhängigen Größen finden wir 

nun einen zwar fehr einfachen aber für das Folgende höchſt 

wichtigen Unterfchied, der zuerft hervorgehoben werden muß. 
3 


Snell I. 


U 
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Dad Wachſfen der von einander abhängigen Größen kann 
im Allgemeinen nur von doppelter Urt fein, nämlich ent- 
weder fo, daß mit gleihen Zunahmen der einen Größe 
immer auch gleiche Zunahmen der andern verbunden find, 
oder fo, daß mit gleichen Zunahmen der einen- Größe im⸗ 
mer und durchaus ungleiche Zunahmen der andern verbun- 
den find. Im erften Fall wollen wir die Größen gleich⸗ 
mäßig wachfende, und im zweiten ungleichmäßig wachſende 
nennen. Wenn die Linie ae (ig. 3) die Abſciſſe, und 
die Senkrechten auf derfelben bie Drbinaten einer geraden 
Linie ak find, fo find bekanntlich mit den gleichen .Zuhab- 
men be, cd, de der Abſtiſſe gleiche Zunahmen gm, ha, ko 
der Ordinate verbunden, und Abfcifie und Ordinate der 
geraden Kinie zwei gleichmäßig wachſende Größen. Ebenſo 
werden bie Abſeiſſe ae und bie durch ihre Parallelordina- 
ten vorgezerchnete gerade Linie ak zwei gleichmäßig wach⸗ 
fende Größen fein. Denkt man fi in einem Parallelo- 
gramm (Fig. 4) die eine Seite ab wachfend durch lauter 
gleiche Zunahmen be, cd, de, die Rachbarfeite des Pavalle⸗ 
logramms.af aber unveränberlich, fo find mit gleichen Zu⸗ 
nahmen der veränderlichen Seite des Parallelogramme auch 
gleiche Zunahmen der Fläche deſſelben verbunden, alſo 
Seite und Fläche bier gleichmäßig wachfende Größen. 
Dder wenn man auf der Peripherie eined Kreifes (Big. 9) 
gleiche Fortſchritte ab, hc, cd nimmt, fo find auch die 
Richtungsunterfchiede der durch die Punkte a, b, c, d ge 
benden Zangenten glei, und mithin find auch mit glei- 
hen Zunahmen der Länge der Kreidlinie gleiche Zunahmen 
ber Drehung ihrer Tangenten aus einer gewiflen Anfange- 
richtung ae verbunden, und alfo find bier Länge und 
Drehung aus einer Anfangsrichtung gleichmäßig wachfende 
Größen. Ebenfo bieten Zeit und Raum bei gleichbleiben- 
der Geſchwindigkeit ein Belfpiel von gleichmäßig wachen: 
den Größen dar, da mit gleichen Zunahmen ber Zeitdauer 
ber Bewegung auch gleiche Zunahmen bed burchlaufenen 
Raumes verbunden find. 
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- Ein ſehr einfaches und vecht anſchauliches Beifpiel von 
ungleichmäßig wachſenden Größen bieten die Geordinaten 
einer krummen Linie ak (Fig. 6) dar, indem bier mit 
gleihen Zunahmen bo, cd, de ber Abſciſſe immer un» 
gleiche Zunabmen gm, kn, ko der Ordinate verbunken 
find. Da die Coordinaten einer geraden Linie nicht blos 
gleichmäßig wachſende Größen find, fondern auch umge: 
kehrt, fobalb die Coordinaten gleichmäßig wachſend find, 
der Durch dieſelben vorgefchriebene Zug in der Ebene im⸗ 
mer eine gerade Linie ift, fo folgt, daß die Koordinaten 
jeber denkbaren krummen Linie ungleihmäßig wachiende 
Größen find. Es ift nöthig, den Begriff bes. ungleichmä- 
Bigen Wachſens in aller Strenge zu nehmen, nämlich fo, 
daß mit allen auch beliebig Fleinen gleichen Zunahmen der 
einen Größe immer und durdaus ungleiche Zunahmen der 
andern Größe verbunden find, fo daß die Größen auch 
nicht innerhalb der Fleinften denkbaren Strede gleichmäßig 
wachſend find. DaB es fih mit den Coordinaten einer 
krummen Linie fo verhätt, iſt leicht einzufchen. Man denke 
fih das Stück be (Big. 6) der Abſtiſſe in cine beliebig 
große Anzahl gleicher Theile getheilt, die man als. die glei» 
chen Zunahmen der Abſtciſſe betrachtet. Daß mit diefen 
gleichen Zunahmen der Abfeiffe Tauter ungleiche Zunahmen . 
der Drbinate verbunden find, folgt nothwendig, weil fonft 
die innerhalb einer beliebig Meinen Strecke flättfindenbe 
Steichheit der Zunahmen der Ordinaten darauf führen 
würde, daß der innerhalb Diefer Heinen Strecke durch bie 
Goordinaten vorgezeichnete Zug eine Heine gerade Linie, 
und mithin die ganze Linie aus Heinen Graben zuſammen⸗ 
gefeßt wäre, welches Der Vorausſetzung, baß fie überhaupt 
eine krumme ift, widerfireitet. Auf dieſe Weiſe find die 
ungleichmäßig wachfenden Größen überall von dem gleich- 
mäßig wachfenden abfolut gefchieden, und Tünnen nicht als 
eine äußerliche Zufammenfegung von gleichmäßig wachſen⸗ 
ben angefehen werden. DaB aud die Abſciſſe ber krum⸗ 
men Linie und die krumme Linie felbft ein Beiſpiel von 

— 3 * 
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ungleichmäßig wachfenden Größen barbieten, ift leicht dar- 
aus zu entnehmen, Daß, wie oben bemerkt, jede Durch Par- 
allelcoordineten vorgeſchriebene nie ihrer Abſtciſſe gleich⸗ 
mäßig machſende Linie nothwendig eine Gerade iſt. 


$. 15. 


u Gonftanter Difie- Wenn nun gleich die. ungleihmäßig wachfenden Grö» 

BE, gen nicht ald eine äußerliche Zufammenfegung der gleich- 

mäßig wachfenden begriffen werden; und die Letzteren nie: 

mals ald Beſtandtheile der Erfteren erfcheinen können, fo 

find doch die Befege des Wachſens der gleichmäßig wach⸗ 

fenden Größen als Erfenntnißgründe in denen der ungleich 

mäßig wachſenden enthalten, und jede Einficht in die Art 

‚ des Wachſens der Lebteren iſt baftrt auf die Beſtimmun⸗ 

gen ded Wachfend der Erfteren, Die gleichmäßig wachfen- 

ben find daher zuerfl einer Betrachtung zu unterwerfen, 

indem nachzumweifen ift, wie man fich einen Begriff von 

‚der beftimmten Stärke ihres Wachſens zu bilden bat, und 

wie man diefelbe in einen für die Zwecke des Rechnens 
bequemen YAusdrud fallen kann. . 

Aus der für gleichmäßig wachfende Größen gegebenen 

Definition folgt unmittelbar, daß die Zahlenwerthe zweier 

zufammengeböriger Zunahmen folcher Größen immer daf- 

felbe Verhaͤltniß unter einander haben, wie groß und wie 

Fein auch die Zunahme ber willfürlich veränderlichen 

Größe angenommen wird; denn man. fanın jede zwei zu- 

fimmengehörige befichige Zunahmen betrachten als Gleich⸗ 

vielfache oder als gleichvielte Theile zweier anfangs geſetzten 

zufammengehörigen Zunahmen, und fie werden daher auch 

fih unter einander ebenfo verhalten, wie die anfangs geſetz⸗ 

ten Zunahmen. Dividirt man demnach den Zahlenwertd 

einer Zunahme der einen Größe Durch den Zahlenwerth ber 

zugehörigen Zunahme der andern, fo wird man eine con» 

ftante Zahl ald Quotient erhalten, welches auch dieſe zu- 

fammengehörigen Zunahmen fein. Bezeichnen wir den 
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Zahlenwerth der willkürlich veränderlichen Größe durch x, 
den der abhängig veränderlichen Durch y, und eine belie 
bige Zunahme der Zahl x, da fie den Unterfihieb eines 
nachfolgenden Größenzuftandes von dem vorhergehenden, 
alfo eine Differenz, angibt, durch Ax, und die zugehörige 
Zunahme der Zahl y buch Ay, fo. wird bei. jeden zwei 
beflimmten gleichmäßig wachfenden Grögen ZI — a fein. 


Durch die Gleichung — —a ober durch die Beftändig: 


keit des Differenzquotienten zweier veränderlichen Größen 
ift alfo die Weife des gleichmäßigen Wachſens⸗ allgemein 
bezeichnet. 


Es if rachlich, ſich den Sinn dieſes allgemeinen 
Differenzquotienten noch durch einige Beiſpiele zu erläu— 
tern. Iſt z. B. eine gleihförmige Gefchwindigfeit fo groß, 
DaB in Einer Secunde 20 Fuß zurüdgelegt werden, fo ift, 
die Zeit in Serunden und den Raum in Zußen ausge 
drückt, mit einer Zunahme des Bahlenwerthes ber Zeit = 1 
eing Zunahme ded Zahlenwerthes ded Raumes — 20 ver: 
bunden, der Duotient diefer Zunahmen alfo gleich 20. 
Für eine andere Zunahme der Zeit 3. B. + Secunde, wächſt 
der Raum um 4 Fuß, und der Quotient beider iſt wieder 
20 ıc. Wenn s den Zahlenwerth des bei folcher Bewegung 
zurüdgelegten Raumes in Fußen, und t den Zahlenwerth 
. der dazu gebrauchten Zeit in Secunden ausdrüdt, fo 
= 20 fein. Eine 
Gleichung der Ar Er ift alfo Ausdrud einer gleich: 
förmigen Befämindigteit "und muß bei Vorausfegung der 
eben gebrauchten Maßeinheiten von Raum und Zeit fo aus⸗ 
gefprochen werben: Die Gefchwinbigkeit ift fo groß, Daß 
in Einer Secunde a Fuß zurüdgelegt werden. Oder man 
betrachte ein Parallelogramm mit einer veränderlichen und 


würde alfo in. dieſem Do allgemein 


einer conftanten Seite, wobei, wie oben fehon angegeben, 


— 
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die veraͤnderliche Seite und der Flaͤcheninhalt gleichmäßig 
wachfende Größen find. If 3. B. in dem Parallelogramm 
Fig. 4 die umveränderliche Seite af—= 3 Fuß, fo wird, 
wenn bie veränderlidhe Seite um be 1 Fuß wähft, die 
Fläche um 3 Duadratfuß wachfen, und überhaupt der 
Zablenwerth einer beliebigen Zunahme der Fläche in Oua⸗ 
dratfußen dreimal fo groß fein ald der Zahlenwerth der zu: 
gehörigen Zunahme der Seite in Langenfußen. Heißt die 
Anzahl Fuße der veränderlichen Seite x, und die Anzahl 
der Duadratfuße ber Fläche des Parallelogranımd F, fo 
wird alfo in diefem Falle allgemein TE — 3 fein. Unter 
derfelben Vorausfegung in Bezug auf die zu Grunde ge- 
legte Zängeneinheit und die Bedeutung der Buchflaben F 


und x, würde der Ausdruck = — 3 ein Parallelogramm 


bezeichnen, in welchem der Flächeninhalt um a Quadrat: 
fuße wächft, wenn die veränderliche Seite um 1 Fuß wacht. 
In der allgemeinen für alle gleichmäßig wachfende 


Größen geltenden Gleichung, SL —za, in welder x bie 


willfürlich veränderliche Zahl bezeichnen fol, kann Die 
Zahl Ax, da fie willkürlich ift, auch.den Zahlenwertb 1 


annehmen. Unter diefer Vorausfegung wird = oder 


Iy=3, und bie Zahl a, ald der Werth des Differenz- 
quotienten, ift alddann dem Zahlenwerth der Zunahme der 
abhängig veränderlichen Größe felbft gleih. Man kann da⸗ 
ber bei jeden zwei beftimmten gleichmäßig wachfenden ſte⸗ 
tigen Größen den Sinn des conftanten Differenzquotienten 
; auf eine anfchaufiche Weife fo ausſprechen: Der Diffe- 
renzquotient gibt allgemein an, um wie viel 
Einheiten ihrer Art-die abhängig veränderliche 
Größe wächſt, wenn die willkürlich veraͤnder⸗ 
liche um die Zahl 1 wächſt. 

Dieſe über den Sinn des Pifferenzquotienten "gleich: 
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mäßig wachſender Größen bier gegebenen Erläuterungen 
find fo einfah, dag man fich faſt verfucht fühlen koͤnnte, 


ben Leſer wegen ihrer Einfhaltung um Verzeihung zu bit 
ten, wenn ed nicht gewiß wäre, daß ein nicht unbeträdht- 
licher Zheil der Schwierigkeiten und Dunfelbeiten, welche 


Anfänger oft in ber Differential» und SIntegralrechnung 
finden, einzig und allein dadurch entftcht, daß man es 
verfaumt bat, den Werth des Duotienten zufammengehö: 
riger Zunahmen ausdrücklich in Worte zu überfegen, und 
demſelben anfchauliche Vorſtellungen unterzulegen. 


$. 16. 


Es ift ſchon oben ($. 13.) angemerkt worden, daß bei 
den in Abhängigfeit von einander wachfenden Srößen ſo⸗ 
wohl mit dem Wachſen der Einen ein Wachſen der An⸗ 
dern, als auch mit dem Wachſen der Einen ein Abnehmen 
der Andern verbunden ſein kann. Die Coordinaten der ge⸗ 
raden Linie fe (Fig. 7) geben ein Beiſpiel von gleichmäßig 
wachfenden Größen der letzteren Art. Denn denkt man 


Negative Diſſe⸗ 
tenzquotienten. 


bie Abſciſſe ae vom Punkt a nach dem Punkt e Hin wach - 


fend, fo find mit gleichen Bunahmen ab, bc, cd ber Ab⸗ 
feiffe gleiche Abnahmen Ig, kh, mi. der Ordinate verbun: 
den. Die zufammengehörigen Veränderungen ber Srößen- 
zuflände zweier veränderlichen Größen x und y haben wir 
durch Ax und Ay bezeichnet. Gin folches Zeichen bedeu⸗ 
tet an ſich nur Die Differenz oder den Unterfchieb zweier 
Größenwerthe. In dem Begriff des Unterſchiedes liegt es 
aber nicht, welchen von zwei Werthen man von dem an- 
dern abgezogen denken fol. Bei wachfenden Größen ins⸗ 


befondere wird ber Unterſchied zweier Größenzuftände ers 


- balten, fowohl wenn man den vorhergehenden von dem 
nachfolgenden abziebt, ald auch wenn man umgekehrt ver- 


fährt. Es iſt nöthig, den Zeichen /x und Ay in diefer 
Hinſicht immer diefelbe Bedeutung unterzulegen. Man 


nimmt allgemein an, daß ./x und Iy immer die Unter 
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ſchiede bezeichnen, welche herauskommen, wenn man ben 
vorhergehenden Größenzuftand von dem nachfolgenden ab» 
zieht, voraudgefeht, daß die willkürlich Weränderliche ‘im 
“ wirklich wachfenden Vorfchreiten begriffen ifl. Wird x als 
die willkürlich Veränderliche wirklich wachſend gedacht, fo 
ift der vorhergehende Zahlenwerth derfelben kleiner als der 
folgende, ımd der Zahlenwertb von /x dann immer pofis 
tiv. Iſt nun mit dem Wachſen der willfürlih Veränder⸗ 
lihen x auch ein Wachſen der abhängig Weränderlichen 
y verbunden, fo wird der nachfolgende Zahlenwerth von y 
größer fein ald ber vorhergehende, und mithin der Zahlen» 
werth von Iy auch pofitio fein. Im diefem Zalle ift alfo 


der Zahlenwerth des Quotienten SI pofitiv. Iſt aber 


mit dem Wachſen von x ein Abnehmen von y verbunden, 
ſo ift der vorhergehende Zahlenwerth von y größer als ber 
nachfolgende und folglich I y eine negative Zahl. Mithin 
ift in diefem Yale der Zahlenwerth des Quotienten a 
“ negativ. Bei warhfender willlürlich Weränderlichen den⸗ 
tet alfo ein pofitiver Differenzquotient auf ein Wachſen der 
abhängig Weränderlichen, und ein negativer auf ein Ab⸗ 
nehmen bderfelben. 

Es könnte freilich Iemand auch die Abnahme, welche 
y mit wachfendem x erfährt, pofitiv anfeben, denn eine 
Abnahme hat an fi} nafürlich ebenfo wenig mit negativen 
Zahlen etwas zu fchaffen, ald eine Zunahme mit pofitiven, 
und der Ausbrud für die Veränderung von y, nämlich 
Ay, wird bei einer Abnahme eine negative Zahl und bei 
einer Zunahme eine pofttive einzig und allein dadurch, daß 
ih ihn duch die vorher angegebene Abziehung gebilbet 
vente Wollte man das /y durch die umgelchrte Ab⸗ 
ziehung entflanden denken, ober was daſſelbe ift, bie Ab⸗ 
nahme pofitiv feßen, fo würde die eben aufgeftellte Hegel, 
nach, welcher aus dem Vorzeichen des Differenzquotienten 
dad Wachſen und Abnchmen beurtheilt wird, ungültig 








Vorbegriffe der Differential- und Integralrechnung· 41 


werden; aber die Unveränderlichkeit der Bedeutung ſolcher 
allgemeinen Zeichen, wie bier der Zeichen 4x und /y in 
Bezug auf ihre Entſtehung durch Abziehen eines vorher: 
gehenden Größenzuftandes von dem nachfolgenden, ift für 
die Analyfis von Wichtigkeit, umd bildet einen Hauptvor⸗ 
zug der allgemeinen analpkifchen Zeichenfprache, indem es 
dadurch möglid gemacht wird, die Unterfuhungen allge 
mein zu führen, unbefümmert um die befonderen Fälle, 
und doch aus dem Reſultat die Befonderheit des Falles 
beraudzulefen, und Formeln zu erkalten, welche ſich durch 
die Wandelung ihrer Werthe den möglichen Befonderhei- 
ten von felbft anſchmiegen. 

Die Coordinaten der geraden Linie fe (Fig. 7) bieten 
wie vorher benierft, ein Beifpiel von gleichmäßig wachfen- 
den Größen, bei welchen mit dem Wachfen der Abfciffe x 
ein Abnehmen der Ordinate y verbunden iſt. Iſt nun gl 
dreimal fo Flein ald Ih oder ab, fo ift überhaupt der ne 
gative Zahlenwerth eines beliebigen ./y dreimal fo Hein 
als der pofifive des zugehörigen Ax, und mithin allge: 
mein Er — — — Hierdurch iſt die Weiſe des Wach— 
ſens dieſer Linien vollkommen bezeichnet; wäre eine Glei⸗ 
chung. der Art gegeben, fo wäre fie nach Anleitung bes 
vorhergehenden Paragraphen fo auszufprehen: Wenn ber 
Zablenwerth der Abfeifje um die Einheit wachſt, fo nimmt 
der der Drbinate um + ab. Ein anderes einfaches Bei- 
fpiel von gleichmäßig wachfenden Größen Diefer Art bietet 
die Bewegung eines ſenkrecht in die Höhe geworfenen 
Körperd. Wird bei diefer Bewegung von zufälligen äuße⸗ 
ren Hindernifien und von den unbedeutenden Veränderun- 
gen der Anziehungskraft abgefehen, fo find Die Geſchwin⸗ 
digkeit und bie Zeit gleichmäßig wachfende Größen. weil 
mit gleichen Zunahmen der. Zeit gleiche Abnahmen der Ge⸗ 
fihwindigfeit verbunden find. Eine beflimmte Größe der 
Geſchwindigkeit wird Turzweg bezeichnet Durch Den Raum, 
der vermöge diefer Geſchwindigkeit in der Zeiteinheit zurück⸗ 
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gelegt wird. Die Geſchwindigkeit eines fenkrecht in bie 
Höhe gewworfenen Körpers verändert ſich bekanntlich fo, 
daß der Raum, welcher die Geſchwindigkeit für die Ges 
eunde als Zeiteinheit angibt, um 30 Fuß Eleiner wird, fo 
oft die Zeit um 1 Secunde wächſt. Bedeutet alfo c bie 
veränderliche Sefhwindigkeit, fo ift „Ic eine negative Zahl; 
und wenn t bie Zeit bedeutet, nach Serunden ‚gezählt, ſo 
iſt hier allgemein FL — — 30, und das Gefeg des gleich 
mäßigen Wachſens von Zeit und Gefchwindigfeit durch dieſe 
Gleichung, deren Ueberſetzung in Worte im Vorhergehen⸗ 
den fchon enthalten ift, vollkommen ausgeſprochen. 


g. 17. 


Berbättntgmäbige Der Differenzquotient zweier gleichmäßig wachſenden 
rend. Größen liefert eine quantitative Beflimmung über Das 
Wachſen berfelben, und biefe ift es, welche wir die Stärke 

des Wachſens nennen wollen. Wenn man von ber Stärke 
des Wachſens der Größen ſpricht, fo kann man bies in 
zwiefachein Sinne nehmen. Man Tann entweder einer ein- 
zelnen wachſend gedachten Größe für ſich allein eine Stärke 

des Wachſens beilegen, oder die Stärke des Wachſens als 
einen bloßen Verhaͤltnißbegriff betrachten, unb nur. an ein 
verhaͤltnißmaͤßiges Wachfen dabei denken, ohne dieſem Be⸗ 
griff eine Anwendbarkeit auf eine einzelne Groͤße für ſich 

zu geſtatten. Indem man ben Wachſen Einer veränder- 
lichen Größe, ſei es der veränderlichen Zahl in einer Fun⸗ 
etion ober des Zahlenwerthes der Function ſelbſt, eine 
Staͤrke oder einen gewiſſen Grad, gleichſam eine Geſchwin⸗ 
digkeit des Wachsſsthums beilegt, fo denkt man ſich die ver⸗ 
aͤnderliche Zahl immer unter dem Bilde einer wachſenden 
Linie, bei welcher der die Linie befchreibende Punkt mit 
einer beflimmten Geſchwindigkeit forträdt. Es fallt mit: 
bin ‘die Stärke des Wachſens für Eine Größe allein ge- 
dacht nothwendig mit dem Begriff der Geſchwindigkeit zu- 


u nn 
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fammen, und die verhälmigmäßige Stärke des Wachfens 
sweier von einander abhängigen veränderlihen Größen 
wird eine Vergleihung von Gefchwindigkeiten des Bach: 
ſens. Newton ging, weil er den einzeinen Größen für ſich 
eine Stärke des Wachſens beizulegen für rathſam hielt, 
bei der Darftelung unferer Wiffenfhaft von dem Begriff 
der Geſchwindigkeit aus. Indeſſen kommt ed bei veränber- 
lichen von einander abhängigen Größen natürlich niemals 


-. —n 
⁊ 


auf die für Eine derſelben ſupponirte Geſchwindigkeit ihres | 


Wachſens an, fondern immer mur auf das verhäftnißmä- ' 


Bige Wachſen derfelben. Und obgleich die Worftellung be 
ſtimmter Gefpwindigkeiten, mit denen dad Wachfen der 
Größen fi) vollzieht, etwas fehr Anfchauliches hat, und 
in&befondere der. dabei fo wefentliche Begriff der Stetig- 
keit des Wachſens unverlierbar firirt wird, fo zeigt ſich 
doc) die fortmährende Unterlegung von beftimmten Ge: 
ſchwindigkeiten bei weiterem Fortgange der Entwidelung 
ber Leichtigkeit der Yuffaffung eher hinderlich als förder⸗ 


ich. Wir wollen daher überall nur an ein verhäftniße ' 
mäßiges Warhfen und an das Verhältniß zufammengehö- . 


riger Zunahmen denken, wenn von: einer Stärke des Wach⸗ 
fens die Rede iſt. Diefe Stärke des Wachſens als bloßer | 
Verhaͤltnißbegriff wird dann, jenachdem man diefen Be: 
griff auf Eine wächfende Größe angewandt denken wil 
ober nicht, nad) Belieben entweber eine verhältnißmäßige 


Stärke des Wachſens oder eine Stärke des verhältnigmä- ; 


Figen Wachſens heißen können. 

Da man num von diefer verhältnißmäßigen Stärke bes 
Wachſens fich natürlich nur dadurch einen Begriff ver: 
fchaffen Tann, daß man zufammengehörige Zunahmen bei 
der Größen vergleicht, und zuficht, wie vielmal die eine fo 
groß ift als die andere, und da ferner Diefe Vergleichung 


bierzu nur tauglich fein kann, wenn bad Werhältniß ber. 


Zunahmen von dee zufälligen Größe derſelben unabhän- 


gig iſt, und der Differenzquotient bei allen beliebigen zu⸗ 


fanmengehörigen Zunabmen confkant ift, fo fieht man, da 


de 


r 
Ba 
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dies bei gleichmäßig wachfenden Größen ber Fall ifl, daß 
man bei denfelben Durch den conftanten Differenzquotien- 
ten unmittelbar eine Vorftelung und ein Maß. der con⸗ 
ftanten verhältnigmäßigen Stärke ihres Wachſens hat. Weil 
die Bedingung, daß das Verhältnif der Zunahmen von der 
Größe derfelben unabhängig tft, nur bei gleichmäßig wach⸗ 
fenden Größen erfüllt ift, bei ungleihmäßig wachſenden 
aber, wie leicht zu denken, dad Gegentheil fattfindet, fo 
ift einleuchtend, daß überhaupt nur gleichmäßig wachfende 
Größen mit conftanter Stärke ihres Wachfend unmittelbar 
eine Vorſtellung von der Stärke des Wachſens liefern kön⸗ 
nen, und daß man bei ungleichmäßig wachſenden Größen 
mit veränderlicher Stärke des Wachſens von der in einzel: 
nen Momenten vorhandenen Stärke des Wachſens nur da- 
Durch wird eine Vorftelung erhalten Fonnen, daß man fie 
auf gleichmäßig wachfende zurüdführt, oder daß die mo⸗ 


‘  wmentane Stärke des Wachſens als identifch erfannt wird 


Aüg. Function 


ns 


mit der conflanten Stärke des Wachſens zweier gleichmäßig 
wachfenden Größen. 


$. 18. 


Es ift ſchon oben ald der Zweck der Analyfe des von 
einander abhängigen Wachſens Bingeftelt worden, nicht 
blo8 die Stärke des Wachſens ber veränderlichen Größen 
zu beflimmen, fondern auch die durch gemeinfchaftfiches 
Wachen erreihten zufammengebörigen Werthe derfelben 
als Reſultate aus der. Stärke des Wachſens hervorgehen 
zu laflen, was fo viel heißt ald aus dem die Stärke des 
Wachſens zweier Größen angebenden Ausdruck diejenige 
Function der willkürlich Veränderlichen zu finden, welche 
den Werth der abhängig Weränderlichen ausdrüdt. Dies 


ſes zweite Geſchaͤft für gleichmäßig wachfende.Größen aus- 


zuführen, ift fehr leicht und einfach, und es fragt fi) alfo 
Dabei, durch welche Function der willlürlich Veränderlichen 
wird der Zahlenwerth einer mit ihr gleihmäßig wachien- 


N 
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den abhängig Veränderlichen ausgebrüdt. Nennen wir den 
Zahlenwerth der wilfkürlich Veraͤnderlichen x, und ſtellen 
wir die unbefannte Function von x,. deren Zahlenwerth 
die abhängig Weränderliche ift, burch den Buchſtaben y 


vor, fo gilt bei gleichmäßig Wachfenden die Gleichung 


— a, ober jede Zunahme des Zahlenwerthed der un⸗ 


befannten Function ift a mal fo groß als die zugehörige 
Zunahme der Zahl x. Segen wir nun voraus, Daß die 
Anfangspunkte der gleichmäßig wachfenden Größen zufam: 


menfallen, ober daß für den Nullzuſtand der einen Größe 


auch die andere in den Rullzuſtaänd übergeht, fo werden 
die ganzen durch allmaͤliges Wachſen erreichten zufammen- 
gehörigen Werthe der beiden Größen ſich ohne Weiteres 
gerade fo verhalten. wie jede zwei beltebige zufammengehö- 
rige Zunahmen derfelben, weil diefe ganzen Werthe nun 
betrachtet werden können als zwei vom gemeinfchaftlichen 


‘ 


Nullzuſtand aus genommene zufammengebörige Zunahmen. . 


Der Zahlenwerfh der gefuchten Function wird alfo bei Der 
bier gemachten Vorausfegung immer a mal fo groß fein 
ald der Zahlenwerth von x, und mithin tft ax Die ge- 
fuchte Function. Aus bi für die Stärke des Wachfens 
geltenden Steigung I a folgt alfo für die Abhan- 


gigleit der Größen us bie Gleichung y=ax. 


Wenn wir z. B. bei den Coordinaten der geraden . 


Linie ak (Fig. 3) den Anfangspunkt der Abfciffe in den. 


Punkt a fegen, fo wird für eine Abfeiffe gleich Null auch 
die Ordinate Null, und diefe Coordinaten find alſo gleich: 
mäßig wachfende Größen, die zugleich, in den Nullzuſtand 
übergehen. Wäre nun eine beliebige Zunahme gm ber 
Drdinate 4 mal fo groß ald die zugehörige Zunahme bc 
der Abſciſſe, fo würde, Die Abſciſſe x und die Ordinate y 


+ Ausdrud für die ver- 
haͤltnißmäßige Stärke des Wachſens diefer Linien fein, und 


genannt, die Gleichung — — 


« 


Beltimmung ber 
Gonftanten. 
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daraus folgen, daB allgemein die Ordinate I5 ſei. 
Ebenſo werben bie veränderliche Seite ae des Parallelo⸗ 
gramms (Fig. 4) und ber Flächeninhalt beffelben gleich- 
mäßig wachſende Größen fein, die zugleich in den Nullzu⸗ 
ftand übergehen. Sei x die Länge der veränderlichen Seite 
in Zußen, und F der zugehörige Flächeninhalt ded Paral⸗ 
lefogramms in Quadratfußen, fo wird, wenn die unver- 
änderliche Seite af 3. B. 3 Fuß enthält, die Gleichung 


ftatthaben 3 Waͤre nun die in dieſer Gleichung 


ausgedrückte verhältnigmäßige Stärke des Wachſens ber 
Fläche und ber Seite des Pasallelogramms urſprünglich 
gegeben geweien, fo würde man daraus die Fläche als 
Function des veränderlichen Zahlenwerthes ber Geite er: 
halten, indem man daraus bie Gleichung F==3x ableitete. 


g. 19. 


Es iſt bei dem eben angezeigten Verfahren, aus ber 
verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens Die Abhängigkeit 
der durch Wachſen erreichten Werthe zu finden, von ben 
gleichmäßig wachfenden Größen vorausgefeht worden, daß 
fie zugleich anfangen zu wachfen, ober daß fie zugleich in 


den Nulzuftand übergehen. Dies ift für die Eigenfchaft 


. 
— 


des gleichmaͤßigen Wachſens an ſich nicht noͤthig; denn 
gleichmaͤßig wachſend find die veränderlichen Größen nicht 
dadurch, daß fie ſelbſt ein unveränberliches Verhältniß ha⸗ 
ben, ſondern daß zuſammengehörige Zunahmen ein ſolches 
haben, oder daß mit beliebigen gleichen Zunahmen der 
Einen immer gleiche Zunahmen der Andern verbunden ſind, 
und dabei kann ſehr wohl für den Nullzuſtand der Einen 
die Andere noch einen beſtimmten Werth haben. Setzen 
wir z. B. bei den Coordinaten der geraden Linie ch (Fig. 8) 
den Anfangs» oder Nullpunkt der Abfciffe in den Punkt 
a, fo wird für die Abfeiffe gleich Nul die Ordinate noch 
die Länge ae haben, und nichtödefloweniger ein gleichmä⸗ 


.. 
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Biges Wachſen der Coordinaten ſtatthaben. Die werhält- 
nigmäßige Stärke des Wachſens diefer Coordinaten, welche 
durch den Duotienten — ausgedrüdt wird, und gleich 
a fein möge, bängt natürlich nur von der Neigung der 
Linie eh gegen die Linie ad ab, und ift von dem Werthe, 
den die Drbinate für den Nullzuſtand ber Abfciffe bat, 
ganz unabhangig. Zöge man die Länge ae von den Or⸗ 
dinaten ab durch eine mit ad parallel gehende Linie eo, 
fo würden die übrigbleibenden Theile der DOrdinaten und 
die Abſciſſe gleichmäßig wachfende Größen fein, die zugleich 
in den Nullzuftand übergehen, und folglich das über co 
liegende Stüd der Ordinate im Allgemeinen gleich ax fein. 
Die ganze Drdinate, welche y beißen mag, wird alfe gleich 
ax plus der conflanten Zugabe ae; heißt dieſe C,.fo gilt 
die Sleihung y=ax+C. Dan fieht Hierbei, daß aus 
der angenommenen Stärfe ded Wachſens, gleich a, nur 
derjenige Theil der abhängig veränderlichen Größe folgte, 
welcher durch gemeinfchaftlichee Wachen der beiden Grö⸗ 
Ben erzeugt war, nicht aber, wie auch natürlich, derjenige 
Theil derfelben, der vor dem Wachſen von x und unab- 
bängig von ber Stärke des Wachfens vorhanden war. 


Es ift einleuchtend, daß allgemein bei allen gleichmä⸗ 
Big wachfenben Größen die Bunction der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen x, welche den Zahlenwerth der abhängig Ver⸗ 
änderlichen ausdrückt, nur entweder von ber Korm ax oder 
von der Form ax P C fein kann, wobei C eine beliebige 
conftante Zahl bebeuten fol. Denn angenommen, bie 
Größen gehen nicht zugleich in den Nullzuftand über, fo 
muß doch derjenige heil der abhängig veränderlichen 
Größe, weicher durch das vom Nullzuftend ausgehende 
Wachſen des x erzeugt wird, ald mit x zugleich fi an- 
nullirend nothwendig Durch eine Kunction von der Form ax 
audgebrüdt fein; alles Mebrigbleibende kann nichts Anderes 
fein als der Werth, den die abhängig Weränderliche für 
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den Rullzuſtand des x noch bat, und dieſer iſt natürlich 
tonſtant. 

Daß dieſe Conſtante von der Stärke des Wachſens 
unabhangig iſt, ſieht man allgemein auch daraus, daß der 
Ausdruck für die Stärfe des Wachfens, nämlich der Diffe- 
renzquotient, ungeändert bleibt, mag die Function ax noch 
eine Conſtante bei fich haben oder nicht. Nehmen wir an, 


daß in der Function ax die Zahl x um die Zahl k zu- 


nimmt, fo verwandelt fich Die Function in a(x + k) oder 
ax+tak. Inden x um k gewacfen ift, hat die Zun- 
ction um ak zugenommen, alfo find ak und k zufammen: - 
gehörige Zunahmen von ax und x, und folglich ift der 





Differenzquotient diefer Größen, oder der Ausdrud — 
Mo Iſt aber die Function ax+C, fo ei, 


wenn x um k wädhft, die Function fih inax+k) + C 
oder in ax +Hak + C verwandeln. Die Function hat alfo 
wieder um ak zugenommen für eine Zunahme von x, bie 
gleich x if. Mithin ift auch bier der Differenzquotient 
von ax + C und x, oder der Ausdrud ur +9) 


a 


AR a Man fieht hieraus zuerſt, daß der Diffe- 


k 
renzquotient, ald der Ausdrud für die verhältnigmäfige 
Stärke des Wachfend gleichmäßig wachfender Größen, im- 
mer kurzweg gleich iſt dem Coefficienten, den. die in der 
Function enthaltene willfürlich Weränderliche bat. Da aber 
die Conftante der Function in dem Differenzquotienten ver⸗ 
fhwindet, und alfo in Bezug auf die Stärke des Wach⸗ 
ſens zufällig ift, fo Tann, wenn x eine willfürlich und y. 
eine abhängig Veränderliche —— und die Stärfe 


ihres Wachſens durch die Steigung FT — a gegeben ift, 
die Gleichung zwifchen den Beränderticen x und y im 


- Allgemeinen fein ſowohl y—=ax, als auch y=ax+C. 
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Ob in der Function dem Theile ax noch eine Conſtante 
zuzufeßen ift und welche, Tann demnach nicht aus der ger 
gebenen Stärke des Wachſens, fonbern nur dadurch ent: 
fhieden werden, daß man anderweit weiß, ob die abhan« 
gig Veraͤnderliche für den Nullzuſtand des x noch einen 
gewiffen Werth hat, und welchen. 

Es möge zur Erläuterung der Bedeutung der Con- 
flanten noch ein Beifpiel folgen. Wir fahen oben ($. 16), 
Daß bei einem fenfrecht in die Höhe geworfenen Körper 
die Gefchwindigkeit gleichmäßig mit der Zeit der Bewe⸗ 
gung abnimmt, und daß die Stärke des Wachſens biefer 


Größen gegeben ift durch bie Gleichung 97 = — 30, 


wobei die Zeit t in Secunden und die Gefchwindigfeit c in 
Fußen gegeben if. Jede Gefchwindigkeit bat eine Rich⸗ 
fung; und wenn man die nach einer Richtung bingewandte 
Geſchwindigkeit durch eine pofitive Zahl ausbrüdt, fo wird 
wie befannt ein für die Geſchwindigkeit erhaltener negati⸗ 
ver Zahlenwerth eine Geſchwindigkeit in entgegengefehter . 


Richtung bedeuten. Unſere Gleichung — —30 ift 


nach der Vorausfekung, baß die aufwärts gerichtete Ge 
fhwindigfeit pofitiv fei, gebildet. Wenn wir nun aus der 


Gleichung 7— = — 30 ableiteten co = — 30 ohne Con⸗ 


flante, fo hätten wir die Gefchwindigkeit allgemein für . 


jedes t oder jeden Zeitpunkt der Bewegung negativ, alfo 
abwärts gehend, und folglich ficherlich Fein allgemein rich: 
tiges Refultat; denn wenn der Körper wirklich in die Höhe 
geworfen wird mit einer gewiffen Anfangsgefchwindigkeit, 
fo muß zwar durch die fortwährende Abnahme der Ge- 
ſchwindigkeit nach einiger Zeit oder für gewifle Zahlen⸗ 
werthe von t die Gefchwindigkeit in eine nach entgegenge- 
fegter Richtung übergehen, Tann aber nicht durchaus ne 
gativ fein. Der Fehler liegt hier darin, dag Feine Rück⸗ 


fiht auf die Conſtante genommen worden if. Für den 
Snell lI. 4 
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Nullzuſtand der willkürlich Veraͤnderlichen t oder ber Zeit⸗ 
'dauer der Bewegung behält bier die Geſchwindigkeit ats 

die abhängig ‚Weränderliche „noch einen gewiflen Werth, 
nämlich bie urfprünglich mitgetheilte nach oben gerichtete 
Wurfgeſchwindigkeit. Diefe ift alfo die zufällige Conſtante C. 
Diefelbe zugefegt, wird die Gleichung c= — 30t +C die 
Geſchwindigkeit bald pofitiv, bald negativ geben, je nach: 
dem für beliebige Werthe von t die Zahl C größer iſt als 
30 t oder das Umgekehrte ftattfinde. Nehmen wir an, 
daß die anfänglich mitgetheilte nad) oben gerichtete Wurf⸗ 
gefchwindigkeit fo groß fe, Daß vermöge derfelben, ale 
gleichförmiger gedacht, in jeder Secunde 90 Fuß zurüdge 
legt würden, fo wird unfere Gleihung c = — 30t + 9. 
Berechnen wir nun die Gefchwindigkeiten, welche ber Kör⸗ 
per nach 1, 2, 3, 4 ıc. Secunden hat, indem wir die Zah⸗ 
im 1,2, 3, 4 ıc. flatt t in Die Gleichung feßen, fo er 
halten wir die Gefchwindigkeit nach 1 Seamde = + 60, 
nad 2 Secunden = + 30, nad) 3 Secunden =0, nad 
4 Seunden = — 30 ıc. War für den Anfangs« oder 
Nullpunkt der Zeitdauer der Bewegung Feine Gefchwindig- 
keit vorhanden, fo gibt die Sleihung ce = — 30t, welche 


nun aus der Gleichung En — — 50 folgt, freilich auch 


ein richtiges Refultat, aber nur, da die Bewegung jest 
blos eine fallende fein Tann, die nach t Gecunden vor: 
bandene Geſchwindigkeit des freifallenden Körpers fammt 
. der abwärts gehenden Richtung dieſer Geſchwindigkeit. 
Oder es fei, um noch ein Beifpiel zu geben, Die 
Summe zweier veränberlichen Größen x und y conftant 
und = S. Um fo viel bier die Eine wächft, muß die 
Andere abnehmen, und die zufammengehörigen Zunahmen 
werben gleich, aber von entgegengefegten Vorzeichen fein, 


. . und mithin wird die verhältnigmäßige Stärke ihres Wach⸗ 


fens in der Gleichung ZI — — 1 enthalten fein; was 
man auch daraus "entnehmen Eonnte, baf unter den Grö- 
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fen x und y bier die Gleichung — S8 — x gilt, und bei 
denſelben als gleichmäßig wachſenden der Differenzquotient 
allgemein dem Sonim von x, affo glich — 1 fein muß. 


Die Gleihung u — — 1 bgeichnet allgemein zwei 


Größen, deren Summe conſtant ift; bildet man aus der 
felben ohne Conſtante die Gleichung y — — x oder 
y+x=0, fo erhält man. nur den befonderen Fall, in 
welchem die Summe Null ift, ober in welcdhem:die Groͤ⸗ 
Ben glei) und entgegengefegt find. Da aber der Werth, 
in welchen y für ein annullirte8 x übergeht, immer die 
Summe S fein muß, fa wird dieſe als Son tante zuzu⸗ 


ſetzen ſein, und mithin aus der Gleichung Z I -—1ı 


die ursprüngliche Gleichung y=—x+S3 — folgen. 
Wenn die grade Linie ab (Fig. 9) unter einem Winkel 
von 45° gegen ihre Abfeiffe cd geneigt iſt, fo wird, die 
Abſciſſe von c nach d wachfend angenommen, die Ordinate 
um fo viel abnehmen als bie Abfciffe zunimmt, die Summe 


diefer Coordinaten alfo conftant, und I —= —1 fein. 


Die Conſtantenbeſtimmung hängt bier von dem willfürlich 
“ anzunehmenden Anfangspuntt der Abfciffe ab. Seht man 
den Punkt c als Anfangspunkt der Adfeiffe, und ac==3, 


fo würde aus der Gleichung I = —lfipny=—x+3. 
Sehte man den Anfangspunkt der Abfciffe in e, fo gehen - 


‚die Coordinaten zugleich in den Nullzuſtand über, und Aus 
der gegebenen Stärke des Wachſens folgt y — — x. 


$. 20. 


Dem Dbigen zu Folge handelt es fich bei der Unter eätuppetng: 
fuchung der von einander abhängigen veränberlichen Grö- ——— 
Ben um zwei Hauptpunkte, um die Beſtimmung ihrer ver⸗ enden 
hältnißmäßigen Stärke des Wachſens, und um die Auf: 

4* 


- 
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ſtellung ber das Geſetz ihrer Abhängigkeit angebenden 
Function, ſei es nun, daß aus der gegebenen Stärke des 
Wachſens die Function abgeleitet werden fol, welches der 
häufigere Fall ift, -oder daB aus der gegebenen Function 
die Stärke ihres Wachfens beftimmt werden fol. Dies 


Beides ift für gleichmäßig wachlende Größen vollfländig 


geleiftet, und damit die Betrachtung derfelben gefchloffen. 
Die Einfachheit der bier gewonnenen Begriffe und Lehr⸗ 
füge fchließt ihre Durchgreifende Wichtigkeit nicht aus. Denn 
obgleich die ungleichmäßig wachſenden Größen das eigent- 
Liche Object der Differential: und Integralrechnung bilden, 
fo Tann doch der Zundamentalbegrjff diefer Wilfenfchaft, der 
Begriff der verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens, nur 
aus der Betrachtung der gleichmäßig wachfenden Größen 


gewonnen werben, indem man mit ihnen allein urfprüng- 


ih und unmittelbar die Vorſtellung einer beftimntten 
Stärke des Wachfens verbinden kann. Go wie man, wenn 
eine Linie ungleichförmig gefrümmt if, und alfo ihre 


Krümmungsſtärke fih verändert, von der in einem einzel- 


— 


nen Punkte derſelben vorhandenen Krümmungsſtaͤrke ſich 
durchaus keinen Begriff machen koönnte, wenn man nicht 
eine gleichförmig gefrümmte Linie, die Kreislinie, zur Ver⸗ 


gleichung bäfte, bei welcher die die Krümmungsftärfe be 


flimmenden Elemente, nämlich der Fortſchritt auf der Linie 
und die Drehung aus einer Anfangsrihtung, gleichmäßig 
wahfen, und fo wie die in einem einzelnen Punkte vor- 
bandene beftimmte Krümmungdftärfe einer krummen Linie 
nur dadurch erfaßt wird, daß fie als mit der conftanten 
Krümmungsſtärke irgend «ned Kreiſes identiſch erfannt 
wird, fo wird man ſich überhaupt bei allen ungleihmäßig 


: wachfenden Größen von ber in einem einzelnen Punkt vor- 


: bandenen verhältnißmäßigen Stärke des Wachſens nur da- 


durch einen Begriff machen koͤnnen, daß man diefelbe als 


mit der conflanten Stärke des Wachſens zweier gleichmä- 


‚Big Wachſenden identifh aufzeigt. Es iſt hieraus Mar, 
"daB der nad allen feinen Beziehungen: vollfländig ent- 
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wickelte Begriff der gleihmäßig wachfenden Größen an die 
Spige der Differential» und Integralrechnung geflellt wer: 
den muß. 


Den gleichmäßig wachſenden Größen gegenüber thut 
fi) das unüberfehliche Gebiet der ungleichmäßig wachfen- - 


den auf. Da die Art der Abhängigkeit aller gleichmäßig 
wachfenden Größen, wie vorber nachgewiefen, durch eine 
einzige beflimmte Yunction, namlich durch eine Function 
von der Form ax + C ausgebrüdt wird, und diefe Fun⸗ 
ction zugleich nur aus der Vorausfegung ded gleihmäßi- 
gen Wachſens refultircen kann, fo folgt, daB alle andern 
möglichen Functionen einer veränderlichen Zahl x ungleich- 
mäßig wachfende Größen anzeigen, und daß alſo die gleich- 


mäßig wachfenden den ungleichmäßig wachfenden gegenüber . 


ſtehen, wie die Einheit der Unendlichkeit, wie unter ben 
krummen Linien Der Kreis ald die einzig gleichfürmig ge- 
krümmte der unendlichen Anzahl aller denkbaren krummen 
Linien. 

Bei gegebener Stärke des Wachſens zweier gleichınä- 
Fig wachfenden. Größen aus einem beſtimmten Werth der 
Einen den zugehörigen Werth der Andern zu berechnen, 
ift eigentlich ſchon das wefentliche Gefchäft der Regel de 
tri, wenn diefe Größen nämlich zugleich in den Nullzuſtand 
‚übergeben, was bei jenem befannten Mechanismus der Re: 
gel de tri, den Proportionen, immer ald flattfindend vor- 


17 


ausgefegt wird. So wie man fich über die Regel de ri 


erhebt, tritt man mitten in die Differential- und Integral« 


rechnung hinein, infofern man auch die ungleichnräßig wach: 


fenden Größen unferfuchen und behandeln will in Bezug 
anf diefelben Begriffsbeftimmlngen, welche in der Regel 
de tri für gleichmäßig wachfende in Anwendung gebracht 
find. Es bat lange gedauert, bis man ſich von der Regel 
de tri in das unmittelbar angrenzende Gebiet der Diffe- 
rential⸗ und Integralrechnung erhoben Hat. Man braudt 
fih aber darüber nicht zu verwundern, wenn man bedenkt, 
daß es fich bei diefem Schritte nicht um die Auflöfung 


 _.. 
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beſtimmter mathematiſcher Probleme, ſondern um die Ana⸗ 
lyſe ſehr allgemeiner Begriffe handelt. Denn wenn auch 
eine ſolche Analyfe ſehr viel leichter und einfacher iſt, als 
die meiften vorher gelöften mathematifchen Probleme, fo 
erhebt man ſich doch überall nur fehr Iangfam und fehr 
felten zur Entwidelung und Unterfuchung- allgemeiner Be⸗ 
griffe,- weil man ihre dDurchgreifende Bedeutung und die 
Fülle des in ihmen- verborgenen Reichthums nicht ahnt. 
Diefe Erhebung zu einer höheren ſcheinbar leeren Allge⸗ 


meinheit, und die Einficht in die Wichtigkeit und Frucht⸗ 


barkeit. folcher Begriffserörterungen ift immer nur das Erb⸗ 
theil eminenter Geifter. 
Alles, was man ohne Hülfe der Differential- und 
Integralrechnung von ben Gefegen der Abhängigkeit um⸗ 
gleichmäßig wachſender Größen berausbringt, wird entwe- 
der duch Zufammenfeßung von Proportionen gefunden, 
wie bei den Alten faft durchgehende der Fall war, daher 
die große Ausbildung der Proportionsichre bei denfelben, 
oder Durch andere partielle unter befonderen Umfländen "an 
wendbäre Methoden. Da aber die Differential» und Inte 
gralrechnung von dem ungleihmäßig wachfenden Größen - 
überhaupt handelt, fo verſteht es fih, daß alle denkbaren 
Geſetze der Wbhängigkeit der Größen, bie auf mehr als 
ein Regel be tri Exempel binauslaufen, ſelbſt ber geringfte 
Sag der Elementargeometrie, ber die arithmetifche Weiſe 
des Zufammenbangd und nicht bloß die Ausbehnung des 
Zuſammenhangs angibt, durch die Differential» und Jnte⸗ 
gralrechnung muß gefunden werden können, wenn auch zu⸗ 
weilen eine Ableitung auf anderem Wege leichter und kür⸗ 
zer iſt. . 2. . 
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$. 21. 


Wir wenden und zım näheren Betrachtung der un⸗ —— 
gleichmäßig wachſenden Größen. Ungleihmäßig wachfende ber um edel 
Größen find ſolche ‚genannt worden, bei denen mit gleichen "eben. 
Zunahmen der Einen immer ungleiche Zunahmen der An⸗ 
dern verbunden find, und wir willen, daß alle veränder- 
lihe Größen, deren Abhängigkeitsgeſetz nicht durch eine 
Bunction von der Form ax -+ C ausgedrädt werben fann, 
zu denfelben gehören. Diefe Erklärung ded ungleichmäßi- 
gen Wachſens erleidet Feine. Beſchraͤnkung oder Ausnahme 
dadurch, daß in der That ſelbſt bei ungleichmaͤßig wach⸗ 
ſenden Größen mit zwei gleichen Zunahmen der Einen auch 
einmal gleiche Zunahmen der Andern in dem Falle verbun⸗ 
den fein können, in welchem bie abhängig veränderlicye 
Größe durch mehrere ſich wieberholende identifche Bil⸗ 
Dungen dargeftelt wird. Wird 4. B. der Durchmeſſer bh 
eines Kreiſes (Big. 1) als Abfeiffenlinie genommen, uud 
der Lauf der krummen Linie durch bie auf dem Durchmef- : 
fer ſenkrecht ſtehenden Drdinaten beſtimmt, fo find der 
Durchmeſſer und die SKreislinie ungleichmäßig wachfende 
Größen ($. 14). Nähme nfan. nun aber grade vom Mit- - 
telpunft e aus auf der Abſciſſenlinie nach entgegengefebten 
Richtungen zwei gleiche Abfchnitte de und ef, und be 
trachtete diefelben ald zwei Zunahmen der Abſciſſe, fo wa: 
ten mit denſelben auch gleiche Junahmen mn und no der 
krummen Linie verbunden. Uber die beiden Quadranten 
bed Kreiſes find zwei ibentifche Bildungen, die bei einer 
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ſymmetriſchen Theilung auch identiſche Theile geben, welche 

dann zwei gleiche Paare zuſammengehöriger Zunahmen der 

veranderlichen Größen darſtellen koͤnnen. Aber abgeſehen 

davon, daß ein ſolcher Fall nur bei gewiſſen ſymmetriſchen 

_ Zheilungen identiſcher Bildungen eintreten Tann, bei ans 

dern Theilungen aber nicht, fo beruht doch auch bei ſolchen 

Größen das Intereffe der Unterfuchung nicht auf der Zu⸗ 

fammenfegung dieſer identifchen Bildungen und auf diefer 

gleihgültigen Wiederholung, fondern einzig und allein auf 

dem Bildungsgefet eines einzelnen folchen periodifchen Thei⸗ 

(ed, und innerhalb beffelben werben mit gleichen Zunahmen 

ber Einen Größe auch immer ungleiche Zunahmen der Andern - 

verbunden fein. 

|} $. 22. 

Eietige Bezinhe- "Yus dem Begriff des ungleichmaͤßigen Wachſens zweier 

"eh Bean. von einander abhängigen veraͤnderlichen ſtetigen Größen 

folgt ganz einfach, daß bie verbältnißmäßige Stärke des 

Wachſens derfelben eine fletig veränberliche iſt, unb auch 

innerhalb der Eleinflen Strede oder Dauer nicht biefelbe 

bleiben Tann. Denn alle die unendlich vielen Werthe, wel 

che bei ungleichmäßig Wachfenden der Größenzuftand der 

abhängig Veränderlichen Durchläuft, werden dargeſtellt durch 

eine Zunction bes Zahlenwerthes x ber willtürlich Verän⸗ 

derlichen, welche nicht von der Form ax + C ift, mag 

diefe Function nun befannt fein ober nicht. Bliebe nun 

‚ innerhalb eines noch fo Meinen angebbaren Spielraums bes 

Wachſens von x die verhältnißmäßige Staͤrke des Wach⸗ 

ſens ‚unverändert, fo würde "innerhalb dieſes Spielraums 

ber Differenzquotient conftant fein, oder ed müßte, den 

Zahlenwerth der abhängig Weränderlihen durch y audge- 

8 drüuckt, — — a fein. Hieraus würde aber folgen, daß 

innerhalb dieſer Grenzen der Werth der abhängig Veraͤn⸗ 

derlichen burch Die Function ax + C berechnet werden 


x 
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könnte, welches der Vorausſetzung, daß der ganze ſtetige 


Verlauf der abhängig Weränderlichen durch eine "andere 
Function dargeftellt werden muß, wiberfpricht. 

- Der Begriff der fletigen Veränderung der verhält 
nißmäßigen Stärke des Wachfens ift der wefentlichfte und 
wichtigfte der ganzen Differential» und Integralrechnung. 
Durd bie Erörterung beffelben wird in ber Analyſe des 


gemeinſchaftlich fortfihreitenden Wachſens erft diejenige 


Stufe erfliegen,. welche das Eigenthümliche diefer Rech 
nung bezeichnet. Iſt die verhaͤltnißmaͤßige Stärke bes 
Wachſens ftetig veränderlih, fo folgt, daß fie srflens in 
jedem Punkt oder Augenblid oder für jeben beftimmten 
Zahlenwerth der willkürlich Weränderlichen als eine be 
flinmte wirklich vorhanden fein muß, und daß fie zweitens 
für jeden andern noch fo nahe liegenden Punkt oder Au⸗ 
genblid oder noch fo nahe liegenden Zahlenwerth der will» 


Fürlich Weränderlichen ſchon eine andere fein muß, und end» 


lich, daß fie nach dem Uebergange von einem Größen 
zuftande zu einem andern, wie wenig auch immer Davon 
unterfehiebenen, unendlich viele Zwiſchenſtufen von Größen« 
zuſtänden burdhlaufen hat. Es treten Dadurch mehrfache 


Schwierigkeiten in Die Unterſuchung. Denn erſtens fragt ; 


Au 


es fich, wie man ſich von einer rein momentanen, auf einen 


ausdehnungsloſen Verflußpunkt eines Eontinuums zuſam⸗ 


mengezogenen Stärke des. Wachfens einen Begriff bilden 


könne, und zwar fowohl wie fie überhaupt denkbar fei, 
als auch wie fie ihrem beftimmten Werthe nach berechnet 


werde. Zweitens aber kann der allgemeine Ausdrud für 


die verhäftnigmäßige Stärke des Wachfens nun nicht mehr 
eine beflimmte Zahl fein, wie bei gleichmäßig wachfenden | 
Größen, ſondern er muß als Ausdrud einer fletig Veraͤn⸗ 


derfichen ſelbſt als eine Function der willfürlich Weränder- 


fichen erfcheinen. Denn es entfteht bei. ungleihmäfig Wach⸗ 
Tenden die Frage nicht blos nach der in einzelnen Verfluß- 
punkten vorhandenen augenbliclichen Stärke des Wachſens, 
fondern auch nach einem den ganzen Verlauf der ungleich 
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maͤßig Wachſenden beherrſchenden Geſetz in Betreff ihrer 
Stärke des Wachſens. Es iſt im Moraus klar, daß ein 
dies Geſetz der Veränderung der Stärke des Wachſens ent- 
baltender Ausdrud, wenn er überhaupt möglich iſt, nur 
"allgemein und unbeflimmt gegeben werden kann bezüglich 
auf den zufälligen Zahlenwerth, den man al& von der will⸗ 
kürlich Weränderlichen grade erreicht. annehmen will, ober 
Daß er nur ald Function der willtürlich Veränderlichen ge- 
geben fein fann. Es muß mithin in Bezug auf bie ma⸗ 
thematifche Behandlung diefes Problems auch noch ber 
wichtige Bortfehritt in der Abſtraction gemacht werben, 
weicher überhaupt und überall Den Ucbergang von ber Rech» 
nung mit conftanten oder ein für allemal belichig beftimm- 
baren Zablenwertben zu der Rechnung mit veränderlichen 
und mithin durchaus nur allgemein und unbeflinmt aus- 
drüdbaren Zahlenwerthen begleitet. 


g. 23. 


eoljäe Katur Da man ed bei .ungleichmäßig wachjenden Größen 
der fetecn Br mit einer fletigen Weränderung. ihrer verhältnigmäßigen 
Stärke ded Wachfens zu thun bat, fo wird ed, ehe man 

das Verfahren, diefelbe zu beſtimmen, einer genaueren Ber 

trachtung unterwirft, nötbig fein, fi) Far zu machen, was 

in dem Begriff einer fletigen Veränderung. überhaupt noth⸗ 

“ wendig fhon mitgebacht wird, tbeil$ Damit man bei der 
Auflöfung des vorliegenden Problems diejenigen allgeme 

nen logiſchen Schwierigkeiten, weldye an bem Begriff der 

. flefigen Veränderung als foldhem haften, zu unterfcheiden 
wiffe von den fpeciel mathematifchen, welche Die ſtetige⸗ 

. Veränderung der Stärke des Wachſens betreffen, und theils 

auch, damit die über die flefig veränderlihe Stärke des 

Wachſens zu gewinnenden Refultate das Auffallende und 
Unerwartete verlieren, welches fie in Betreff ihrer Logifchen 

Natur etwa zeigen dürften. Im jeder flefigen Verände- 

rung wird nothwendig dies gedacht, baß ein einzelner be- 
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fimmmter Zuſtand ber fletig veränderlichen Eigenfchaft oder 
Beitimmung gar keine Dauer oder Ausbreitung gewinnt, 
daß er in einem ganz ausbehnungslofen Verflugpunft eines . 
Continuums, wie des Raumes oder der Zeit flatt hat, 
und daß folglich das Entfichen und das Vergehen biefes 
Zuftandes völlig in Eins zufammenfallen. Wenn wir z. B. 
fagen, daß eine krumme Linie ihre Richtung fletig ändere, 
und innerhalb Feines noch fo Heinen Theiles diefelbe Rich» 
tung verfolge, fo behaupten wir damit, daß einem einzel- 
nen abfolut ausdehnungslofen Punkte oder einem blos ma- 
thematifchen Punkte, in fofern er Verflußpunkt einer krum⸗ 
men Linie ift, noch eine beftimmte Richtung inhärire. Es 
muß alfo auh, wenn man fi in den Act des Beſchrei⸗ 
bens einer krummen Linie verfekt, Das Einfchlagen einer. 
beftimmten Richtung und dad Verlaſſen berfelben, ober 
das Setzen und Aufheben derfelben völlig zufammenfallen. 
Ebenfo wird, bei einer ftetig veränderlichen Geſchwindigkeit 
das Entſtehen einer beflimmten Gefchwindigfeit und das 
Vergehen derfelden in Einem Verflußpunkt der Zeit zu: 
fanmentreffen. 

Wir werben dadurch zur Anerkennung einer zwiefachen 
Weiſe des Dafeins eined beftimmten Zuſtandes genöthigt, 
indem dieſes Dafein entweder von ber Urt iſt, daB «6 
irgend eine Dauer und Ausbreitung gewinnt, und zu einer 
äußeren Realität gelangt, oder von der Art, daß es ein 
in feinem Geſetztſein zugleich wieder aufgebobenes, in ſei⸗ 
ner Innerlichkeit verfchloffen bleibendes, blos potentinles 
Dafein if. Won biefer letzteren Art ift dad Dafein eines 


RAT, 


jeben innerhalb des Fluffes einer fletigen Veränderung vor :- 


überfliegenden momentanen Zuſtandes. Wil mau das, | 
was an einem folchen Zuftand das real Dafeiende ifl, aus⸗ | 
fprechen, fo Tann man fagen, DaB das Beſtreben oder bie | 
Zendenz, einen ſolchen Zuftand darzufiellen, wirklich vor 
handen if. So wirb man zugeben, daß bei dem Beſchrei⸗ 
ben einer krummen Linie dad Beſtreben, in einem einzel- 
nen Punkte eine beftimmte Richtung einzufchlagen, wirklich 
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vorhanden if, daß Dies aber ein bloßes Beſtreben bleibt, 
indem eine zur wirklichen Ausführung gekommene Richtung 
nie anders als durch eine grade Linie dDargeflellt werden . 
kann. Diejenige grade Linie, welche die in einem Punkte 
der Trummen Linie eingefchloffen liegende Richtung als 
ausgeführte enthält, "ift bekanntlich die Zangente biefes 
Punktes. Die Beſtimmtheit des Zuftandes leidet natürlich 
nicht im Geringften darunter, daß derfelbe als bloßes Be⸗ 
ſtreben gefegt ift, indem immer ein zur Ausführung und 
äußeren Realität gefommener Zuftand gedacht werden kann, 
der mit dem als bloßes Beflreben vorhandenen Zuftand 
identifch if. Es iſt zwar gewöhnlich, den Begriff des 
Beftrebend nur bei Kräften und nicht auch bei Größen in 
Anwendung zu bringen; indeflen kann man bied Wort im 
merhin gebrauchen, wenn man nicht vergißt, daß durch 
dDafjelbe eigentlich nur ein Dafein bezeichnet werben fol, 
welches dem zur Ausführung und äußeren Realität ge- 
kommenen Daſein entgegengefegt ift, welches nicht actu, 
fondern nur pötentia vorhanden if. Dies potentiale Da- 
fein ift ein allgemeiner Begriff, unter welchem. alles das⸗ 
jenige, was gewöhnlich Beftreben genannt wird, ſelbſt mit 
enthalten ift, und ed mag - in Ermangelung eines andern 
Wortes wohl geftattet fein, ben befonderen Begeiff ftatt. 
des allgemeineren zu fegen. 
Alle die mannichfachen logiſchen Schwierigkeiten, mit 
deren Abfertigung man ſich in den Darſtellungen der Dif⸗ 
ferential⸗ und Integralrechnung meiſtens ſo ſehr viel Mühe 
gegeben bat, find ganz einfache und unſchuldige Conſequen⸗ 
zen aus dem Begriffe der flefigen Veränderung Will 
man dieſen Begriff, bei welchem das Sehen und das 
Aufheben eines Zuftandes zufammenfallen, -einen wiber- 
fprechenden nennen, fo find in Demfelben Sinne alle Grund» 
begriffe der Differential- und Integralrechnung widerfpre- 
hend. Es iſt Daher unnöthig, an den Begriffen, welche 
fich bei der Analyfe des Begriffs der flefigen Veränderung 
ergeben, fo viel herumzuzerren und ihre Denkbarkeit in 
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Zweifel zu ziehen, wenn man an dem Hauptbegriff, in 
welchem fie. eingefchloffen liegen, feinen Anflog nimmt. 
Bo man Widerforuch gefüet bat, wird man MWiderfprud | 
ernten. Entweder follte man die Wahrheit und Denfbar- ' 
keit der fletigen Veränderung anzweifeln, ober ſich die Con . 
fequenzen gefallen laflenz; man follte 3. B. leugnen, daß 
überhaupt Erumme Linien, als fpecififch von graben vers 
fchieden und nicht aus ihnen zufammengefegt, angenom- 
men und gedacht werden Tönnten, und dergleichen- mehr. 
Man ift aber überall fo weit davon entfernt, die Realität 
der ftefigen Veränderung zu bezweifeln, Daß man vielmehr 
umgekehrt mit faft allgemeiner Uebereinſtimmung jebe nicht 
fletige Veränderung, auf dem Gebiete der Natur und der 
Wirfichkeit wenigftens, für undenkbar ball. Wenn uun 
einerfeitd. das Verlangen nicht geftellt werden darf, Daß 
die Begriffe der Differential» und Integralrechnung wenis 
ger widerfprechend .feien als der Begriff der flefigen Ver⸗ 
änderung, fo darf andererfeitd gefordert werden, daß fte 
e8 nur in demfelben Sinne fein. Alle anderen in. der 
Darſtellung diefer Wiffenfchaft fo oft vorfommenden Här⸗ “ 
ten und Widerfprüche, die nicht nothwendige Conſequen⸗ 
zen der fletigen Veränderung find, müſſen durchaus ver- 
worfen werben. . 


———— — — — * 


g. 24. 


Wir wenden und nun zur näheren Unterſuchung der guriut kit de 
verbältnimäßigen Stärke bes Wachſens bei ungleichmäßig ferengquotienten. 
.wachfenden Größen. Von einer verhältnigmäßigen Stärle 
des Wachſens zweier veränderlichen Größen kann man ſich, 
fo muß es fiheinen, durchaus auf Feine andere Weiſe eine 
Vorftellung verfchaffen, als dadurch, daß man fie wirklich 
wachfen läßt, ihnen zufammengehörige Zunahmen ertheilt, 
und die Zahlenwerthe diefer Zunahmen mit einander ver: 
gleicht. Hierbei zeigt fih nun aber, fobald die von einan⸗ 
der abhängigen Größen ungleihmäßig wachſend find, daß 
das Verbältniß der Zahlen, welche zwei zufammengehörige 
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Zunahmen folcher Größen ausbrüden, nothwendig verän- 
derlich ift, und ſich nach der zufälligen Größe der Zunahnte 
der willkürlich Veränderlichen richte. Denn man denke 
fich zuerft zwei beliebige zufanmmengehörige Zunahmen ber 
von einander abhängigen Größen, und das Zahlenverhälte 
niß derſelben feſtgeſetzt. Halbirt man nun die angenom⸗ 
mene Zunahme der willkürlich Weränderlichen, fo Tönner 
dDiefe Hälften als zwei gleiche fucceffive Zunahmen diefer 
Größe betrachtet werden. Da mit diefen gleichen Zunah⸗ 
men der willkürlich Veränderlichen ungleiche Zunahmen der 
abhängig Weränderlichen verbunden fein müflen, fo wird 
mit einer Zunahme ber Erfteren, die halb fo groß ift als 
ihre anfangs gefeßte Zunahme, nothwendig eine Zunahme 
der Zweiten verbunden fein, die nicht halb fo groß ift als 
ihre anfangs gefehte Zunahme, fondern entweder größer 
. oder Meiner, und fo fort bei allen folgenden Halbirungen 
der Zunahmen der willfürlich Veränderlihen. Da über: 
haupt, wenn eine anfangs gefebte Zunahme ber - einen 
Größe in eine beliebige Anzahl gleicher Theile getheilt 
wird, Die diefen gleichen Zunahmen zugehörigen Zunahmen 
der andern Größe immer ungleich fein müflen, fo wird 
auch mit jedem aliquoten Theil der zuerft gefegten Zu⸗ 
nahme der einen Größe eine Zunahme der andern Größe 
verbunden fein, die nicht derfelbe aliquote Theil ber an- 
fange gefetten Zunahme diefer andern Größe if. Mithin 
werden die Zahlen, welche zufammengehörige Zunahmen 
zweier ungleichmäßig wachfenden Größen ausbrüden, ein 
durchaus veränderliches, von der Größe der Zunahmen 
ſelbſt abhängiged Verbältnig haben. Und da die Zunahme 
einer der abhängigen Größen natürlich willlürfih und zu- 
fällig tft, fo kann von dem Verbältnig zufammengehöriger 
Zunahmen der ungleichmäßig wachlenden Größen immer 
nur als von etwas Zufälligem Die Rebe fein. 

Es ift dienfich, fich den eben aufgeftelten Sag auch 
finnlich zu veranfchaufichen, etwa durch die Betrachtung 
der Coordinaten krummer Linien. Es möge gleich bier im 
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Augemeinen bemerkt werden, daß man fidh überhaupt alle 
Grundwahrheiten der Differential» und Integralrechnung, 
duch Betrachtung der krummen Linien fehr leicht anſchau⸗ 
lich machen kann. Die nach einem Soordinatenfoflem con« 
fienirten. ebenen Eurven haben, als finnliche. Bilder von 
Zunctionen einer Veränderlichen, der Differential: und 
Integralrechnung zur Entdedung und Aufhellung ihrer 
Lehren außerordentlich große Dienfte geleiſte. Und da 
jede denkbare Function einer MVeränderlichen ald eine ebene 
Curve dargeftellt- werden kann, fo gilt Das, was an der 
Curve fchlehthin oder an dem Allgemeinbegriff der Curve 
nachgewiefen werden kann, auch in feiner ganzen Ausdeh⸗ 
nung von allen Kunctionen einer Veränderlichen, und die 
Allgemeinheit des Reſultates Leidet Durch dieſe Subflitu- 
tion eined finnlihen Büdes nicht im Geringften. Wir 
werden und deswegen im Xolgenden auch der nach den 
befannten Coordinatenfuftemen befchriebenen ebenen Eurven 
vorzüglich bedienen zur Erläuterung der Lehren unferer 
Wiſſenſchaft. Wenn eine frumme Linie ab (Fig. 10) der 
Abfeiffe af ihre convere Seite zufehrt, fo find mit gleichen 
Zunahmen cd, de, ef der Abfcifje immer größer wer. 
dende Zunahmen sh, ik, bm der Drdinaten verbunden, 
und wenn eine krumme Linie ab (Fig. 11) der Abfciffe 
ihre concave Seite zufehrt, fo find mit gleichen Zunahmen 
cd, de, ef der Abſciſſe immer Fleinete Zunahmen ch, 
ik, bm der Ordinaten verbunden, wie in beiden allen: 
aus dem Rückblick auf Das Goorbinatengefeß der graben 
Linie leicht erhellt. Wird in Fig. 10 die Zunahme de der 
Abfeiffe im Punkte q balbirt, fo find die den gleichen Zu⸗ 
nahmen dq -und ge, zugehörigen Zunahmen op und in 
der Ordinaten ungleich, und op nach Annahme Peiner als 
in, oder Kleiner ald die Halfte von ik. Bei jeder neuen 
Halbirung der vom Punkte d aus genomntenen Zunahme 
der Abſciſſe wird die der erflen Hälfte zugehörige Zunahme 
der Ordinate Meiner fein ald die Hälfte ihrer vorherigen 
Zunahme... Wirb mithin bie Zunahme der Ordinate Durch 
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die zugehörige Zunahme der Wbfciffe dividirt, fo wird die⸗ 


fer Differenzquotient bei jeder noch fo weit fortgefeßten 
Verkleinerung der Zunahmen fortwährend kleiner werden. 
Wird. hingegen in Fig. 11 die Zunahme cd der Abſciſſe 
im Punkte q halbirt, fo wird von ben den gleichen Zu- 
nahmen cq und qd zugehörigen Zunahmen op. und gan 
der Drdinaten die erſte größer fein als Die zweite, und 
folglich op größer als die Hälfte von eh. So wird ohne 
Ende, fo oft man die vom Punkte e aus genommene Zu: 
nahme der Abfciffe balbirt, die der erften Hälfte zugehö⸗ 
rige Zunahme der Drdinate größer fein als die Hälfte 
ihrer voxhergebenden Zunahme. Dividirt man alfo Die 
Zunahme der Drbdinate durch die zugehörige der Abſciſſe, 
fo wird diefer Differenzquotient bei jeder noch fo weit fort: 
geſetzten Verkleinerung ber aufargmengepörigen Zunahmen 
fortwährend größer werden. 

Man ficht leicht, daß allgemein bei allen ungleichmä- 
fig wachfenden Größen der Duotient zufammengeböriger 
Zunahmen bei einer ohne Ende fortgefehten Verfeinerung 
diefer Zunahmen entweder fortwährend Heiner oder fort- 
während größer werden muß. Denn. bei allen ungleichmä⸗ 
Big Wachfenden find mit gleichen Zunahmen der willkür⸗ 
lich Veränberlichen , entweder immer größer werdende Zu⸗ 
nahmen der abhängig Veränderlichen verbunden, nach Art 
der Eoordinaten der converen Linie Fig. 10, oder immer 
Feiner werdende, nach Art ber Goordinaten der concaven 
Linie Fig. 11. Wir wollen, wenn das Wachfen der ab: 
haͤngig Veraͤnderlichen von der erfteren Art. ift, daſſelbe 
ein befchleunigfed nennen, natürlih nur in Beziehung 
auf ein als gleihfürmig vorausgeſetztes Wachſen ber will- 
kürlich Veränderlihen, und wenn es von der zweiten Art 
ift, ein refardirtes. In dem Falle, daß die abhängig Ver⸗ 


aͤnderliche befchleunigt wählt, wird alfo bei Verkleinerung 
. ber Zunahmen der veränderlichen Größen ber Differenzquo- 


tient fortwährend Eleiner, und im andern Falle fortwäh- 
vend "größer. Wären die veränderlichen Größen von der 
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Art, daB mit gleihen Zunahmen der Einen abwechfelnd 
bald. größer werbende und bald Feiner werdende Zumab- 
men der. Andern. verbunden wären, wie die Coordinaten 
einer krummen Linie, die aus Converität in Concavität 
überginge, fo koͤnnen die Zunahmen doch immer innerhalb 
folder Grenzen genommen werden, daB nur das Eine oder 
das Andere flattfindet, und dann Die obigen Sätze dar- 
auf angewandt werden. 


$. 25. 


Während nun die verhältnigmäßige Stärke des Wach⸗ 
fend zweier von einander abhängigen veränderlichen Groͤ⸗ 
Ben nicht anders beflimmbar erfcheint, ald durd das Ver⸗ 
haͤltniß zweier zufammengehörigen Zunahmen derſelben, fo 
tritt bei ungleichmaͤßig Wachſenden dieſer Beſtimmung ib» 


rer Stärke des Wachſens zuerſt Die Schwierigkeit entgegen, 


Daß dem Verhältnig der zufammengehörigen Zunahmen der 
Charakter der Zufälligfeit anhaftet, und daß man nicht 
weiß, wie groß die Zunahmen genommen werden müßten, 
Damit das bei diefer Größe vorhandene Verhältniß derfel- 
ben die Stärke des Wachſens auszudrüden geeignet fei. 
Aber es ift nicht genug, daß man in der Wahl diefer be- 
flimmten Größe der Zunahmen rathlos ift, fondern es ift 


auch Teicht zu fehen, daß überhaupt gar Feine zufammen- 


gehörigen Zunahmen der veränderlihen Größen, mögen 
fie nun beliebig groß oder beliebig Hein genommen werden, 
dazu dienen können, die momentane verhältnigmäßige Stärfe 
des Wachfend auszudrüden, obgleich Doch in jedem Ver⸗ 
flußpunft eine ganz beftimmte Stärke des Wachſens vor: 
handen ift, und diefe auch als irgendwie auf einem Ver⸗ 
haltnig von Zunahmen beruhend nothwendig gedächt werden 
muß. Es leuchtet nämlich fogleich ein, daß das Verhältniß 
zufammengeböriger Zunahmen, welche man von einem be- 
flimmten Werth der willfürlich Veränderlichen ausgehend 


fegt, um fo genauer bie für dieſen Werth ver willkürlich 
Sneil ı. 


Die Städte ded 
ben —— 


ene 
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Verandetlichen getende Stärke des Wachſens ausbrüdt, je 


- Heiner die Zunahmen genommen werden. Denn die Stärfe 


des Wachſens ſoll ſtetig veränderlich fein. Iſt diefelbe 
alfo von einem Größenzuftand, den fie für einen gewiflen 
Werth der willfürlich Weranderlichen bat, zu einem andern 
Srößenzuftand, den fie für einen größern Werth der will- 
kürlich WVeränderlichen bat, übergegangen, fo bat fie un- 
zählig viele dazwiſchen liegende Mittelftufen ihres Größen- 
zuſtandes durchlaufen, vorausgefeßt, daß man die Zunah- 
men innerhalb folcher Grenzen nimmt, Daß - die abhängig 
Veränderliche entweder nur ein befchleunigtes oder nur ein 
retardirtes Wachfen Hat, welches immer möglich iſt. Mit: 
bin muß für immer Pleiner gefegte Zunahmen die Stärfe _ 
des MWachfend immer geringere Veränderung zeigen und ſich 
einer unveränbderlichen nähern, oder diefe Veränderung wird 
immer geringer werden, je Feiner der Spielraum ift, den 
man ihr übrig laßt. Weil nun bei fortgefegter Verkleine⸗ 
rung der Zunahmen die innerhalb des Spielraums dieſer 
Zunahmen ſtattfindende Veränderung der Stärke des Wach⸗ 
ſens immer unbedeutender wird, ſo muß auch, wenn man 
die Stärke des Wachſens innerhalb gewiſſer Zunahmen 
ganz unverändert denkt, das aus dieſer falſchen Annahme 
gezogene Reſultat die in einem Punkte vorhandene Stärke 
des Wachſens um fo annähernder ausdrüden, je Ueiner 
die von diefem Punkte aus genommenen Zunahmen find. - 
Nun wird aber, wie im vorhergehenden Paragraph. bewie- 
fen, in dem alle, ald die abhängig Veränderliche ein be- 
ſchleunigtes Wachfen hat, der Differenzquotient bei fortge- 
fetter Verfleinerung der Zunahmen immer Heiner; und da 
er ſich bei diefer Verkleinerung ber Zunahme und feiner 
zugleich erfolgenden eigenen Verkleinerung dem wahren 
Merth für Die vorhandene momentane Stärke des Wach⸗ 
fens immer mehr nähert, fo gibt er bei allen auch noch fo 
Fein angenommenen Zunahmen. die Stärke ded Wachſens 
nothwendig immer zu groß an. In bem Falle aber, ale 
die abhängig Weränderlihe ein retardirtes Wachſen bat, 


— 
— 
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wird der Differenzquotient‘ mit zunehmender Kleinheit ber 
Zunahmen immer größer; da er fih nun durch ſeine bei 
Verkleinerung der Zunahmen erfolgende fortwährende Ver⸗ 
größerung deni wahren Werth für die momentane Stärke 
des Wachſens immer mehr nähert, fo gibt er diefen Werth 
nofhwendig immer zu Bein an, wie, klein auch Die Zunah⸗ 
men. angenommen werden mögen. Bon welcher Urt dem- 


..—. 


nach auch die ungleihmäßig wachfenden Größen fein mö⸗ 


gen, fo werden doch Feine zwei zufammengehörige Zunah⸗ 


“eur 


men von irgend angebbarer Größe tauglich fein, um durch 
ihe Verhältnig Die momentane Stärke des Wachſens aus: 


zubrüden , fondern dies Verhaͤltniß wird in dem einen 


Falle immer zu groß und in dem andern immer zu klein 


ausfallen. 


So gewiß es alſo iſt, daß man ſich durch fortgeſetzte 
Verkleinerung der zufammengehörigen Zunahmen dem wah⸗ 
ren Werth der in einem Punkte vorhandenen Stärke des 
Wachſens fortwährend annähern kann, fo gewiß tft «es, 


daß man auf diefem Wege diefen wahren Werth niemals 
erreichen wird. Run handelt es fich Hierbei aber nicht um 
einen bloßen Näherungswertb, fondern um einen abfolut 


genauen und richfigen. Man müßte demnach, um feinen 


Rn 


Zweck zu- erreichen, die Zunahmen nicht blos fehr flarf, . 


fondern ind Unendliche verkleinern. Aber in® Unendliche 


verfieinerte Zunahmen find Feine Junahmen mehr. Die 
Zunahmen gehen -alfo der Herftellung des gefuchten Ver⸗ 
hältniffes ebenfo fehr entgegen, ald der Vernichtung ihrer 
Größe oder Ausdehnung. Und da das Eine und das Un- 
dere nur in demfelben Moment erreicht wird, fo entziehen 
fi, wie es ſcheint; die Zunahmen jeder Verbältntbeflim- 


mung grade in dem Augenblid, wo fie das gefuchte Ver- 


hältniß anzugeben im Begriffe fliehen, und werden erfi 
brauchbar in den Moment, wo fie aufhören zu erifliren, 
und wo es denn freilich zu fpat if. 


or 
* 
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$. 26. 
&rläuterun Ye Es wird nicht undienlich fein,. diefelben Reflerionen, 
Sefaminbigtet welche fo eben über die Beſtimmung der momentanen 


Stärke ded Wachſens aller ungleihmäßig wachſenden Grö- 
Ben überhaupt, und über die derfelben entgegentretenden 
Schwierigkeiten gemacht worden find, auch noch auf zwei 
beſtimmte ungleichmäßig Wachfende überzufragen, indem 
fie dadurch zur völligften Evidenz und zur unausweichlich- 
ften Nothwendigkeit erhoben werden können. Und damit 
auch dem Verdacht, daß der Begriff einer Stärke des 
Wachſens überhaupt vielleicht ein erfünftelter und den Grö⸗ 
fen nur angedichteter fein möge, fein Raum gelaffen wird, 
braucht man nur folche flefige Größen’ zu wählen , die gar 
_ ‚nicht anders als durch gemeinfchaftliches Wachfen in Ab⸗ 
bängigfeit von einander gefegt fein Tünnen, und an weldye 
die Vorftellung viner Erzeugung derfelben durch fließendes 
Wachſen alfo auch nicht willkuͤrlich angebracht erfcheinen 
kann. Wählt. man außerdem die Größen noch fo, daß fidy 
zur Bezeichnung ihrer verhältnigmäßigen Stärke ded Wach». 
fens ſchon ein Wort in der Sprache vorfindet, fo hat man 
außer dem Wortheil Der Abkürzung im Ausdrud auch den 
der allgemein zugeflandenen Realität dieſes Begriffes. 
Solche Größen find Zeit und Raum in einer Bewegung. 
Die Bewegung ift durchaus nur vorhanden durch fortflie- 
ßendes Wachfen von Zeit und Raum, und nicht durch ru⸗ 
higed Nebeneinanderliegen zufammengehöriger Werthe von 
Zeit und Raum. Die verhältnigmäßige Stärke ihres Wach⸗ 
fens nennt man Gefhwindigfeit. Jedermann weiß, ober 
glaubt wenigſtens zu willen, was man unter Gefchwindig- 
‚Reit verfteht, nämlich Die Anzahl der Raumeinbeiten, um 
welhe der durchlaufene Raum, zunimmt, bei einer Zu⸗ 
nahme der Zeit um Eine Zeiteinheit, vorausgefeht, daß die 
Geſchwindigkeit gleichförmig oder unveränderlich ſei. Dieſe 
Anzahl der in der Zeiteinheit durchlaufenen Raumeinheiten 
wird, wie früher ($. 15) dargelegt, erhalten, wenn man 
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den Zablenwerth einer beliebigen Zunahme ded Raumes 
durch den Zahlenwerth der zugehörigen Zunahme der Zeit 
dividirf, oder durch. den Differenzquotienten von Raum 
und Zeit. | | 

Denken wir nun eine flefig veränderliche Gefchwin- 
digkeit, wie wir eine ſolche in allen Fällen, wo eine Kraft 
ununterbrochen auf einen bewegen Körper wirkt, anzune 
men gezwungen find, und wie fie in den allergewöhnlich⸗ 
ſten Bewegungen, 3. B. in der Bewegung jedes freifallen« 
den Körpers, vorfommt. Der Duotient zweier von einem 
beftimmten Zeitpunft aus genommenen zufammengebörigen 
Zunahmen ded Raumes und. der Zeit wird die in diefem - - 
Zeitpunkt vorhandene Gefchwindigkeit nicht angeben kön⸗ 
nen, weil der während der angenommenen Zunahme der 
Zeit durchlaufene Raum durch die Veränderung der Ge- 
fchwindigkeit eine andere Größe erhalten bat, ald er erhal: 
ten haben würde, wenn die Gefchwindigkeit während die⸗ 
fer Zunahme der Zeit unverändert geblieben wäre. Iſt die 
veranderliche Geſchwindigkeit eine befchleunigte, fo wird Die- 
fer- Raum und folglich auch der Differenzquotient von 
Raum und Zeit ald Ausdruck der Geſchwindigkeit immer 
und ohne Ende zu groß ausfallen, und bei einer retardir: 
ten Gefhwindigkeit nothwendig immer zu Men. Da nun 
die Geſchwindigkeit als eine ſtetig Veränderliche durch lau⸗ 
tee unmerkliche Abftufungen fortfchreiten, und nad dem 
Uebergang von einem Größenzufland zu einem andern alle 
unzählig vielen Diittelzuftände des Größenzuftandes factifch 
durchlaufen haben muß, fo hat fi die Geſchwindigkeit 
auch um fo weniger verändert, je Pleiner der Zeittheil ge- 
nommen wird, für welchen man die zugehörige Zunahme . 
ded Raumes beftimmt. Mithin wird auch, wenn man die 
Geſchwindigkeit innerhalb eines fehr Meinen Zeittheiled als 
gleichförmig betrachtet, das aus dieſer falfchen Voraus: 
feßung für die Befchwindigfeit eines einzelnen Zeitpunkts 
gezogene Refultat uni fo weniger von der Wahrheit ab- 
“ weichen, je Eleiner diefer Zeittheil genommen wird. Der 


. — 


\ 
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dabei ſtattfindende Fehler kann jede vorgeſchriebene Grenze 
der Kleinheit überfchreiten, aber auf dieſem Wege wenig⸗ 
ftend niemald zum Verſchwinden gebracht werben. 

Nun ift doch in der Bewegung nothwendig überall 
Geſchwindigkeit vorhanden, und bier in jedem abfolut aus⸗ 
dehnungsloſen Verflußpunft der Zeit eine ganz beftimmte. 
And da Geſchwindigkeit nigyt anders gegeben fein kann als 
durch ein Verhältniß der Zahlenwerthe zufanımengehöriger 
Zunabhmen von Raum und Zeit, oder durch die verhältniß- 
mäßige Stärke des Wachſens von Raum und Zeit, und 
auch nur ald hierauf beruhend gebacht werden, fann, fo 
bat man mit feber rein momentanen Gefchwindigkeit eine 
gar nicht zur Ausführung kommende, ald bloßed Beſtreben 
gefegte verhältnipmäßige Stärke ded Wachſens von Raum 
und Zeit. Wenn es fih nun in Betreff der Beftimmung 
einer rein momentanen Gefchwindigkeit nicht blos um ein 


; annäherndes, fondern um ein abfolut richtiges Reſultat 


handelt, fo ſieht man ſich ganz unvermeidlich zu der For- 


derung bingefrieben,. nicht fehr kleine zufammengehörige 


Zunahmen des Raumes und der Zeit mit einander zu ver 
gleichen, fondern unendlich Fleine, alfo bloße Verflußpunfte 
des Raumes und der Zeit. Aber ausbehnungslofe Ver⸗ 
flußpunkte können duch Raum» und Zeitlängenmaße nicht 
gemefjen werden, und ihnen folglich auch Feine auf dieſe 
Maßeinheiten bezüglichen Zahlenwerthe beigelegt werden. 
Vielmehr fcheint der Differenzquotient in den nichtsſagen⸗ 


den Ausdrud 4 übergehen zu müffen. Während man alſo 


durch fortgefegte Verkleinerung der zufammengehörigen Zu⸗ 
nahmen von Raum und Zeit dem wahren Werth der Ge: 
fhwindigfeit immer näher kommt, fo zerrinnt er doch wie 
ein Irrlicht in dem Augenblick, wo man ihn faflen will, 
nofhwendig wieder in Nichte. 


N 


by 


Vom Differentiien im Allgemeinen. 71 


$. 27. 


Hiermit liegen nun die Schwierigkeiten, welche fichzsmmung ber I: 


bei ungleihmäßig wachfenden Größen der Beſtimmung mat 


ihrer verhälmißmäßigen Stärke des Wachſens entgegen- 
ftellen, Elar vor Augen. Und zunähft find in dem Vor⸗ 
.bergebenden ‚nur diejenigen Schwierigkeiten hervorgehoben, 
welche fich geigen, wenn man die für einen beftimmten ein 
zelnen Verflußpunkt eines Continuums oder für einen be 
ſtimmten einzelnen Zahlenwerth der willkürlich Veränder⸗ 
lichen. ftattfindende verhältnigmäßige Stärke des Wachſens 
berechnen will. Sol aber, wie ed natürlich gefordert wer- 
den muß, Die momentane Stärke des Wachſens nicht blos 
für einzelne Verflußpunkte gefunden werden, fondern ein 


Geſetz aufgeftelt werben, welches Die ganze ftefige Folge 


unendlicher Wandlungen der verhältnigmäßigen Stärke bed 
Wachſens ausfpricht, fo daß mar daraus die für jeden be 
liebigen Werth der willfürlich Weränderlichen geltende Stärke 
des Wachfend ohne Weiteres ablefen fann, fo werben be» 
greiflicher Weife die Schwierigkeiten, wenn nicht noch an⸗ 
dere und größere, doch wenigſtens diefelben fein. Diefe 
Schwierigkeiten hat man natürlich ſchon längft, und feit 
den Zeiten der .erften Verfuche zur Ausbildung der höheren 
Geometrie bei den Griechen, mit völligfter Deutfichfeit und 
Klarheit eingefeben; nur hat man an der Möglichkeit einer 
allgemeinen und methodifchen Auflöfung allzufehr gezigeir 
felt, und fich lieber in jedem einzelnen Yale, fo gut es 


mare —88 


eben gehen wollte, mit beſonderen Kunſtgriffen und Eins . 


fällen bebolfen, wodurch die Behandlung der hier einſchla⸗ 
genden Probleme ein ebenſo buntes und verwirrendes als 
ſchwieriges und erkünſteltes Anſehn erhalten hat. 

Man wird leicht bemerken, daß die in den nächſtvor⸗ 


bergehenden Paragraphen dargelegte Schwierigkeit eine dop⸗ 


pelte ift, und daß beide dort noch vermifcht auftretenden 
von fehr verfchiedener Natur find. Denn erſtens erſcheint 
die Auflöfung der Aufgabe, einem momentanen Größenzu: 


n 
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ftand einer fletig veränderlichen Stärke des Wachſens zu 
berechnen, ald eine unerreichbare, obgleich ein folcher be: 
fimmter Zuſtand ſicherlich in. jeden Verflußpunkt vorhan⸗ 

en iſt, und es auch irgend einen Zahlenwerth geben muß, 
der die momentane Stärke des Wachſens genau ausdrückt, 
d. h. welcher angibt, wie die Zahlenwerthe zuſammenge⸗ 
höriger Zunahmen ſich verhalten würden, wenn die in die⸗ 
ſem Moment vorhandene Stärke des Wachſens unverändert 
- bliebe. Zweitens würde man, felbft wenn man eine folche 
auf einen bloßen Verflußpunkt fallende Stärke des Wach⸗ 
ſens genau berechnet vor ſich hätte, Doch noch Die Frage 
erheben können, durch welche objective in der Sache lie⸗ 
gende Beflimmungen man fi) Das Dafeim derfelben reali- 
firt denken folle, da’ die vorhergehenden Betrachtungen dar⸗ 
auf zu führen feheinen, daß man annullirten Zunahnten 
: oder Zahlen noch ein Seflimmtes Verhaͤltniß beilegen müßte, 
; um für die Art des Dafeind eines ſolchen Zuftandes noch 
: irgend .eine objectise Beftimmung übrig zu behalten. Nur 
die erfte Schwierigkeit ift eigentlich eine mathematifche, und 
bie zweite, bei der man fih nur mit widerfprechenden Be⸗ 
. fimmungen abfinden aber keinen Größenwerth berechnen 

will, eine logiſche. | 
7 Beide Schwierigkeiten können fehr wohl von einander 
getrennt werden, und müflen getrennt betrachtet werden. 
Denn das Auffinden eined Ausdruds für eine momentane 
verkältnißmäßige Stärke des Wachfens kann an fich mit 
der Annahme eined Verhältniſſes annullirter Zahlen und 
mit den Bedingungen der Möglichkeit oder Denkbarkeit 
eined folchen Zuftandes nichts zu thun haben, da ein fol- 
her Ausdrud, wie wir gefehen, ja doch nicht durch eine 
Vergleichung der Zahlenwerthe der fucceffiv ind Unenbliche 
verleinerten Zunahmen gefunden fein kann, fondern jeden- 
falls auf irgend eine andere Weiſe erfchloffen fein muß. 
Und der die Beflimmtheit einer momentanen verhältniß: 
mäßigen Stärke des Wachſens angebende Ausdrud Tann, 
wenn er gefunden ift, ebenfalld gar Feine Beziehung auf 
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ein Verbältnig annullirter Zahlen und überhaupt nicht bas 
geringfle. .Widerfprechende enthalten, wie wenn ich fage, 
die in dieſem Zeitpunkte vorhandene Gefchwindigkeit ift fo 
groß, daß, der Körper, wenn er mit derfelben unverändert 
fortginge, in einer Secunde ſechs Fuß zurüdlegen würde. 
Man muß nämlich nicht vergeffen, daß eine beſtimmte 
Stärke des Wachſens durchaus nur für ein vorausgeſetztes 
gleichmaͤßiges Wachſen ausgeſprochen werden kann, oder 
nur dadurch, daß man angibt, wie die zuſammengehörigen 
Zunahmen fi) verhalten würden, wenn die Stärke bes 
Wachſens unverändert bliebe. Mithin hat jeder Aushrud 
oder Zahlenwerth, der eine momentane Stärke des Wach⸗ 
fend angibt, nicht die geringfte Beziehung darauf,. daß fte 
momentan ift, ſondern feßt die ald bloßes Beſtreben vor- 
bandene Stärke des Wachſens ald zur Ausführung gekom⸗ 
men voraus. Die Auflöfung diefer mathematifchen Schwie- 
tigkeit kann flreng. und bündig gegeben werben, und von 
allen logifchen Schwierigkeiten völlig befreit werden, oder 
bat vielmehr mit denfelben eigentlich gar Feinen Zufammen- 
bang. Was aber die zweite Schwierigkeit, nämlich bie 
Denkbarkeit eined momentanen Zuſtandes innerhalb einer 
fletigen Veränderung betrifft, jo fällt Diefe mit der Er- 
örterung des Begriffd der flefigen Veränderung zufammen, 
und Die Mathematik hat genug gethan, wenn fie Das 


"Problem in feiner ganzen Schärfe und Beſtimmtheit aus⸗ 


ſpricht und hinſtellt, braucht ſich aber nicht in logiſchen 
Excurſen über die Denkbarkeit der ſtetigen Veränderung 
und ihrer Conſequenzen zu ergehen; am allerwenigſten ſollte 
fie eine Einſtimmung zu erzwingen ſuchen mit den Ge⸗ 
fegen einer Logik, gegen welche die flefige Weränderung 


oe 2 


Tr — — 


ſelbſt als eine der machtigſten Inſtanzen aufgeführt wer- ⸗ 


den kann. 
» Das mannichfache Ungefchidte, logiſch Anſtößige und 


.felbft Undenkbare, welches fi) in viele Darftelungen der 


Differential» und Integralrechnung eingefchlihen bat, und 
dirfelben verungiert, beruht einzig und allein auf dem 


⸗ 
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Mangel an Unterfcheidung des mathematiſchen Theils un⸗ 


ſerer Frage und des logiſchen. Dieſe Unterſcheidung iſt 


freilich unmöglich, wenn man, anſtatt eine Entwickelung 
der Begriffe, welche der Differential: und Integralrechnung 
zu Grunde liegen, an die Spige zu flellen, damit anfängt, 
die Operation ded Differentüirend und die Bedeutung der 
dabei gebrauchten Zeichen zu erflären. Iſt dann die Zei 
henfprache zugleich von der Art, daß fie eine Hinweifung 
auf die logifhe Schwierigkeit dev Sache enthält, wie es 
bei der üblichen wirklich der Kal ift, fo müflen dann na- 
türlich beide Zheile der Frage völlig durch einander. ge- 
mengt werden. Man lafle es fich überhaupt immer ange 
legen fein, die Grundbegriffe einer mathematifchen Wiffen- 
fchaft unabhängig von Zeichen ‚und Symbolſprache einzu: 
fehen. Iſt die Sache erfannt, fo verfteht fich ja die Be⸗ 
deutung der Zeichen ohnedies: von felbft. Kieben aber Die 
Begriffe an den Zeichen, fo ergeht ed dem Mathematiker 


wie dem felavifchen Anhänger eines philoſophiſchen Sy⸗ 


ſtems. Nimmt man diefem die Pategorifhen Schlagwör- 


ter feines Syſtems, fo ift feine Weisheit am Ende, und 


nimmt man dem Mathematiker feine Zeichenfprache, feine 
Dperationen, feine Umformungen von Gfeichungen und 
andere dergleichen mathematifche Handarbeiten, fo ift er 
mif feiner Wiffenfhaft bald fertig, und braucht Feine 
Stunde, um fi völlig auszufprechen. Wie fehr die Ent- 
widelung der Grundbegriffe der Differential- und Integrals 
rechnung mit der Erklärung ihrer Zeichenfprache in der Re» 
gel zufammengefettet gewefen ift, fiebt man daraus, daß 


'man eine neue Zeichenfprache theild vorgefchlagen theils in 


Anwendung gebracht bat, und zwar aus dem Grunde, 
weil man ernfllich geglaubt bat, dadurch die logiſchen 
Schwierigkeiten der Sache befeitigen oder mindern zu 
können. 
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g. 28. 


⸗ 


Wir betrachten zuerſt den mathematiſchen Theil unſe⸗ Gtärte be Mac: 


red Problems für fih, und fragen blos, wie die in einem 


des Wachfend berechnet, oder wie jener bei Verkleinerung 
der Zunahmen und Vergleichung ihrer Werthe unerxeich⸗ 
bar ſcheinende Zahlenwerth gefunden werden kann. Wenn 
die verhältnigmäßige Staͤrke des Wachſens zweier Größen 
durch einen einfachen Zahlenwerth ausgedrückt erſcheint, ſo 
iſt dabei nochmals daran zu erinnern, in welchem Sinne 


ben 


Bernimer be 
beftimmten Verflußpuntt vorhandene verhältnißmäpige Gtärte —— 


dem Vorhergehenden zu Folge ein Zahlenwerth eine Stärke 
des Wachſens ausdrüdt, nämlich in dem Sinne, daß ex 


die Anzahl der Ginheiten angibt, um welche die abhängig 
Veränderlihe wächlt, wenn „die willfürlih Veränderliche 


um die Zahl 1 wächft (f. $. 15). Und ift die Stärke des 


Wachſens nur die momentane eines Verflußpunktes, fo. 


gibt er an, um wie viel Einheiten die abhängig Weränder- 
liche zunehmen würde bei einer Zunahme ber willfürlich 
Veränderlihen — 1, wenn die momentane Starke des 
Wachſens unverändert bliebe. 

Die Möglichkeit nun im Allgemeinen, eine momentane 
verhältnigmäßige Stärke des Wachſens innerhalb einer fie 
tigen Veränderung derſelben genau zu berechnen, erhellt 
folgendermaßen. Bei allen ungleichmäßig wachfenden Grö- 
Ben nähert fih, wie wir wiffen, der Quotient zweier zus 
famntengehörigen Zunahmen, die man von einem gewiflen 
Punkt der willtürlich Veränderlichen ausgehend ſetzt, dem 
Ausdrud für die in diefem Punkte vorhandene momentane 
Stärke des Warhfend um fo mehr, je Bleiner die Zunah⸗ 
men genommen werben. Wenn num gleich, infofern ber 
Werth dieſes Duotienten aus einer Vergleichung der Zah: 
lenwerthe der Zunahmen entnommen werben, follte, Die Zu« 
nahmen nicht ind Unendliche verkleinert oder annullirt wer- 
den dürften, weil dabei der Quotient unbeflimmt und 
nichtöfagend würde, fo ift ed doc) .denkbar, daB aus ber 


29% 


\ 
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Betrachtung der Regel der Veränderungen, ‚welche 
der Quotient der fich ſtets verkleinernden Zunahmen er- 


leidet, oder auch aus der bloßen Anficht der arithmetifchen 


. a 


Form, in welcher der Differenzquotient fich -darftellt, un« 
mittelbar ein gewiſſer Zahlenwerth erfichtlich wird, dem fich 
der Quotient der Zunahmen ohne Ende um fo mehr nähert, 
je Feiner die Zunahmen genommen werden. Hat man fich 


„überzeugt, daß ein gewiffer Zahlenwerth die Grenze iſt, 


welcher ſich der Duotient der Zunahmen bei einer obne 
Ende fortgefegten Verkleinerung derfelben immer mehr und 
mehr nähert, fo unterliegt es nicht dem geringften Zweifel, 
daß diefer Grenzzahlenwerth eben derjenige gefuchte Zahlen- 
werth ift, der Die momentane verhältnigmäßige Stätfe bes 
Wachſens ‘angibt, und zwar für denjenigen Verflußpunkt 
der willkürlich Weränderlichen, von welchem ausgehend man 


‚ die Zunahmen gefeßt, oder den Differenzquotienten gebil⸗ 


vun 


— 


det bat. Man ſchließt alſo bier allgemein fo: Während 


einerfeitd aus der Natur der ungleihmäßig wachfenden 


* Größen folgt, daß der Zahlenwerth des Duotienten der 
‚ von einem beflimmten Punkt aus genommenen Zunahmen, 


als Ausdrud für die in diefem Punkt vorhandene verhält 
nißmäßige Stärke des Wachſens, ſich bei fortgefegter Ver⸗ 


Heinerung dieſer Zunahmen ohne Ende der Wahrheit 


‚nähert, und während anderſeits aus ber arithmetifchen 
Sorm ded Duotienten der Zunahmen ein gewiffer Zahlen» 
werth erfichtlih iſt als die Grenze, welcher fich diefer 
: Quotient bei fortgefegter Verkleinerung der Zunahmen 
ebenfalls ohne Ende nähert, fo ift es Mar, daß dieſer 


Grenzzahlenwerth mit. der Wahrheit zufammenfällt. Es 


. bedarf alfo überall nur der Auffindung eines folchen Grenz⸗ 


zahlenwerthes für den Quotienten der ſich verkleinernden 
Zunahmen, um demſelben ohne Weiteres die Bedeutung 
unterzulegen, daß er die momentane verhaͤltnißmaßige 


Staͤrke des Wachſens in - dem oben erläuterten Sinne ” 


angibt. 


! 
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Wir wollen das, was fo eben über den Grenzwerth —— vom be: 
des Differengguotienten geſagt iſt, zunächft durch einige —— 
— 


Beiſpiele erläutern. Dabei gehen wir von beſtimmten un⸗ 


gleichmäßig wachſenden continuirlichen Größen aus, damit 
dieſer Grenzwerth eine concrete anfchauliche Bedeutung er⸗ 


haͤlt. Dieſe Größen ſeien nochmals Raum und Zeit; ihre 
verhältnigmäßige Stärke des Wachfens ift, wie wir wiflen, 


die Gefchwindigkeit. Als die beftimmte Bewegung mit 
ftetig veränderlicher Gefchwindigkeit, in welcher eine mo- 
mentane Geſchwindigkeit berechnet werden foll, wählen wir 
Die Bewegung des freien Falls an der Oberfläche der Erde. 
Das Gefeh, nach welchem mun aus der Zeitdauer des 
Falls den durchlaufenen Raum berechnet, wird dabei als 
gegeben betrachtet. Dies „Sees ift folgendes: Stellt t 
die Anzahl der Serunder vor, welche ein Körpen zum 
Fallen gebraucht bat, fo enthält der in dieſen t Secunden 
burchlaufene Raum 151’ Fuß. Da nach diefer Formel 
der Raum durch die Zeit berechenbar. erfcheint, fo ift t 
oder die Zeit die willkürlich Weränderliche, und 151? die 
Funttion der willlürlich Weränderlichen, deren Zahlenwerth 
die abhängig Weränderliche, bier den Raum, ausdrüdt. 
Aus der Form der Zunction erficht man, daß Raum und 
Zeit ungleihmäßig wachfend find, ober daß die Geſchwin⸗ 
digkeit fletig veränberlich if. Es iſt Mar, daß man duxch 
Died Geſetz, welches die Abhängigkeit von Zeit und Raum 
‘in der Zallbewegung angibt, zwar in den Stand gefebt 
wird, zu jeder beliebigen Zunahme ber Zeit die zugehörige 
Zunahme des Raumes zu berechnen, daß damit aber bie 
Regel der Berechnung der GSefchwindigkeit eines beflimm- 
ten Zeitpunftes noch nicht gegeben ift, weil dieſe aus dem 
Verhältniß endlicher Zunahmen nicht folgen Tann. 

Wir wollen zuerſt den Grenzwerth des Quotienten 


zufammengehöriger Zunahmen des Raumes und der Zeit 


für einen beftimmten Zeitpunkt ‚der Fallbewegung berech⸗ 


ir herich, 
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nen. Es würde zwar auch außerordentlich leicht fein, aus 
der arithmetifchen Form des allgemein ausgedrückten Diffe- 
venzquotienten ber beiden ungleihmäßig wachienden Grö- 
fen t und 158° den Grenzwerth abzuleiten, welchem fich 
dDiefer Quotient mit Verkleinerung der Zunahmen immer 
mehr nähern muß; aber hierbei würde ber Grenzwerth 
nicht als eine beflimmte Zahl, fondern als ein allgemeiner 


nur bezüglich auf den zufälligen Zahlenwertb von t zu be= 


flimmender Ausdruck, db. h. als eine Function von t er- 
fiheinen müffen, weil er ja ald Ausdruck der für jeden 
Zeitpunft der Fallbewegung ftattfindenden Geſchwindigkeit 
mit t zugleich veränderlich und von t abhängig fein muß. 


Da aber ſolche allgemeine Refultate, wie einfach auch im- 
mer, in der Regel für den, der ſich ihren Sinn nicht ſchon 


an einzelnen beftimmten Sälen veranfhaulicht hat, etwas 
Unfaßlicyes haben, fo wollen wir ed vorziehen, zuerft Die 


. momentane Geſchwindigkeit eines beftimmten einzelnen Zeit- 


punktes der Fallbewegung auf dem mühfameren Wege der 
Induction zu finden, um daran das‘ Weſen bed Grenz- 
werthes zu erläutern. 

Angenommen, man. wollte die in dem Endpunkt der 
erſten Secunde vorhandene Geſchwindigkeit berechnen. Im⸗ 
mer genauer werdende Näherungswerthe dieſer Geſchwin⸗ 
digkeit, d. h. des vermöge diefer Gefchwindigfeit ald gleich» 
fürmiger betrachtet in Einer Secunde durchlaufenen Rau- 
mes, erhält man, indem man immer Pleinere vom Endpunft 
der erften Secunde aud genommene zufammengehörige Ju: 
nahmen. des Raumes und der Zeit berechnet, und die Er- 
fteren durch die Lesteren dividirt. Berechnen wir alfo 
z. B. zuerft den in dem erflen. Zaufendtel der zweiten Se- 
cunde durchlaufenen Raum. Did Zeit der Fallbewegung 
bis zum Ende dieſes Zaufendtels ift, vom Anfangepunft 
der Bewegung an ‚gerechnet, 1,001 Secunde Der in 
diefer Zeit Durchlaufene Raum enthält nach obiger Re 
gel 15.1,001° Fuß, oder 15,030015 Fuß. Davon bie in 
der erflen Secunde durchlaufenen 15 Fuß abgezogen, blei- 


4 
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ben für den in dem erften Zaufendtel der zweiten Secunde 
durchlaufenen Raum 0,030015 Fuß übrig. Diefe Zu⸗ 
nahme des Raumes durch die zugehörige Zunahme der 
- Zeit, nämlid) 0,001, dividirt, gibt 30,015 Fuß als Nähe: 
rungswerth für die im Endpunkt der erften Secunde vor- 
bandene Geſchwindigkeit. Berechnen wir, um einen ge 
naueren Räberungswerth zu‘ finden, den in dem erften 
Miliiontel der zweiten Secunde durchlaufenen Raum. Der: 
felbe wird, auf die eben angezeigte Weiſe berechnet, gleid) 
0,000030000015 Zuß gefunden. Diefe Zunahme des. Rau⸗ 
med durch 0,000001, als die zugehörige Zunahme ber Zeit, 
dividirt, gibt 30,000015, oder eine Geſchwindigkeit, ver⸗ 
möge welcher in Einer Serunde 30,000015 Fuß durchlau- 
fen würden. Berechnet man auf diefelbe Weife einen noch 
genaueren Näherungswerth für die Geſchwindigkeit, indem 
man die Zeit vom Endpunkt der erfien Secunde an nur 
um ein Zaufendmilliontel einer Secunde wachſen läßt, fo 
erhält man 30,000000015 Zuß als Werth diefer Gefchwin- 
digkeit. Vergleichen wir nun die einzelnen für die Ge⸗ 
ſchwindigkeit des Endpunkts der erſten Secunde gefunde⸗ 
nen immer genaueren Näherungswerthe, nämlich 30,015, 
30,000015 und 30,000000015, fo ift die Regel ihrer Ver⸗ 
änderung hinlaͤngich klar. Gin folher Räherungswerth, 
der, weil die Gefchwindigkeit eine befchleunigte ift, immer 
zu groß ausfallen muß, enthält außer den unveränderlichen 
30 Fußen noch einen gewifien Bruchtheil von 15 Fußen, 
welcher, wie leicht zu fehen, in jedem der brei Fälle gerade 
derfetbe Bruchtheil ift, den man von der Secunde genom- 
men bat, um ihn als Zunahme der Zeit zu betrachten. 
- Diefe bier gefundenen Näherungswerthe beftehen alfo aus 
zwei wejentlich werfchiedenen heilen, von denen nur Der 
Eine, nämlich der Bruchtheil von 15 Fuß, von der Größe 
der Zunahmen abhängt, der Andere aber, namlich die 30 
Zuß, unverändert bleibt bei allen befiebigen Zunahmen, die 
vom Endpunkt der erſten Secunde aud angenommen wer 
ben. Da nun bei fortgefegter Verkleinerung der Zunah⸗ 


ud 
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men von Raum und Zeit der den 30 Zußen zugefügte 
Bruchtheil von 15 Fuß fih auch ohne Ende verkleinert, 
fo ift die Zahl 3O der Grenzwerth des Differenzquotienten 
von Raum und Zeit. Indem man nun die Zunahme der 
Zeit jeden angebbaren Werth von Kleinheit überfchreitend 
oder indem man fie vielmehr annullirt denkt, fo geht Der 
Differenzquotient nicht in einen nichfsfagenden Ausbrud 
über, fondern ed verfchwindet nur der der Zahl 30 ange- 
bängte Bruchtheil, Die Zahl 30 aber bleibt ftchen. Die 
momentane Geſchwindigkeit im Endpunkt der erfien Se⸗ 
cunde iſt demnach abſolut genau beſtimmt, und zwar wür- 
den vermöge derfelben, wenn fie unverändert bliebe, in 
Einer Secunde 30 Fuß zurüdgelegt werden.- Nicht alfo 
durch WVergleichung der Zahlenwerthe zufammengehöriger 
Zunahmen der ungleihmäßig wachfenden Größen, oder 
Durch den Zahlenwerth ihres Differenzquotienten wird Die 
momentane verhältnigmäßige Stärke des Wachſens gefun- 
den, was durchaus unmöglich ift, fondern durch die Be: 

trachtung der Regel der Veränderung des Differenzquofien- 

ten bei fortgefeßter Verkleinerung der Zunahmen. Dadurch 

fcheidet fich im Differenzquotienten dasjenige, was von dar 

Größe der Zunahmen abhängig ift, und mit endlofer Ver: 

Heinerung derſelben fich felbft endlos verkleinert, von dem⸗ 

jenigen, was damit nichtd zu fehaffen hat, und alfo den 

Grenzzahlenwerth des Differenzquatienten bildet. 

. Mit dem Verſchwinden oder der Annullirung der 

- Größe der Zunahmen verfchwindet, wie man fchließen zu 
dürfen glauben muß, Das Werhältniß Ddiefer Zunahmen 

nicht, indem der Quotient derfelben einem beflimmten Zah⸗ 

lenwerth gleich wird. _ Aber diefe Reflerionen, welche die 

Möglichkeit eines Verhältniffes annullirter Zahlen betreffen, 

find, wie man leicht bemerken wird, zur rein mathemati- 

fhen Löſung des vorliegenden Problems nicht nöthig, und 

gehören auch gar nicht hierher. Die Reihe der Schlüffe, 

welche zur firengen mathematifchen Löfung ded Problems 

führt, ift, wie im vorhergehenden Paragraphen ſchon ge: 
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zeigt worden, von allen ©perulationen über die Denkbar⸗ 
feit eined momentanen Zuſtandes unabhängig, und Tann 
durch Einmifchung derfelden nur in Unordnung gebradht 
werden. Es wird gut fein, diefe Beweisart, welche einen 
wichtigen Schritt in der Begründung der Differentialrech⸗ 
nung bezeichnet, noch auf unfer vorliegendes Beifpiel an- 
. zuwenden. Dan zieht dabei die Fäden von zwei Geiten 
ber zu dem Refultat zufammen. Da namlich einerfeits 
auß der Ratur der ungleihmäßig wachfenden Größen folgt, 
daß der Quotient der vom Endpunkt der erften Serunde 
aus genommenen Zunahmen des Raumes und der Zeit fich 
bei Verkleinerung der Zunahmen ohne Ende demjenigen 
Zahlenwerth nähert, welcher die wahre Geſchwindigkeit die- 
ſes Zeitpunkts angibt, und da anderſeits aus der Negel 
der Veränberlichkeit dieſes Duotienten folgt, daß berfelbe 
fih bei Verkleinerung der Zunahmen ohne Ende der Zahl 
30 nähert, fo fallt die Zahl 30 mit ber wahren Geſchwin⸗ 
digkeit dieſes Zeitpunkts notbwendig zufammen.. Was 
frage ich dabei nach der Möglichkeit oder Denkbarkeit einer 
auf einen bloßen Verflußpunkt der Zeit zufammengezogenen 
Geſchwindigkeit; genug daß eine foldhe in dem unabweis- 
baren Begriff der ftefigen. Veränderung ohne Weiteres 
mitgebacht ift, und daß die Mathematik ein ficheres und 
allgemein anmwendbares Mittel gefunden bat, ſich in den 
Fluß der fletigen Veränderung zu verfegen, ben einzelnen 
vorüberfliegenden Moment darin zu ergreifen, und feinem 
Größenwertbe nach) zu berechnen. 


$. 30. 


Wir haben in dem vorhergehenden Paragraphen zwar geiriet vom au- 
die momentane verhältnigmäßige Stärke des Wachſens „aezehen Sum. 
zweier ungleichmäaßig Wachfenden berechnet, aber nur fücrh ne 
einen beſtimmten einzelnen Werth der willkürlich Veränder- 
fichen, indem wir nur die momentane Gefchwindigkeit eines 
beftimmten Zeitpunktes der, Jallbewegung ber chnet haben. 


Snell lJl. 
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Die Beſtimmung ber verhälfnigmäßigen Stärke des Wach⸗ 
fens würde aber wenig fruchtbar fein, wenn man ihren 
Werth immer nur für einzelne Verflußpunkte ber willfür- 
ih Veränderlichen anzugeben wüßte Vielmehr muß man, 
damif Die im Wachfen erreichten Werthe der veränderlichen 
Größen auch als Refultate der in ihrem ganzen Verlauf 
fi) Eundgebenden verhälfnigmäßigen Stärke bed Wachfens 
betrachtet werben fönnen, was wir gleich Eingangs als 
den Grundgedanken und das Haupfziel unferer ganzen Un- 
terfuchung aufgeftellt haben, die unendliche ftetige Folge 
der Beränderungen ber verhaͤltnißmaͤßigen Stärke des Wach⸗ 
fens in ein Gefeh zu faſſen und durch eine allgemeine For⸗ 
mel auszubrüden fuchen, aus welcher die für jeden beliebi- 
gen Werth ber willkürlich Weränderlichen ftattfindende 
Stärke des Wachſens ohne Weiteres beftimmt werben Pann. 
Man wird vielleicht erwarten, daß diefe allgemeine Löfung 
viel fhwieriger fein müßte, als die ſpecielle. Sie ift aber 
im Gegentheil eigentlich kürzer und einfacher; denn man 
braucht nur den Differenzquotienten allgemein auszubrüden, 
fo ergibt fi) der allgemeine Ausdrud des Grenzwerthes 
bed Differenzquotienten ſchon aus der bloßen arithmetifchen 
Form deſſelben, während in dem fpeciellen Sal der Grenz» 
werth aus der Regel der Veränderung bed Differenzquo- 
tienten abgeleitet werden mußte. Der Grenzwerth bes 
Differenzquotienten erfheint dann natürlih nur bezüglich 
auf ben beliebigen Werth der willkürlich Veränberlichen be⸗ 
flimmt, oder als Function derfelben. 

Wir wollen diefe Aufgabe gleich an unferm vorliegen- 
den Beifpiel von der Fallbewegung Iöfen, und allgemein 
die. Gefchwindigfeit eines jeden beliebigen Zeitpunftes aus- 
drüden. Die ungleichmäßig wachfenden Größen find t und 
15 t°, d. h. die Anzahl der in der Fallbewegung verfloffe: 
nen Secunden, und die Anzahl der in t Secunden durch⸗ 
laufenen Buße. Wir brauchen nur der Zahl t eine allge 
mein ausgebrüdte Zunahme zu ertheilen, die derfelben zu⸗ 
gehörige Zunahme ded Raumes auszubrüden, und aus 
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beiden den Differenzquotienten zu bilden. Die Zahl, welche 
die Zunahme der Zeit in Setunden angibt, heiße k. Der 
in t+k Secunden durchlaufene Raum enthält 15 (t + k)’ 
Fuß, oder 151° + 30tk + I5K? Fuß. Nun gehörte vor- 
ber zur Zeit t der Raum von 150° Fuß. Wir fehen alfo, 
dag der Raum um 3Otk + 155? Fuß gewachien ift, wäh- 
rend bie Zeit vom Zahlenwerth t aus um k Secunden zu- 
genommen bat. ifo find die Zahlenwerthe 30tk + 15% 
und k zufaommengebörige Zunahmen des Raumes und der 
Zeit, von dem Punkte aus genommen, wo die Zeit den 
Zabfenwerth t hatte. Der Quotient diefer zufammengebö- 
rigen Zunahmen ift alfo WIE +ISE + 15k oder 30t + 15%. 
In dieſer allgemeinen Form bed Differenzquotienten erkennt 
man noch deutlicher als vorher in dem fperiellen Fall, daß 
derfelbe aus zwei wefentlich verfchiedenen Theilen befteht. 
Der erfte Theil 30 ift nur abhängig von der Zahl t, alfo 
von der Anzahl der Secunden, die verfloffen find bis zu 
dem Zeitpunkt, von welchem aus man eine Zunahme der 
Zeit gefeßt hat; der zweite Theil 15 k iſt nur von ber 
Größe der Zunahme der Zeit felbft abhängig. Mit einer 
Veränderung der Zunahme der Zeit ober der Zahl k ver 
ändert fich alfo auch nur der Theil 15%k des Differenzquo- 
tienten, der Zheil 30t aber bleibt ungeändert. Und ba 
Durch Verkleinerung von k der Theil 15Kk bis zu jedem 
beliebigm Grab von Kleinheit heruntergebracht werden Tann, 
fo ift 30 t der Grenzzahlenwerth, welchem fich der Diffe- 
renzquotient bei endlos fortgefegter Verkleinerung der Zu⸗ 
nahmen immer mehr nähert. Mithin iſt, zu Folge der 
früher über den Sinn diefes Grenzwerthed gegebenen Erflä- 
rung, in der Bewegung des freien Falls die momentane Ge: 
ſchwindigkeit allgemein nach t Secunden fo groß, daß ver: 
mittelft derfelben, wenn fie dauernd würde, in einer Se⸗ 
cunde 3Ot Fuß zurüdgelegt würden. Iſt alfo Eine Se 
cunde verfloffen, oder hat t ben Zahlenwerth 1, fo tft die 
Geſchwindigkeit 30 Fuß, wie vorher für diefen einzelnen 
6 % 
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Zeitpunkt fchon durch Induetion gefunden war. Nach drei 
Secunden iſt die momentane Geſchwindigteit 30.3 Fuß, 


nach . Seunde 30. on oder on Fuß auf die Se- 


eunde ıc. Wir haben alfo hiermit, wie gefordert war, die 


‚ganze unendliche Folge der fletigen Befänderungen der ver⸗ 


haͤltnißmaͤßigen Stärke des Wachfend von Raum und Zeit, 
oder der ftefigen Weränderungen der Geſchwindigkeit in 
ihrer Abhängigkeit von der willfürlich Veränderlichen, nam- 
lich der Zeit, d. h. ald Zunction der Zeit. Aus der gefun« 
denen Function der Zeit 30t, welche die momentane Ge⸗ 
fhwindigfeit angibt, erfieht man, daß Geſchwindigkeit und 
Zeit gleichmäßig wachfende Größen find in der Bewegung 
des freien. Falles, wie in den diefer Bewegung entlehnten 
Beifpielen des eriten Gapiteld auch fehon angenommen war. 


g. 31. 


Mir wollen nun zunächſt, ohne grade an ungleichmä- 
ig wachfende Eontinua einer beflimmten Art zu denken, 
ben Grenzwerth des Differenzquotienten in etwas größerer 
Abftraction betrachten, indem wir nur die Function als 
eine beflimmte denken. Stelle x den Zahlenwerth der will- 
kürlich Veränderlichen, und x” den der abhängig Verän⸗ 
derlihen vor. Waͤchſt x um die Zahl k, fo geht der 
Merth der Function in (x + k)’ oder in x +2xk+K 
über. Mit einer Zunahme der willfürlich Veränderlichen 
—k ift alfo eine Zunahme der abhängig Veraͤnderlichen 
=2xk-+- k’ verbunden. Der Quotient diefer Sunahmen 


iſt — 2xk — oder 2x+k. Mit Verkleinerung von k, als 


Zunabme der willkürlich Weränderlichen, nähert fih ber 
Differenzquotient dem Werthe 2x ald Grenze, und geht 
für ein annullirte k in 2x über. Man unterlaffe für den 
Anfang nicht, dieſes etwas abftracte Nefultat noch in 
Worte zu überfegen, Der Sinn deſſelben ift folgender: 
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Man denke zwei continuirliche Größen fo von einander ab» ! 
bängig, daß der Zahlenwerth der abhängig WVeränderlichen 


das Quadrat des zugehörigen Zablenwerthed der willfür- 
lich VBeranderlichen ift; für einen beliebigen Zablenwerth 
der willfürlich Weränderlichen oder in einem beliebigen 
Pupkt derfelben ift dann die momentane Stärke des Wach⸗ 
fend fo groß, daß, wenn fie unverändert bliebe, jede Zu⸗ 
nahme der abhängig Weränderlichen grade fo viel mal fo 


groß fein würde als Die "zugehörige Zunahme ber willkür .; 


lich Veränderlihen, wie das Doppelte des von der will 
kürlich Weränderlichen in dieſem Punfte erreichten Zahlen⸗ 
werthes angibt. 

Wir haben uns in diefer Erflärung des Sinnes, wel⸗ 
cher dem Grenzwerthe des Differenzquotienten unterzulegen 
iſt, auf continunirliche Größen bezogen, deren Abhängigkeit 
duch die Function x’ ausgedrückt if. Diefe Beziehung 
auf Continua iſt wefentlih, wenn der Grenzwerth einen 
objectiven Inhalt haben fol. Es ift gar nicht zu billigen, 
dag man, wie fo häufig gefchieht, den Sinn und die Be 
deutung bed Grenzwerthed des Differenzquotienten gleich 
von vorn berein durch abftracte Functionen erläutert, ohne 
auch nur die Realität einer momentanen verhältnigmäßigen 
Stärte des Wachſens an ungleichmäßig wachſenden Gon- 
tinuis nachgewieſen zu haben. Hat man 3. B. die Fun⸗ 
etiön x’, fo find x und x’ nur zufammengehörige Zahlen; 
und wenn man fich biefelben auch als fletig wachjende den» 
fen fol, fo ift Doch in der abflracten Zunction als folcher 
das Wachſen nicht anders als durch Zufegen von Zahlen» 
wertben, oder ald Discreted Wachfen zu bewerfftelligen und 
aufzuzeigen. Nun ift freilich auch ‚bei den Zahlen x’ und 
x zu fehen, daß ihr Differenzquotient fi) ohne Ende dem 
Grenzzahlenwerth 2x nähert. If z. B. x 5, und laßt 
man 5 um eine fehr Feine Zahl wachfen, fo ift die Zu⸗ 
nahme von x” oder 25 beinahe 2.5mal fo groß, als die 
Zunahme der Zahl 5, und dies ohne Ende um fo genauer, 
je Heiner die Zunahme von 5 ifl. Aber der wirkliche Ue⸗ 


J 
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bergang zum Grenzwerth des Differenzquotienten verliert 
offenbar Sinn und Bedeutung, wenn ich an weiter nichts 
denke als an das Wachſen der Zahlenwerthe in einer ab⸗ 
ſtracten Function, und wenn nicht vorher ſchon die Rea⸗ 
lität eines blos potentialen Daſeins nachgewieſen iſt, wel⸗ 
ches nicht zur Ausführung kommend doch als Beſtreben 
vorhanden iſt. Weil bei dem Wachſen der Zahlen, als 
blos gedachten und nicht in Anſchauung übergehenden Grö- 


ßen die unzählig vielen Zwifchenftufen der Größenzuflände 


überfprungen werden, fo Liefert daſſelbe auch gar Feine 
Vorftelung von den vorüberfliegenden Momenten. des 
Wachſens. Eine Zahl x wächft entweder, und dann wachft 
auch ihr Quadrat, oder die Zahl wähft nit, und dann 


waächſt auch ihr Quadrat nicht, und das Wachſen ſowohl 


der Zahlen als auch das Nichtwachſen verfelben erfcheint 
in beiden Fällen als ein fertiges Refultet ohne innern 
Zrieb und Beftreben. Bei continuirlichen Größen binge- 
gen. Tann grabe umgekehrt Feine der unendlich vielen Zwi⸗ 
fchenflufen zweier im Wachfen erreichten Größenzuflände 
überfprungen werden, fondern fie müffen alle factifch durch⸗ 
laufen, und nach ihrer ganzen Unendlichkeit erfchöpft wer- 
den. Dadurch entfichen unendlich viele einzelne Acte des 
Wachſens; indem aber ein folcher einzelner Act ded Wach⸗ 
ſens in Feiner Strede von angebbarer Größe flatt hat, und 


kein wirkliches Wachfen enthält, fo ift auch das Wachſen 


in jebem Moment als ein in ſich verſchloſſen bleibendes, 
. als bloßes Beftreben vorhanden, und dadurch kommt nicht 
: bloß der Quotient der Zunahmen, fondern auch der Grenz 
werth diefed Duotienten zu einer realen Bedeutung als 


— Zr el 


Ausdrud diefed Triebes. Man muß alfo nothwendig fehon 
wiffen, daß überhaupt ein Größenzuftand vorhanden ift, 
der nur durch den Grenzwerth des Differenzquotienten er: 
reicht werden Tann, wenn dieſer Mebergang zu dem Grenz: 
werth Sinn und Bedeutung behalten fol. Will men, 
blos von der Betrachtung ber Veränderungen bed Diffe- 


renzquotienten einer Function herlommend, dem Grenzwerth 
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des Differenzquotienten noch einen Sinn unterlegen, ſo iſt 
mean ſogleich genöthigt, von Zunahmen zu ſprechen, von 
denen man nicht weiß, ob fie welche find oder nicht, bei 
denen man mit der einen Hand nehmen muß, was man 
mit der andern gibt, von denen man nur in lauter con⸗ 


tradictoriſchen Säben fprechen Tann, wobei dad Subject 


nie wiflen darf, was das Präbicar thut. 

Wie finn« und Iebenvol wird dagegen Died Alles, 
wenn wir in unferm Beifpiel unter x und x?” uns conti» 
nuirliche Größen vorflellen. Es feien 5. B. x und x’ 


Coordinaten einer Linie. Die frumme Linie aem (Kig. 12) 


fei fo gebildet, daß der Zahlenwerth jeder Ordinate das 
Quadrat des Zahlenwerthes der zugehörigen Abſciſſe iſt, 
wobei natürlich diejenige Abſciſſe, welche ihrer Ordinate 
gleich ift, wie bier die Abſciſſe ab, den Zahlenwerth 1 ha⸗ 
ben muß. Dan weiß, Daß Die momentane verhaͤltnißmä⸗ 
Bige Stärke des Wachſens der Coordinaten dieſer Frummen 
Kinie durch den Quotienten beliebig Fleiner zufammengebö- 
riger Zunahmen unerreihbar ift, daß diefelbe aber durch 
den Grenzwerth des Differenzquotienten, durch 2x richtig 
angegeben wird. Im Punkte b alfo, 3. B. wo x oder dev 
Zahlenwerth der Abfciffe = 1 ift, ift 2x oder die momen- 
tane Stärke de Wachſens — 2, d. h. die verhältnißmä⸗ 
Bige Stärke des Wachſens der Goordinaten iſt in dieſem 
Verflußpunft fo groß, Daß, wenn fie unverändert bliebe, 
jede Zunahme der Ordinate doppelt fo groß fein würbe, 
als die zugehörige Zunahme der Abfcifie. Nun haben eine 
unveränderte Stärfe des Wachſens nur die Goordinaten 
einer graden Linie. If alfo Die momentane verhältnigmäa- 
Bige Stärke des Wachſens der Koordinaten einer Frummen 
Linie in einem Punkt eine beftimmte, fp ift fie identifch 
mit der conflanten Stärke des Wachſens dert Coordinaten 
irgend einer graden Linie; im Punkt b alfo identifch mit 
einer Graden, bei welcher jede Zunahme der Ordinate dop⸗ 
peit fo groß ift als die zugehörige Zunahme der Abſciſſe. 


‚ Raffen wir demnach die -Apfeiffe vom Punkte b aus um 


— 


® 
— — — — 
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das Stück be wachſen, und. die Ordinate eb um doppelt 
fo viel, indem wir das Stüd gk doppelt fo groß ald be 
oder ek nehmen, fo ift in den Goorbinaten ber geraden 
Linie eg diejenige Stärke des Wachſens ald ausgeführte 
enthalten, welche bei ben Coordinaten der krummen Linie 
für den Punkt e als bloßes Beſtreben oder ald rein mo⸗ 
mentane Stärke des Wachſens vorhanden if. Im Punkte 


o fei x oder der Zahlenwerth der Abſciſſe = Si folglich 


ift 2x oder die verhältnigmäßige Stärke des Wachfens ber 
Coordinaten der krummen Linie für den Punkt c der Ab⸗ 
feiffe — 3, und alfo identiſch mit der conflanten Stärfe 
des Wachſens der Coordinaten einer Graben, bei welcher 
jede Zunahme der Ordinate dreimal fo groß iſt als die zu⸗ 
gehörige Zunahme der Abfciffe. Nehmen wir alfo ih drei» 
mal fo groß als cd ober fh, fo ftellen die Coordinaten 
der Graden fi, oder auch die zufammengehörigen Zunah- 
men Ih und fh der Goordinaten diefer Graben diejenige 
Stärke des Wachſens anfchaulich dar, welche für die Co- 
ordinaten der krummen Linie im Bunkte f eingefchloffen 
ruht. 

„Es iſt auch leicht zu ſehen, daß, fo wie Die Coordina⸗ 
ten der geraden Linie ge diejenige Stärke des Wachſens 
als eine ausgeführte enthalten, welche für die Coordinaten 
der krummen Linie im Punfte e momentan vorhanden 
war, fo auch die gerade eg felbft diejenige Richtung als 
eine zur Ausführung gefommene enthält, welche die Erumme 
Linie momentan gerade im Punkte e hatte, oder daß die 
gerade Linie eg eine Tangente ber krummen Linie im 
Punkte e if. Denn durch die verbältnißmäßige Stärke 
des Wachſens der Coordinaten einer geraden Linie og, 


oder, was baffelbe ift, durch den Bruch se ale Diffe: 


renzquotient ihrer Coordinaten ift der Winfel gek, den 
die Grade eg mit der Abfeiffe bildet, folglich überhaupt 


- Ähre Richtung völlig beſtimmt. Iſt die verhältnigmäßige 
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Stärke des Wachſens der Comedinaten einer Linie nur mo» 
mentan, fo ift auch ihre Richtung nur momentan, aber 
nichtöbeftoweniger die Richtung immer noch durch die 
Stärke des Warhfend der Coordinaten, und umgekehrt die 
Letztere durch die Richtung völlig beftimmt, da ja nur 
durch das Vorhandenfein einer momentanen Richtung eine 
momentane verhältnißmäßige Stärke des Wachſens der 
Coordinaten überhaupt ald möglich gedacht werben kann. 
Es iſt einleuchtend, daß durch die Beilimmung der mo: 
mentanen Stärke des Wachſens der Coordinaten einer 
frummen Linie auch die Mittel gegeben find, eine Zan- 
gente an die krumme Linie zu ziehen, wie denn auch das 
Problem der Zangenten als erſte Veranlaffung zur Ent 
widelung ber Grundbegriffe der Differentialrechnung ge 
dient bat. 


$. 32. 


Das Verfahren, welches in den vorhergehenden Bei ı em! 
fpielen angewendet worben ift, um für zwei ungleichmäßig sen & Srenpmerth 
wachfende Größen, bei denen die das Gefetz ihrer Abhän-"“ dam. 


gigkeit angebende Function ald bekannt vorausgefebt war, 
die momentane verhältnigmäßige Stärke ihres Wachſens 
allgemein für ale Werthe der willkürlich Veränderlichen 
zu finden, enthält im Wefentlichen das ganze Geheimniß 
der Differentialrechnung, das Geheimniß, Durch welches es 


EN BRAND et —⏑— 
‘ 


.. — —— 


der Mathematik moͤglich geworden iſt, ſich in das Innere 


des Fluſſes der ſtetigen Veränderung zu verſetzen, und den 
einzelnen flüchtigen Moment in derfelben zu ergreifen, und 
feinen Größenwerthe nach zu beftinmen. Das Allgemeine 
dieſes Verfahrens ift folgendes: Da es auf Beſtimmung 
der verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens ankommt, fo 
muß man nothwendig die Größen überhaupt wachen Iaffen, 
oder ihnen zufammengebörige Zunahmen ertheilen, und die: 
felben mit einander vergleichen. Da aber die verhältniß: 
mäßige Stärke des Wachſens ftetig veränderlich ift, fo find 
alle beliebigen wirklichen Zunahmen zu biefem Zwecke ab- 


Ba rn 23 


emeine Be 


über 


enzquos 
enten. 
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ſolut unbrauchbar. Man müßte vielmehr, um durch das 
Verhaͤltniß oder den Quotienten zuſammengehöriger Zu⸗ 
nahmen Die momentane verhältnißmäßige Stärke des 


Wachſens ausdrüden zu können, dieſe Zunahmen ins Un- 
 endliche verkleinern, oder fie völlig wieder aufheben und 
: annullisen. Und während dadurch, daß die Zunahmen an- 


nuflirt werden, der gefuchte Größenwerth auch verfchwin- 


- den zu müffen fcheint, fo fehen wir, daß berfelbe fich viel: 


mehr erhält und berftellt in dem Grenzwerth, dem fich der 
Quotient der Zunahmen bei einer endlos fortgefekten Ver⸗ 
Pleinerung der Zunahmen ohne Ende immer mehr nähert. 


Es werden Zunahmen gefeht, und biefelben werden, indem 


man den Grenzwerth bed Duotienten der Zunahmen als 
das gefuchte Refultat anfpricht, in dem Refultate wieder 
aufgehoben. Da die Natur des vorliegenden Problems es 


. mit fich bringt, daß nothwendig Zunahmen gedacht werben 


müffen, diefelben aber auch zugleich das Refultat verfäl- 
fhen, fo if die Auflöfung des Problems ganz naturge⸗ 
mäß, wenn man Zunahmen feßt, Die als eine falfche Vor⸗ 


ausſetzung in dem Refultate wieder aufgehoben erfcheinen. 


Die wirklichen Zunahmen dienen Dabei blos als ein Ge 
rüfte, an welches das aufzubauende Refultat fih anlehnt, 
und weldyes nach Schließung des Refultated wieber abge- 
brochen wird. 

Man wird bemerkt haben, daß dieſes Refultat ges 
wonnen wird durch ein Yufeinanderbeziehen fehr heteroge⸗ 
ner Begriffe, ded Begriffs eines anfchaulichen Continuums 
einerfeitd, und des Begriffs einer Function anderfeits, d. h. 
einer irgendwie arithmetiſch zufammengefehten Form, in 
welcher natürlich die Größen immer nur als Zahlen ge 
Dacht werden können. Dos Wachſen der Continua für fidh 
betrachtet liefert einen Inhalt, der Feine Größenbeflimmung 
zuläßt, und das Wachſen der Zahlen in der Zunction für 
fich betrachtet Liefert einen Größenwerth, der keinen Inhalt 
bat, und nur die Beziehung beider aufeinander, und bie 
Nachweiſung, daB beide fich deden, gibt einen nach Form 
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und Inhalt, nad) Größe und Bedeutung völlig beflimm- 
ten Ausdrud, nämli den die momentane verhälfnifmä- 
Bige Stärke des Wachſens angebenden Grenzzahlenwerth 
des Differenzquotienten. 


Die wirkliche Auffindung des Örenzwerthes, welcher 
aus dem Differenzquofienten * Function von x bervor- 
geht, und welcher nafürlich immer vorhanden fein muß bei 
allen ungleihmäßig Wachfenden, oder überall, wo eine 
Function von x nicht von der Form ax+C ift, beruht 
im Wefentlichen, fobald die Junction gegeben tft, immer 
auf demfelben Verfahren. Man denkt das x um einen 
allgemein ausgebrüdten Zahlenwerth wachſend, welcher k 
beißen möge, und unterwirft nun Die zweitheilige Größe 
x-+k allen denjenigen Operationen, welche durch Die ge 
gebene Yunckton , für. x felbft vorgeichrieben find. Zieht 
man alddann von dem dadurch erhaltenen Ausdruck bie 
urfprünglich gegebene Zunetion ab, fa hat man in dem 
Reit diejenige Zunahme der Function oder der abhängig 
Weränderlichen, welche der Zunahme k Ber willkürlich Ver: 
anderlichen zugehörig if. Wird die erflere Zunahme durch 
Die letztere, durch k, dividirt, fo wird im Dem fo gebilde- 
ten Differenzquotienten auf mehr oder weniger einfache 
Weife, fei ed durch Ausführung der für bie zweitheilige 
Größe x + k vorgefihriebenen Operationen oder durch leichte 
Umformungen, eine gewiffe Function von x kenntlich ge 
macht werden Tönnen, welcher fi der Differenzquotient 


re 


mit Verkleinerung des k ohne Ende nähert, und welde 
von der Größe Ber Zunahme k unabhängig ift, und biefe 
Function ift der Grenzwerth des Differenzquotienten. Wenn 


wir eine Function von x eine gegebene nennen, fo fegen 
wir dabei voraus, daß fämmtliche mit der veränderlichen 
Zahl x in Verbindung mit anbern conflanten Rebenzablen 
anzuftellende Rechnungsoperationen vorgefohrieben und ge 
geben fein, und befragten eine Function von x nicht als 
gegeben, fobald fie nur durch ein bloßed Wort wie sinx 
oder log x gegeben ift, es fei denn, daß dabei die ganze 





ten der allgemei- 
nen Potenzfun⸗ 
ction. 
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Folge von Rechnungsoperationen, weldhe durch diefed Wort 
Furz bezeichnet werden follen, als fchon bekannt voraus- 
geſetzt wird. Ä 


$. 33. . 
Wir wollen nun zunächſt, theild um das eben be- 


des 
ie ſchriebene allgemeine Verfahren zur Auffindung des Grenz⸗ 


werthed des Differenzquotienten noch an einem Beifpiel 
zu erläutern, theil um in der hier zunächft noch folgen- 
den allgemeinen Betrachtung der Differential und Inte⸗ 
gralrechnung bei der Wahl der Beifpiele in nicht zu enge 
Grenzen eingefchloffen zu fein, den Grenzwerth des Diffe: 
renzquotienten einer etwas mehr verallgemeinerten Function 
aufftelen. Wir wählen bierzu die allgemeine Potenzfun- 
ction, worunter man einen beliebigen aber conflanten Po⸗ 
tenzgrad einer veränderlichen Zahl x verflcht? und Die 
Durch x” vorgeftellt werben fol. Denkt man fi), daß die 
Zahl x um die Zahl k gemwachfen fei, fo iſt der Werth der 
Function (x+k)". Zieht man davon die urfprüngliche 
Function x” ab, fo Hat man in dem Reſt (x +kK)" — x" 
diejenige Zunahme der abhängig Weränderlichen, welche der 


. Zunahme k ber willkürlich Weränderlichen zugehörig iſt. 


Kolglich ift era ber Differenzquotient. Damit 


diefer Differenzquotient für ein annullirte® k nicht in den 
unbeftimmten Ausdrud 1" übergehe, welches offenbar ge» 


ſchehen würde, wenn man unmittelbar it der vorliegenden 
Form bed Differenzquotienten die Zahl k annullirte, und 
damit die beflimmte von k unabhängige Function von x, 
welche der Grenzwerth dieſes Differenzquotienten ift, fich 
ausfcheiden laffe, muß man-bie für Die zweitheilige Größe 
x-+k vorgefchriebene Potenzirung ausführen. Der Aus» 
dDrud (x 4 He ftellt ſich nach dem binomifchen Lehrfag, 
den wir als bekannt annehmen wollen, in folgender Reihe 
dar: 


| 
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(x+ki"—x" + 7 .xn-i, ⸗— "an =. xa-2 x 


m(m— n m) sy 
+ 133 ‚x23,.K°+.... 

In diefer Reihe rechts vom Gleichheitözeichen enthalten, 
was für unfern Zwed wefentlich iſt zu bemerken, ale 
Slieder mit: Ausnahme des erften die Zahl k als Factor, 
und zwar mit nach der natürlichen Zahlenreihe fleigenden 
Potenzgraden. Ift m eine ganze pofttive Zahl, fo ift Die 
Reihe endlih, und bat m-+ 1 Glieder. Iſt m eine ge 
brochene oder negative Zahl, fo geht die Reihe nach dem 
vorliegenden Geſetz ind Unendliche. Das erfte Glied der 
Reihe enthält blos die urfprüngliche Function x®, alfo 
den Zahlenwerth der abhängig Veränderlichen, welcher dem 
Zahlenwerth x der willkürlich Veränderlichen zugehörig. ift. 
Nehmen wir dieſes erfte Glied von der Reihe weg, fo 
ftelt die Summe aller übrigbleibenden Glieder der Reibe 
Die Zunahme vor, welche die abhängig Veränderliche da- 
Durch erhalten hat, daß die willküͤrlich Weränderliche um 
die Zahl k gewachfen if. Der Ausdrud 

Le le 2) 





Te, k+ — m? ern I. xuSp’L., 
k 

oder nach Hebung des Bruches durch k der Ausdrud 

T. xn— ya }) ‚xun- a EN, xna Sp’... 


ift alfo der Diferenzanotient der Ben Veränderlichen x 
und x=. In diefem allgemeinen Ausdrud des Differenz: 
quotienten enthalten alle Glieder, wie viele deren auch fein 
mögen, mit Ausnahme des erften den Factor k. Läßt 
man alfo k in Null übergehen, fo fallen alle auf das erfte 
folgenden Glieder, als den Zactor O enthaltend, weg, und 
das erfte Glied mx"-1 ift der Grenzwerth des Differenz- 
quotienten. Wir fehen alfo, Daß man allgemein den Grenz: 
werth des Differenzquotienten einer Potenzfunction erhält, 
wenn man den Potenzgrad der willfürlih Veraͤnderlichen 
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um eine Einheit vermindert, und die fo erhaltene Potenz 
mit dem urfprünglichen Erponenten der gegebenen Potenz- 
function multiplicirt. Sind alfo x und x? zwei Veränder- 
liche, ſo iſt 3x’ der Grenzwerth ihres Differgpzquotienten. 

Härte die Potenzfunction noch irgend einen beliebigen 
conftanten Factor bei fi) gehabt, und wäre ax" geweien, 
fo würde dies, wie leicht zu fehen, in dem Differenzguo- 
tienten weiter Feine Weränderung hervorgebracht haben, als 
daß die Zahl a ebenfalls als Factor zu demfelben hinzu⸗ 
getreten wäre. Denn indem x in x+-k übergeht, ver: 
wandelt ſich die gegebene Yunction ax" in ax + k)". 
In der vorher angegebenen Reihe, welche die Entwidelung 
der Potenz (x + k)” ift, wird nun jedes Glied der Reihe 
noch mit dem Factor a multiplicirt erfcheinen müffen, und 
alles Uebrige ungeändert bleiben. Und folglich wird auch 
bei der Annullirung von k nur das erſte Glied ber Reihe, 
welches jetzt amx=-! ift, als Grenzwerth des Differenz: 
quotienten ſtehen bleiben. Sind alfo 3. B. x und 2x° 
die beiden Veränderlichen, fo ift 5.2x5-1 oder 10x* ber 
Grenzwerth ihres Differenzquotienten. 

Der binomifche Lehrſatz, aus welchen Hier die Regel 
zur Bildung des Grenzwertbed des Differenzquotienten 
einer Potenzfunction abgeleitet ift, bat nun bekanntlich 
feine Geltung für alle Arten von Erponenten, für pofitive 
und negative fowohl, ald für ganze und gebrochene. 
Bolglih Hat auch die Hier rabgeleitete Hegel allgemeine 
Geltung für alle Arsen von Erponenten. Wäre alfo 5.2. 

1 


die gegebene Function 8x ?, fo wäre der Grenzwerth des 
ı_ —1 
Differenzquotienten 2 .8x? oder 4x ? ‚und für die 


Zunction 3x2 wäre derfelbe — 2.3x-2-1 oder 6x3 ıc. 
Wollte man die in der niederen Analyfid gegebenen Be⸗ 
weife des binomifchen Lehrſatzes für gebrochene und nega- 
tive Erponenten nicht gelten laffen, wie fie denn vielfältig 
angezweifelt worden find, fo ſchadet dies der Allgemein: 
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guͤltigkeit der bier gegebenen Regel nichts, weil man, wie 
wir in einem fpäteren Eapitel fehen werden, dieſe Regel 
als für alle Urten von Erponenten "geltend auch dann 
noch nachweifen kann, wenn man den binomifchen Lehrſatz 
nur als für ganze pofitive Erponenten bewiefen anfehen 
wid, und fie außerdem auch ohne alle Beziehung auf die 
fen Lehrfag abgeleitet werden Tann. Wir werben uns aber 
Deöwegen, weil man diefe Regel auch auf andere vielleicht 
befriedigendere Vorausfegungen geſtützt beweifen kann, in 
dem vorläufigen uneingefchränkten Gebrauche derfelben nicht 
geniren laffen. 

Hätte endlich die Function ax” noch «inen conflanten 
Beſtandtheil bei fich gehabt, und wäre ax" +C gewefen, 
fo wäre der Grenzwerth des Differenzgtotienten derfelbe 
geblieben wie für bie Function ax”. Denn ließe man x 
in x + k übergeben, fo würde die Function a(x-+-k)” +C. 
Wenn man nun wie vorher den Ausdrud a(x + k)= in 
einer Reihe entwidelte, fo würde C als conflantes Glied 
Diefer Reihe zugeſetzt erſcheinen; unb durch Abziehen der 
urfprünglichen Function ax” +C würde C wieder weg- 
fallen, und der Differenzquotient gerade fo ausfallen, als 
wenn die Sunction blos ax” gewefen wäre. Mithin ift 
Daffelbe auch der Fall mit dem Grenzwerth des Differenz. 
quotientn. Mag alfo die Kunction ax“ oder ax + C 
fein, fo ift in beiden Fällen der Grenzwerth des Differenz- 
quotienten max”-1, wie wir auch ſchon im erften Capitel 
ſahen, daß bei gleichmäßig wachfenden Größen, mag ihre 
Function ax oder ax + C fein, der Differenzquotient der- 
felbe und gleich der Zahl a ift. 


$. 34. 


Wir haben noch die eigenthümliche Wort: und Zei⸗ Kigsbreifde Be - 
chenſprache anzugeben, welche man für diefe bis jetzt ent- aienimerihs — 
wickelten Eigenſchaften des ungleichmäßigen Wachſens und m 
die darauf bezüglichen Operationen in Gebrauch genommen 
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bat. Wir wollen und dabei im Weſentlichen auf Die von 
Zeibnig eingeführte Zerminologie und algebraifche Bezeich⸗ 
nungsweife befchrärften, weil dieſelbe am meilten Anerken⸗ 
nung und Ausbreitung erhalten bat, und wenn fie nicht 
ganz allgemein angenommen ift, ed wenigſtens verdiente. 
Der Grenzwerth des Differenzquotienten if, wie man aus 
dem Vorhergehenden weiß, eine von dem Differenzquotien- 
ten felbft, von dem er abgeleitet iſt, durchaus verfchiebene 
Sache, und ed bedarf alfo auch einer Bezeichnung, weiche 
den Erfteren ein für allemal von dem Lebteren unterfchei- 
det. Run ift, wenn eine Junction von x 5. B. ax! ge: 
geben wäre, der Differenzquotient der beiden Veränder⸗ 
gr: . Und da 
ber Grenzwerth dieſes Differenzquotienten gemäß der im 
vorigen Paragraph angegebenen Regel Aax’ ift, fo hätte 
man, wenn man etwa, wie häufig geſchieht, durch Vor⸗ 
fegen ded Wortes Limen die Grenze eines Ausdrucks be- 
zeichnete, biefen Zufammenhang fehr deutlich ausbrüden kön⸗ 
nen durch die analytifche Gleihung Lim 242 
Leibnitz wählte eine einfachere und kürzere Bezeichnung, 
und umnterfchied den Grenzwerth des Differenzquotienten 
von dem Differenzquotienten felbft Furzweg dadurch, daß 
er nur flatt des im Letzteren vorkommenden Buchflabens 4 


4 
ein Fleines Iateinifches d fegte, fo daß alfo d gerade 





lichen x und ax’ zu bezeichnen durch 





— Aax’. 








Aax' . 
T- , und daß man die 


' 4 
analytifche Gleichung aufſtellen kann d Fi = — 4ax’. Er 
bildete gleicherweife auch ein einfaches Wort für den Grenz: 
werth des Differenzquotienten und nannte ihn Differential- 
quotient. Durch diefe Benennung und Bezeichnung des 
Grenzwerthes des Differenzquotienten wird derfelbe von 
dem Differenzquofienten felbft einerfeits fireng gefchieben, 


fo viel beißen fol als Lim 
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und dur das Entfprechende in den Ausdrücken anderfeits 
fo eng damit verbunden, wie es bie große Verwandtſchaft 
beider nach Entftehung und Bedeutung wünſchenswerth 
macht. Und obgleih der Differentialquotient nicht als ein 
Duotient von wirklichen Zunahmen der ungleihmäßig Wach⸗ 
fenden betrachtet werden kann, fo ift doch das in feine Be⸗ 
nennung aufgenommene Wort Quotient, und die in feiner 
Bezeichnung erhaltene Form des Duotienten fehr paſſend, 
weil feine Bedeutung wenigſtens immer die eines Duotien» 
ten zufammengehöriger Zunahmen ift, indem er eine ver: 
Hältnigmäßige Stärke des Wachſens angibt, welche doch 
immer ald auf einem Verhältnig von Zunahmen berubend 
gedacht werden muß, mag nun dies Verhältniß im Wach⸗ 
fen der Größen zur Ausführung kommen, oder als biofes 
Beftreben vorhanden fein. 

Allerdings iſt Died weder die einzige noch Die ganze 
Bedeutung, welche man dem Differentialquotient beigelegt 
bat, indem man biefe Benennung einführte und ihn in 
Form eines Duotienten oder Bruches ſchrieb. Dan’ be 
ſchränkte ſich nicht darauf, daß er nur infofern die Bruch⸗ 
form babe, ald der Sinn, der ihm ald Ausdruck einer ver- 
hältnigmäßigen Stärke des Wachfens unterzulegen ift, fich 
nicht anders ald durch ein Verhäftniß won Zunahmen aus: 
fprechen Täßt, fondern man betrachtete ihn gewiffermaßen 
ald einen Duotienten von Größen, oder man ſah Zähler 
und Nenner einzeln als eine Art Größen an, melde, ba 
fie doch Feine wirflihen Zunahmen der ungleihmäßig Wach⸗ 
fenden fein konnten, als unendlich Beine Zunahmen derfel« 
ben bezeichnet, und zum Unterfchhied von allen Differenzen 
oder Zunahmen Differentiale genannt wurden. In dem 


Differentialquotient ex - nannte man demgemäß den Zäh⸗ 


ler das Differential von ax’ und den Renner das Diffe 
rential von x. Inter. diefen Differentialen, als iſolirten 
Theilen des Differentialquotienten, dachte man ſich eine Art 
Zunahmen der ungleichmäßig Wachſenden, weine zwar ihrem 


Snell 1. 
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Verhältnig nad) einen wirklichen Größenwerth bezeichnen, 
und Beziehung baben auf einen mathematifhen Begriff, 
die verhäftnißmäßige Stärke des Wachſens, ihrer Größe 
nach aber, die von unangebbarer Kleinheit fein fol, nur 
Beziehung haben auf die Art ded Dafeind eined rein 
momentanen Zuftandes, . wodurd denn der mathematifche 
Theil des Problems mit dem Iogifchen äußerlich vermengt 

erſcheint. Wir bleiben aber vorerft noch bei der blos ma- 
tbematifihen Unterfuchung unferes Problems fliehen, welche 
nur berauszubringen bat, wie man Größen, die von an: 
dern abhängig find, ihrem Werthe nach berechnen, und Die 
Wahrheit und Richtigkeit des zu diefer Berechnung einge: 
fchlagenen Weges ftreng beweifen kann. Bon der eben an- 
gezogenen Bedeutung bed Differentiald als einer unendlich 
Beinen Zunahme wird weiter unten ausführlicher gehandelt 
werden. Desgleichen auch von einer andern Behandlung 
der Theile des Differentialquotienten als felbfländiger 
Groͤßen, wobei diefelben als enbliche wirkliche Größen er- 
fiheinen, und welche mit der ISfolirung und Verfelbftändi- 
gung der Differentiale ald unendlih kleiner Zunahmen 
durchaus nicht zu verwechfeln if. Für uns ift jest zu⸗ 
nächft der Differentialquotient nur ein anderes Wort für 
den Grenzwerth des Differenzquotienten, und feine Bezeich- 
nung in Bruchform ein untrennbares Zeichen, und wir br 
finden uns fonach mit den neuen Borten und Zeichen noch 
auf wohl befanntem Gebiete. 


$. 35. 


Das Bifientiiren Die Operation, durch welche man aus einer Function 
tialgleijungen. von x auf die oben befchriebene Weiſe den Differentialquo- 
tienten diefer Function ableitet, nennt man das Differen- 
türen. Eigentlich follte man flott Differentialquotient der 
Function von x fagen der Differentialquotient der beiden 
Veränderlihen, des x als der willlürlich Weränderlichen, 
und der Function von x als der abhängig Veränderlichen. 
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Da aber durch die Natur der Function der Differeutigl- 
quotient beftimmt ift, und einer beflimmten Function von 
x eine andere beflimmte Function ald Differentialguotient 
zugehörig ift, fo fagt man kurzweg der Differentialquotient 
einer Function. Iſt der Differentisiquotient einer Function 
gefunden, fo Fann die Regel des Differentüirens biefer 
" Zunction, wie alle Operationsregeln der allgemeinen Arith- 
metif, in einer Gleichung ausgefprochen werden. Da wir 
3. B. oben gefunden haben, daß aus der Function ax” 
als Differentialquotient folgte die Zuncion max"-1 fo 


drückt man diefe Folge durch die Gleichung un — maxm-1 


aus. Diefe Gleichung fpricht mur eine Abhängigkeit von 
Operationen und Feine Abhängigkeit von Größen aus, und 
ift alfo eine analytiſche Gleichung im gewöhnlichen ‚Sinne 
dieſes Wortes, worunter eine Gleichung verftanden wird, 
die auf der einen Seite des Gleichheitszeichens gewiſſe an 
beftimmten Größenformen vorzunehmende Operationen, und 
auf der andern Seite bed Gleichheitszeichens das Refultat 
diefer Operationen enthält. Jede Gleichung, in welcher 
das Zeichen des Differentialquotienten einer Sunction ber 
willkürlich Weränderlichen gleichgefeßt erfcheint, gehört zu 
denjenigen, welche man Differentialgleihungen nennt. Un⸗ 
fere obige Gleichung iſt demnach eine analytiſche Differen- 
tialgleihung. Alle Regeln des Differentiirend von Zun- 
ctionen können in folchen analytiſchen Differentialgleichun: - 
gen gegeben werden. Die Aufftelung diefer Gleichungen 
für beliebige Functionen bildet den formellen oder rein 
operativen Theil der Differentialrechnung. 

Wird eine abhängig Beränderliche, deren liegender 
Zahlenwerth durch eine Function der willkürlich Veränder⸗ 
lichen x, 3. B. durch die Function 2x’, beftimmt ift, noch 
durch ein befonderes einfaches Zeichen, etwa durch ben 
Buchflaben y vorgeftellt, und bildet man demgemäß bie 
unbeftimmte Gleichung y==2x’, fo bedeutet natürlich Der 
Differentinlquotient der Weränderlihden x und y, ausge 

7 * 
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drückt dur ST , daffelbe, was der Differentialquotient 


der — x und 2x? oder das Zeichen “x 


bedeutet, da y nur ein anderes Zeichen für 2x’ ıfl. Und 


d 2xꝰ 
da I = 6x? ift, fo * aus der Gleichung y — 2x’ 


die Diffrentialgleichung 7 I br. Man erhält auf 





dieſe Weiſe zwei e orie Gleichungen, eine ur⸗ 
fprüngliche, welche die Art der Abhängigkeit zweier Ver⸗ 
änderlichen, wie bier der Weränderlichen x und 2x’ oder 
oder x und y, angibt, und eine daraus folgende Differen- 
tialgleichung, weldye angibt, durch welche Function von x 
die momentane verhältnigmäßige Stärke des Wachſens der 
beiden Veränderlihen x und 2x’ ausgedrüdt wird. Eine 
Differentialgleichung der Art wie ST — 6x’ gibt natür- 
lich für ſich betrachtet Feine Regel des Differentiirens "einer 
Function, da in ihr nicht gefagt ift, welche Function von 
x es fei, die den Differentialquotient 6x? habe, und fie ift 
alfo auch Feine analytifche Differentialgleihung. Kur in 
Verbindung mit der urfprünglichen Gleichung 1 — 1x”, 


gibt die aus ihr folgende Differentiafgleichung I I 6x 


eine Regel des Differentüirend der Function 2x’. ur ver- 
ſteht fih, daB man aus einer unbeflimmten Gleichung die 
ihr zugehörige Differentialgleichung nur ableiten, oder wie 
man ſagt, die Gleichung differentüren kann, wenn man 
fhon weiß, welchen Differentialquotient die in der unbeſtimm⸗ 
ten Gleihung gegebene Function von x liefert. Es 
müßte denn fein, daß man die Regel des Differentürens 
einer Zunction felbft erſt auf die Weife entwidelte, daß 
man von der Form einer unbeflimmsen Gleihung aus- 
ginge. Diefed Verfahren ift aber, obgleich häufig ange- 
wandt, gar nicht zu billigen, indem ed den Anfänger mit 
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ganz überflüffigen nicht zur Sache gehörenden Abſtractio⸗ 
nen und einem unnüben Formalisſsmus beläftigt. 

Infofern man unter y ober f(x) nur irgend eine nicht 
weiter beftimmte Function von x ſich denkt, fo find die 


Formen 4* oder d =) nur Zeichen für den allgemeinen’ 





Begriff des Differentialquotienten einer Function von x 
überhaupt. Solcher Zeichen für den- allgemeinen Begriff 
des Differentialquotientten einer Function ift man allerdings 
benöthigt, nicht blos um gewiſſe von allen Functionen 
geltende Regeln der Differential« und Integralrechnung in 
der Zeihenfpradhe und in Formeln darzulegen, fondern 
auch in allen Fällen, wo der Differentialquotient zweier 
Veränderlichen gegeben ift, ohne daß man die das Geſetz 
der Abhängigfeit diefer Veraͤnderlichen angebende Function 
fennt, und man alfo die Veränderlichen nur durch unab- 
bängige Zeichen wie x und y oder x und f(x) vorftellen, 
und ihren gegebenen Differentialquotient nur einem allge- 


2328 .d af( ne 
meinen Ausdrud, wie * oder —22 gleichſetzen kann. 


6. 36. 


Wenn man ſich unter einem Differentialquotient ef« Xusemeiner inn 
was Beflimmtes denken will, fo muß er in der Weiſe ger nustienten. 
deutet werben, wie ed für den Grenzwerth ded Differenz 
quofienten, der ja daſſelbe ift, oben ſchon an einigen Bei 
fpielen gezeigt worden if. Wir fommen bier nochmals in 
größerer Allgemeinheit auf diefen Sinn des Differential- 
quotienten. und feine Meberfegung in Worte zurüd, weil 
diefe für Die Evidenz der Refultate unferer Wiſſenſchaft 
von der höchften Wichtigkeit if. Jede zurücbleibende Un⸗ 
arbeit in diefen Dingen kann blos dadurch hervorgebracht 
werden, dag man diefe Ueberfegung unterlaffen bat. Der 
Differentialguotient drüdt eine verhältnißmäßige Stärke 
des Wachſens zweier Veränderlichen aus, und diefe Fann 
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nicht anders ihrer Beſtimmtheit nach ausgefprochen werben 
als durch gleichmäßig Warhfende, oder durch Zurüdführung 
auf eine conſtante verhältnigmäßige Stärke des Wachfens. 
Der Sinn: des Differentialquotienten, der bei ungleichmäa- 
Big MWachfenden überall als eine Function der willkürlich 
Veränderlichen erfcheint, ift nun allgemein folgender: Wenn 
„Die in irgend einem Punkt der willkürlich Veränderlichen x 
vorhandene verhaͤltnißmaäßige Stärke des Wachſens unver: 
ändert bliebe, fo würde eine Zunahme der abhängig Ver⸗ 
änderfichen fo viel mal fo groß fein ald bie zugebürige 
Zunahme der willfürlich Weränderlihen, wie der Zahlen» 
werth angibt, den man erhält, indem man in den Diffe- 
rentialquotient flatt x denjenigen beftimmten Zahlenwerth 
einfeßt, welchen die willkürlich WVeränderliche in dem ange 
nommenen Punkt erreicht bat. Iſt alfo z. B. der Diffe- 
rentialquotient zweier Weränderlichen x und y gleih 6x”, 


ausgedrückt durch die Differentialgleichung 2 —=6x", fo 


ift in dem Punkte, wo die willkürlich Veränderlihe x den 
Zahlenwerth 3 hat, die Stärke des Wachfens fo groß, Daß, 
wenn fie unverändert gedacht würde, die Zunahme der ab⸗ 
bängig Weränderlichen 6.3” oder 54 mal fo groß fein 
würde ald die zugehörige Zunahme der willkürlich Verän⸗ 
derlihen. In dem Punkte, wo x den Zahlenwerth n bat, 
würde unter denfelben Worausfegungen eine Zunahme der 
9 
abhängig Veränderlichen 6. G) oder 3 mal fo groß fein 
al8 die zugehörige Zunahme ber willkürlich Veränder⸗ 
lichen ıc. 

Im gemeinen Leben bezeichnet man jede, verhältniß- 
mäßige Stärke des Wachfens auf die Weife, daß man Die 
willfürlich Veränderliche um bie Zahl 1 wachfend annimmt, 
und angibt, mie groß bie zugehörige Zunahme der abhän- 
gig WVeränderlichen ift, 3. B. eine Gefchwindigfeit, indem 
man. angibt, wie groß ber in einer gewiffen Zeiteinheit zu: 
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rückgelegte Raum il. Da die Zunahme Der willkürlich 
Veraͤnderlichen ganz beliebig ift, fo kann fte auch immer 
gleich 1 angenommen werden, und der Differentialquotient 
erhält dadurch eine fehr. faßliche und anſchauliche Bedeu⸗ 
tung. Unter derfelben Vorausfetzung wie oben, nämlich 
daB man in den Differentialquotient flatt x den Zahlen⸗ 
werth fegt, weichen die willkürlich Veraͤnderliche in einem 
beftimmten Punkt erreicht hat, kann man Enz fo fagen: 
Der Differentialquotient enthält die Anzahl der Einheiten, 
um welche Die abhängig Weränderliche warhfen würde bei 
eine Zunahme der willlürlih Weränderlichen ==1, wenn 
die vorhandene Stärke des Wachſens ungeändert bliebe. 
Es ift noch der negativen Differentialquotienten und 
iprer Bedeutung zu gedenken. Man weiß, baß bei. zwei 
Veränderlicden mit einer Zunahme der willfürlih Veraͤn⸗ 
derlichen im Allgemeinen fowohl eine Zunahme ald eine 
Abnahme der abhängig Beränderlichen verbunden fein Fann. 
Und wenn wir gleich der Kürze wegen überall nur von 
zufammengebörigen Zunabmen gefprochen haben, fo kann 
doch, wie oben ($. 13) ſchon angemerft worden, diefe Aus⸗ 
drudsweife als beide Falle umfaffend angefeben werben, 
indem die Abnahme ald negative Zunahme bezeichnet und 
mit unter den allgemeinen Begriff der Zunahme fubfumirt 
werden Fann. Iſt nun mit einer Zunahme der willfürlich 
Veränderlichen eine Abnahme 'der- abhängig Veränderlichen 
verbunden, fo ift auch bei ungleichmäßig Wachfenden, wie 
leicht zu ſehen, der Differenzquotlent negativ. Denn der 
Ausdruck für die Zunahme der abhängig Weränderlichen, 
in dieſem alle gebildet Durch Abziehen einer. größeren Zahl 
von der Fleineren, wird negativ, und biefer durch Die Zu- 
nahme der willfürlich Veränderlichen dividirt, gibt einen 
- negafiven Differenzquotienten. Da aber der Differenzquo- 
tient durch fortgeſetzte Verkleinerung der Zunahmen fi 
feinem Grenzwerthe oder dem Differentialquotienten bis 
zu jedem beliebigen Grad von Genauigkeit nähern fann, 
‚und babei immer negativ bleibt, fo muß der Differential: 
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quofient ſelbſt negativ fein. Und da in dem Falle, als 
mit einer Zunahme der willkürlich Veränderlichen auch eine 
Zunahme der abhängig Weränderlichen verbunden ift, aus 
denfelben Gründen der Differentialquotient pofitiv ift, fo 
folgt umgelchrt, daß jeder negative Differentialquotient auf 
eine im Abnehmen begriffene abhängig Veränderliche hin⸗ 
weift. Der negative Differentialquotient tft übrigens eben- 
fo zu deuten, wie der pofitive, nur daß er eine Abnahme 
der abhängig WBeränderlidhen angibt. Setzt man nämlich 
den Zahlenwerth, den die willfürlich Weränderliche in dem⸗ 
jenigen Punft erreicht hat, für welchen man die verhältg 
nißmäßige Stärke des Wachfens berechnen will, in den 
Differentialquotient, fo gibt der negative Zahlenwerth Des 
Differentialquotienten an, um wie viel. mal bie Abnahme 
der abhängig Weränderlihen fo groß fein würde als Die 
zugehörige Zunahme ber willfürlich Weränderlihen, wenn 
bie in diefem Punkt vorhandene Stärke des Wachſens un- 
verändert biiebe, oder auch wie groß die Abnahme Der ab- 
hängig VBeränderlichen fein würde bei einer Jumahme ber 
willkürlich Veränderlichen = 1. 

Es möge zur Erläuterung noch ein Beilpiel von ei⸗ 
nem negativen Differentialquotienten folgen. . Der fließende 
Zahlenwerth der Abfeiffe einer krummen Linie heiße x, und 


der ihrer Ordingte y, und es fii'y ——- bie Parallekcoor- 


dinatengleichung der frummen Linie. Die Erumme . Linie 
fghi (Fig. 13) fei nach diefem Coordinatengefeg gebildet. 
Die Linie ae fei die Afeiffenlinie, und im Punkt a der 
Anfangs» oder Nullpunkt derfelben. Iſt die Abſciſſe 
ac—=l, fo ift nach unferer Gleichung die zugehörige Dr- - 
dinate cg auch =1. Kür eine Abſciſſe ad—=2, iſt bie 


zugehörige Ordinate dh u. ſ. w. Da die Gleichung 
y —4 auch geſchrieben werden kann y — x-!, fo fällt 
die gegebene Function von x, nämlich x, unter ben Be: 
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griff der Potenzfunction. Die aus der Gleichung y=x-! 
folgende Differentialgleihung ift alfo nach unferer obigen 
Ay 


dy — 2 ds _ _ 1, . 
Regel I — 1l.x ober Fre Der nega 


tive Differentialquotient — =; bezeichnet nun allgemein die. 
verhältnigmäßige Stärke des Wachſens der Coordinaten 


diefer frummen Linie. Im Punkt b ,‚ wo 5 fein 


1 . x 
( Tr ) == —4. 

2 
Diefer Werth des Differentialquotienten fagt gemäß der 
gegebenen allgemeinen Erklärung Folgendes: Zür den 
Punkt b der Abfeiffe ift die verhältnißmäßige Stärke des 
Wachſens der Coordinaten fo groß, daß, wenn fie unver: 
ändert bliebe, eine Abnahme der Ordinate viermal fo groß 
fein würde ald Die zugehörige Zunahme der Abſtiſſe. 
Wollte man demnach) diefe momentane Stärke Des Wach⸗ 
fens in den Coordinaten einer geraden Linie zur Ausfüh- 
rung kommen laſſen, und ſich veranfchaulichen, fo müßte 
die gerade Linie fo liegen, daB mit jeder Zunahme der 
Abfciffe eine viermal fo große Abnahme der. Ordinate ver- 
bunden wäre. Da bie‘ Linie E angenommen war, 
fo iſt Die Ordinate Pf— 2 und be—'>-, und folglich ent- 


halten Die Coordinaten der geraden Linie fc diejenige Stärke 
des Wachſens als eine ausgeführte, welche in den Eoor- 
dDinaten der frummen Linie momentan für den Punkt b 
vorhanden ift; zugleich ift die Linie fc, wie oben. bewie- 
fen, eine Tangente der krummen Linie. Im Punkte d, 
wo x—2 fein möge, wird ber Differentialquotient 
—— 3 —— 5 das heißt, die für den Punkt A ſtatt— 


findende Stärke des Wachſens bleibend gedacht, würde die 


möge, ift alfo der Differentialquotient — 
LG . 


Ihzurre fgen⸗ 


——* en 


Bu 
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Abnahme der Ordinate 4 mal fo groß fein ald die zuge 
börige Zunahme der Abfeiffe, oder mit einer Zunahme der 
Abſciſſe 1 eine Abnahme der Ordinate = 7 verbunden 


fein. Wird alfo dk viermal fo groß genommen als dh, 
fo. ift hk eine Tangente. 
Daß überall in dem Vorhergehenden, wenn kurzweg 


nur von Zunahmen der Veränderlichen die Rede ift, da⸗ 


mit gemeint find die Zahlenwerthe der Zunahmen, welche 
ihnen mit Einheiten ihrer Art gemeſſen zufommen, ver-, 
ſteht fich von felbft, weil fonft, wenn die veränderlichen. 
Größen ungleichartig find, von einem Verhältnig der Zu- 
nahmen nicht Die Rebe fein fönnte. 


$. 37. 


Es wird Niemandem entgangen fein, daß ein Diffe- 
rentialquofient, infofern man feinen Sinn auöfprechen will, 
immer als ein Duotient von wirklichen Zunahmen erfchei- 
nen muß, nur nicht von Zunahmen der ungleichmäßig 
Machfenden, deren momentane verbältnigmäßige Stärfe 
des Wachſens. durch ihn gegeben wird, fondern von Zu⸗ 
nahmen zweier gleihmäßig Wachfenden, welche ja flatt der 
ungleihmäßig Wachfenden nothmwendig überall gefegt wer⸗ 
den müffen, fobald man von einer verhältnigmäßigen 
Stärfe des Wachſens überhaupt eine Vorſtellung haben 
will. Wenn ich den Differentialquotient zweier una 


mäßig Wachfenden x und y, oder den Ausdrud = nur 


infofern ald einen Bruch betrachten will, ald der Sinn 
befjelben nur durch einen Quotient von Zunahmen audge- 
fprochen werden kann, jedoch feinen Zähler und Nenner 
nicht wirkliche Größen repräfentiren laffen will, fo ift dies 


allerdings geftattet; alddann ift aber 7 ein unfrennbaresd 
j N 
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einfaiet Symbol, und Zähler und Nenner bed Ausdrucks 
37 find für ſich ifolirt genommen Nichts. Will ich aber 


den Differentialquotient ald einen Quotient von wirklichen 
Größen betrachten, und die ifolirten Differentiale dy und 
dx als wirkliche angebbare Zahlen anfehen, mit denen man 
rechnen Tann, ſo fleht mir das auch frei. Alsdann bedeu- 
"tet dad Differential der willfürlich Veränderlichen ober dx 
irgend eine ganz beliebige Zunahme der willkürlich Verän- 
berfichen, und dy oder das Differential der abhängig Ber⸗ 
änderlichen die dem dx zugehörige Zunahme einer andern 
Veränderlichen, die mit x gleichmäßig wachfend ift, und 
zwar mit derjenigen beflimmten Stärke des Wachſens, 
welche auch bie Größen x und y baben in dem Punkte, 
von welchem aus die Zunahme der willkürlich Veraͤnder⸗ 
lichen genommen ifl. Da in diefem Falle, ald der Zähler 
und Nenner ded Differentialquotienten wirkliche Zahlen 
vorftellen follen, dad Differential der willfürlich Verander⸗ 
lichen oder dx eine Zunahme von x felbft, dy aber nicht 
eine Zunahme der durch y vorgeftellten Beränderlichen 
ſelbſt, fondern einer andern mit x gleichmäßig wachfenden 
Veränderlichen ausbrüdt, fo wäre ed allerdings wohl, um 
diefen Unterfchied anzudeuten, beffer geweien, den Diffe 
a erauofienden der Veränderlihen y und x in der Form 


—— zu fohreiben, durch, welche er ſchon hinlänglich von 


dem 1 Difisenguntienie derfelben, oder von I unter⸗ 


ſchieden geweſen wäre. Leibnitz gab aber der Bezeichnung 
32 den Vorzug wegen eines andern Gebrauches, den er 


von dem Zeichen dx machte, und ber in der Jutegralrech⸗ 
nung zur Sprache kommen wird. Ueberhaupt iſt die 
Sache viel zu unwichtig, ald dag man fih, wie Manche 
gethan, veranlaßt fehen follte, Ddiefe Veränderung ber Ber _ 
zeichnungsweife in Vorfchlag oder in Anwendung zu bringen. 


108 Zweites Capitel. 


Die Differentiale dy und dx in ihrer Iſolirung find wirf- 
liche Zahlen und wirflihe Zunahmen, aber nur hypothe⸗ 
tifche Zunahmen der ungleihmäßig Wachfenden x und y, 


Zunahmen nämlih, weldhe die Weränderlihen x und y 


3 


| 


unter der Vorausfehung, daB Die momentane Stärke Des 
Wachſens zur Ausführung käme, annehmen würden. Wären 
alfo 3. B. die Veränderliden y und x die Coordinaten 
einer frummen Linie, fo würden dy und dx nicht zufam- 
mengehörige Zunahmen der Coordinaten der krummen Linie, 
fondern zufammengehörige Zunahmen der Coordinaten Der 
Zangente vorftellen, weil in den Coordinaten der Tangente 
diejenige Stärke des Wachſens zur Ausführung kommt, 
welche die Eoordinaten der frummen Linie im Berührungs- 
punkt ber Zangente momentan haben. Sollen die Diffe- 


rentiale dy und dx überhaupt Größen fein, fo können fie 
ohnedies niemald zufammengehörige Zunahmen der Verän- 


derlichen y und x felbft fein, da fie von ſolchen Zunah⸗ 


. men oder von Sy und 1x abfolut gefihieden find; fie 


müſſen alfo nur hypothetiſche Zunahmen von y und x in 
dem angegebenen Sinne fein. 

Wenn ed für die Methode und für die Anwendung 
der Differentialrechnung bequem erfcheint, den Yusdrud 
4 nicht als ein untrennbares Zeichen, ſondern als einen 
Quotienten wirklicher Größen zu behandeln, und die ifolir- 


ten Theile dy und dx des Bruches = wie wirkliche 


Zahlen den Rechnungdoperationen zu unterwerfen, fo ift 
alfo dagegen uicht das Geringfte einzuwenden. Die ifolir- 
ten Differentiale der Veränderlihen y und x bebeufen ale: 
dann jene hypothetiſchen Zunahmen von y und x, die be 
tiebig groß oder Flein angenommen werden Tünnen. Es 
fann dadurch unmöglich ein Irrthum entftehen, weil man 
hierbei den Differentialen auch in ihrer Allgemeinheit die 
jenige Bedeutung gibt, die man ihnen doch überall unter- 
legen muß, wo man in einem beflimmten Kalle fagen will, 


4 


Bom Differentiiren im Allgemeinen. 108 


was man ficy unter dem Werthe eines Differentiafquo- 
tienten denkt. Hat man alfo die Differentialgleichung 
dy 
dx 
lenwerthe jener zufammengehörigen hypothetiſchen Zunah⸗ 
men von y und x, fo kann man auch z. B. den Renner 
dx auf der einen Seite der Gleichung wegfchaffen, und 
fchreiben dy=2x.dx und dergl. mehr. Aber auch nur 
unter diefer Bedingung, daß dy und dx Zahlenwerthe von 
beliebiger Größe find, hat es einen Sinn, die Rechnunge- 
operationen auf diefelben anzuwenden. Sobald man aber 
unter den Differentialen zweier Veraͤnderlichen gewifler- 
maßen- Zunahmen der Veraͤnderlichen felbft verſteht, die 
dann doc wieder Feine wirklichen Zunahmen fein dürfen, 
und die man deöwegen unendlich. Mein nennt, und alfe da- 
bei foldhe Zunahmen im Sinne bat, die zugleich das Vor⸗ 


— 2x, und verfteht man unter dy und dx Die Zah: 


bandenfein eined rein momentanen Zuftandes der Stärke ' 


des Wachſens begreiflich machen follen, fo bringt man 
überflufjigermweife etwas ganz Unfaßliches und Nebulofes in 
diefe Worte und Bezeichnungen, indem man die Be 
Diagungen der Dentbarkeit eines rein momentanen Zuften- 


des in die Bedingungen feiner Berechnung bineinwirrt, 


womit doch der mathematifchen Behandlung ded Problems 
nicht8 geholfen ift. Die Mathematik Tann und ſoll über- 


al in ihrem beweifenden Gange auf Elaren und faßlichen 
Vorftelungen fußen, und braucht das ganze Neft von 


Widerfprüchen, welche in dem Begriffe der ftetigen Ver⸗ 


änderung liegen, nicht auf jedem Zritt und Schritt mit - 


ſich herumzufchleppen. Genug, daß dieſe Widerfprüche ein 
für allemal zugeftanden und anerkannt find; ben weiteren 
Verlauf der Entwicelung kann man ganz faßlichen Be- 
griffen und Zeichen, welche der Natur der Sache gemäß 
gebildet find, und über deren Sinn man fich verfländigt 
bat, ruhig überlaffen. 

Die Mebelftände der Vorſtellungsweiſe, nach welcher 
man das in den Galcül aufgenommene ifolirte Differential 
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einer Veranderlichen, wie dx, als eine unendlich kleine 


Andere maria: 
nungsmeifen bed 
Dt ent 


Zahl betrachtet, kommen erft recht zum VBorfchein, wenn 
man, wie es in dem weiteren Verlaufe der Differential- 
rechnung unvermeidlich wird, auch von den höheren Po- 
tenzen der unendlich Fleinen Zahl dx zu fprechen hat. Die 
zweite Potenz von dx muß dann nothwendig eine Zahl 
fein, welche gegen dx ſelbſt unvergleichbar klein ift, oder 
welche unendlich vielmal kleiner ift ald Die unendlich 
fleine dx. Die dritte Potenz von dx muß ebenſo eine 
Zahl fein, die unendlich vielmal kleiner ift als Dieienige, 
bie ihrerſeits auch fchon unendlich vielmal einer. ift als 
die unendlich Heine dx u. f. w. Hierbei geht dem Denken 
ber Athen bald aus. Und wenn man die fucceffiven Po- 
tenzen von dx kurzweg unendlich kleine Zahlen ber erſten, 
zweiten, dritten u. f. w. Ordnung nennt, und nun Damit 
wie mit befannten Dingen umgebt, fo fieht man, Daß 
auch in diefem Kalle ebenda, wo die Begriffe zu fehlen 
anfangen, gerade zur rechten Zeit ein Wort fih einftellt. 
Bon dem fehr einfachen und beflimmten Sinn der böheren 
Differentiale wird weiter unten in der zweiten Abtheilung 
gehandelt werden. | 


. 38. 


Es ſind außer der von Leibnitz eingeführten Wort⸗ 
und Zeichenſprache noch mannichfache andere Benennungen 
und, Bezeichnungsweiſen gebraucht worden, um einen mo- 
mentanen Größenzuftand der verhältnigmäßigen Stärfe des 
Wachſens auszudrüden. Da: diefelben aber fammtlich feine 
allgemeinere Geltung und Anerkennung erlangt haben, felbft 
die von Newton erfundenen nicht, die nur in deſſen Vater- 
land einige Zeit vorberrfihend im Gebrauch waren, fo er- 
fparen wir und die Erklärung derfelben. Nur Eine Be 
zeichnung des Differentialquotienten kommt neben der Leib⸗ 
nig’fhen in den heutigen Schriften noch vor, und dieſe 
mag kurz erwähnt werden. Wenn unter y ober f(x) 


, 





& 
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irgend eine Function der Beränderlidhen x vorgeftellt wird, 
fo ift nad) Leibnitz unter 2 oder a der Differen- 


fiafquotient biefer Yunction zu verftehen. Die andere ge: 
brauchliche Bezeichnung des Differentialquotienten einer 
durch Sex) ausgedrüdten Function von x befleht darin, 
dag man den Buchftaben, welcher als Bunctionsbezeichnung 
dient, wie bier den Buchftaben f, accentuirt, fo daß man 
unter f’(x) den Differentialqustienten der Function f(x) 
zu denken bat. Ebenfo würde ꝙ(x) den Differentielguos 
tienten einer durch ꝙ (x) vorgeftellten Function von x bes 
deuten. Die Zeichen f’(x), g’(x) und dergl. werben nicht 
blos gebraucht, um den allgemeinen Begriff des Differen- 
tialquotienten einer Function von x auszudrüden, fondern 
auch in den Faͤllen, wo eine beftimmte Function von x 
gegeben ift, die der Differentialguotient irgend einer andern 
befannten ober unbelannten Function von x fein fol, was 
in ber Leibnig’fchen Bezeichnung durch bie Differential- 
gleiehungen bargeftellt wird. So wie man durch die Diffe- 

dy df(x) 

dx 


renfialgleihungen —— = 3x? ober — 3x? aus⸗ 


dx 
fpricht, daB 3x? der Differentialquotient einer durch y oder 
f(x) vorgeflellten Function von x fei, fo würde man bie 
Gleichung flx)—3x? ebenfalld fo zu. verftehen haben, 
daß 5x? der Differentialquotient der Function f(x) fei. 


Um den Werth auszudrüden, den der Differential: 
quotient einer durch f(x) vorgeftellten Function von x an 
nimmt, indem man flatt der Veränderlichen x irgend einen 
beſtimmten Zahlenwerth a feßt, fchreibt man f’ (a). Dem: 
gemäß würde man au, um den Werth anzudeuten, den 
der Differentialquotient der Function f(x) annimmt, indem ' 
man o ſtatt x in demfelben feßt, frhreiben f'(0). Wäre 
> B. VI +x? der Differentialguotient einer Function f(x) 
und folglih f(x) = TFX, fo würde derfelbe, wenn 
man flatt x etwa die Zahl 3 fegte, den Werth vId an 


— 
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nehmen, und folglich L’(3) — VIO. fin. Zür x = o 
würde in Diefem Falle der Differentialguotient den Werth 
VI annehmen, und alfo bier f’(o) = yY1 fen Den 
Werth auszudrüden, in welchen der Differentialguotient 
einer Function von x für einen beflimmten Zahlenwerth 
des x übergeht, wäre nun freilich auch durch einen an den 
Leibnitziſchen Symbolen des Differentialguotienten ange: 
brachten Zuſatz oder irgend eine Modification derfelben 
möglich gewefen. Da dies aber nicht gefchehen if, fo wer- 
den wir und in Fällen diefer Art der andern Bezeichnungs⸗ 
weife des Differentialquotienten bedienen, ohne fonft einen 
Gebrauch von derfelben zu machen. 

Man darf übrigend nicht denken, daß geabe diefe 
furze und bequeme Bezeichnung bed Werthes des Diffe- 
rentialquotienten für einen beftimmten Zahfenwerth ber. 
Veränderlichen x der Grund der Cinführung Diefer neuen 
Bezeichnung gewefen fe. Man nahın vielmehr an der ge 
wöhnlichen Bezeichnung das Wergerniß, daß der Grenz: 
werth des Differenzquotienten in Form eines Bruches aus⸗ 
gedrüdt war, und als ein Quotient von Größen erfchien. 
Anftatt nun entweder diefe Bruchform als ein bloßed Er- 
innerungszeichen an die Entftehung und Bedeutung des 
Differentialquotienten anzufehen, ohne mit Zähler und Nen- 
ner als felbftftändigen Zahlen zu rechnen, in welchem Falle 
man mit der alten Bezeichnung ebenfo weit gewefen wäre, 
ald mit der neuen, oder den Zähler und Nenner ald jene 
oben erwähnten hypothetiſchen Zunahmen der ungleihmä- _ 
Big Wachfenden gelten zu laſſen, die wirkliche Zahlen find, 
betrachtete man Zähler und Nenner oder die Differentiale 
ale den ungleichmäßig Wachfenden felbft angehörige Zu» 
nahmen; und da diefe nothwendig unendlich Fleine Zahlen 
oder Nullen fein müßten, fo fand man ed undenfbar,- und 
zwar mit Recht, daß ein VBerhältnig von Nulleri einem 
beftimmten Zahlenwerth gleich fein ſollte. Wenn man die 
Sache ſelbſt, um die es ſich handelt, nämlich die Berech⸗ 
nung einer momentanen verhältnigmäßigen Stärke des 
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Wachſens, unabhängig von jebem Formalismus der Ber 
zeichnumg dargeſtellt hätte, fo würde Die Beibnibifche Be⸗ 
‚zeichnung, wenn auch nicht als eine finmvolle, fchöne und 
zwedmäßige, doc wenigſtens als eine unſchädliche uyb 
gleichgültige erfchienen fein. Aber grabe dieſe unabhängige 
Einficht der Sache war nicht überall: vorhanden. Worte 
und Zeichen vererben fich ſicher und leicht, aber nicht fo 
der Gedankenproceß, der fie gebasen. Die Erklärung der 
Worte und Zeichen wurde ald das Erfte und Weſentlichſte 
vorausgeflellt. Dadurch fah man fi in die Nothwendig⸗ 
feit verfegt, von einem Quotient unendlich Feiner Zungh⸗ 
men oder annulirter Zahlen, als einer für das zu fuchende 
mathematiſche Refultat unentbehrlichen Vorflellung Rechen: 
ſchaft zu geben. Nur ſolchen Darſtellungen gegenüber 
Tonnte eine andere Bezeichnungsweiſe als eine wunſchens⸗ 
werthe Neuerung erfcheinen. "Was that man ale? Man 
nahm die bloßen Zunctionen in ihrer ganzen abſtracten 
Kahlheit vor. Man yigte, daß aus jeder Function einer 
Veraͤnderlichen x, die nicht von der Ferm ax P0 if, 
fi) eine andere Yunction von x ableiten läßt, welche ber 
Grenzwerth des Differenzquotienten der erſten Function iſt. 
Und fo flelte man zunächſt das ganze Formelweſen ber 
Differentialrechnung auf, obne fihb um Sinn und Bedeu⸗ 
"tung befjelben zu befünimern. Hierin war nun freilich 
nichts Widerſprechendes, weil überhaupt Nichts darin war. 
Und um in dem Grenzwerth des Differenzquotienten nur 
ja nichts von einem Quotienten zurüdzubehalten, ſedte 


man f‘(x) ſtatt d eo, und fagte Ableitung flatt Diffe- 


rentialquotient. Indem man fo in bem Grenuzwerth Des 
Differenzquotienten alle berüchtigten Unftößigleiten und da- 
mit zugleich allen Sinn und alle Bedeutung getilgt hatte, 
glaubte man mit diefen ausgehöhlten Worten und Zeichen 
dee Sache einen. großen Dienft geleiftet zu haben. Run 
fommt es aber zur Anwendung. Dan muß nun entweder 
mit dem Problem der fletigen Weränderung der verhält 
8 


Eenell l. 


— 


- 
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niämefigen Stärke des Wachſens ganz von vom anfan: 
gen, und dann kommen alle die Dinge, denen man fo 
fchlau ausgewichen zu fein glaubte, wieder zum Vorſchein, 
oder man muß, mas bes gewöhnlichere Fall ift, in Der 
Anwendung um fo. wüfter, wülfürlicher und principlofer 
verfahren, je weniger man die allgemeine Natur des Pro⸗ 
blemd ſcharf ind Auge gefaßt und methodiſch entwidelt 
hat. Man benbachtet ia dem formellen unb operativen 


Theil der. Diffexentialrehnung den äußeren Logifchen Un: 


ſtand um fo ängftlicher, je zügellofer man fi) ia der An- 
wendung allem Ausſchweifungen des Verſtandes überläßt. 
Neben allem. diefem wicht zu gedenken, daß bei diefer Be 
zeichnung der Differensialguotient f (x) einer Function f(x) 
als ein einfached Zeichen erfcheint, ebenfo wie die Bruch⸗ 
form ST, wenn man in berfelben Zähler und Nenner ald 
unendlich. Eleine Zahlen oder ald Nullen betrachtet, unb fie 
zu einem bloßen Symbol macht, und daß man alfe bes 
Bortheild, oder wenn man licher will, der Bequemlichkeit 
verluflig geht, Die Differentiale zu ifoliren, und mit den» 
felben, als den wirklichen Zahlenwerthen der bupothetifchen 
Zumahmen der ungleihmäßig Wachſenden arithmetifh zu 
operiren. 

Um mit dieſen Erörterungen über die Wort: und Zei⸗ 
cheniprarhe der Differentialrechnung zu Ende zu fommen, 
fo müſſen wir gefteben, daß uns die von Leihnig erfim- 
dene nicht minder fchön und ſinnvoll ald zwedmäßig und 
nüglich erfcheint. Zwar bat LZeibnig in feinen Ausdrüden 
über daB Weſen des Differentiald etwas Schwankendes, 
woraus nicht recht erfichtlich wird, in welchem Sinn es 
ald eine Größe angefehen werden fol, die den Rechnungs⸗ 
operationen umterworfen werden Tann, weil er den mehr: 
erwähnten Unterfchied zwifchen den Bedingungen der Denk⸗ 


. barfeit eined momentanen Zuflandes und den Bedingungen 


der Berechnung deſſelben nicht hervorhob. Und da er das 


* Differential, ald unendlich Kleine Zahl betrachtet, den Rech⸗ 
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nungsoperationen unterwarf, fo war das Undenkbare beſonders 
bei den höheren Differentialen und den Potenzen ber unendlich 
Heinen Zahl, unvermeidlich. Uber bierwon abgefehen, fo ift 
dasjenige, was man am meiften getadelt und befrittelt hat, - 
Die Bezeichnungsweife des Differentialguotienten als eines 
Bruches oder eined Duotienten, fehr paſſend, indem fie erften® 
auf die Entſtehung deffelben aus dem Differenzquotienten, 
deffien Grenzwerth er ift, bindenter, zweitens auf feinen 
Sinn, welcher eine verhältnigmäßige Stärke des Wachfens 
ift, und nie anderd als durch ein Verhaͤltniß von Zunah⸗ 
men ausgefprochen werben Bann, und indem fie endlich den 
Stachel dei Widerſpruchs, der in dem Begriffe der ſtetigen | 
Veränderung liegt, in fich erhaften hat durch Himveifung | 
auf Zunahmen, die Feine find. Man wird eine Uinpreifung ' 
der letztern Gigenfhümlichkeit vielleicht kaum erwartet haben 
und glauben, daB wir durch diefelbe mit unfern früheren 
Behauptungen in Widerfpruch treten... Dies iſt aber nicht 
der Fall. Denn in dem allgemeinen Begriff ded Differen⸗ 
tialquotienten fell man fich der widerfprechenden Momente 
der fletigen Veränderung freilich bewußt bieiben, aber in 
dem einzelnen Falle der Anwendung, wo man rin blos 
mathematifches Reſultat erzielt, muß daſſelbe unabhangig 
von diefen Widerfprüden feinen beſtinmten Inhäfte nach 
gedacht und ausgeſprochen werben, und der Bang und bie 
Form der Rechnung einen hiervon ebenfo unabhangigen 
Sinn behalten. Andere Borzäge der Leibnitziſchen Bezeich⸗ 
nung vor den übrigen, daß fie nämlich die urſprüngliche 
Aufſtellung des Differenftalquotienten beſtimmter eontinuir: 
licher Größen fehr erleichtert, daß fie fh dem Sinn ber 
höheren Differenfialquotienten fo wefentlich anſchließt, und 
daß fie eine fehr natürliche Vorſtellung vom Integeiren 
vermittelt, werden fpäter einteuchtend werben. 


8* 
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g. 39. 


Bebingun em de Nachdem wir num in dem VWorhergehenden gezeigt 


ſtetig veränberli» 


hen Zuſtandes. 


baben, auf weiche Weiſe bas Problem, Die momentane 
verhaͤltnißmaͤßige Stärke des Wachſens zweier Weränder- 
lichen zu berechnen, gelöft wird, kann noch die davon aller 
dings unabhängige Frage aufgeworfen werden, wie das Vor⸗ 
handenſein eines folchen rein momentanen Zuftandes über- 
haupt benfhar oder wodurch ed möglid) fi.“ Man wird 
ſchon bei der bisher entwidelten Auflöfung des Problems 
der Berechnung überall nahe daran geführt, zu dem Ge- 
danken fortzugehen, daß das Vorhandenſein eines folchen 
Zuftanded auf einem Verhaͤltniß annullirter Zahlen, weiche 
die unendlich Heinen oder vielmehr die aufgehobenen Zu- 
nahmen repsäfentisen, beruben müſſe. Die mathematifche 
Auflöfung freitich enthält Feine Nöthigung zu diefen Fort- 
gang, da in berfelben eigentlich nur nachgewiefen zu wer: 
ben braucht, daß eine als vorbandenfeiend anerkannte ver: 
haͤltnißmaͤßige Stärke des Wachſens, unb ein beftimmter 
Zahlenwerth, der eine folche auszudrücken geeignet it, in 
Einem Punkt gemeinfchaftlicher Annäherung zufammentrefs 
fen und ſich deden. Warum man ſich aber dennoch in der . 
Differentialrehnung mit den ‚unendlich einen Größen fo 
viel zu fhaffen gemacht bat, beruht auf mehreren Grün- 
den, von welchen ber hauptfächlichkte aus dem Vorherge⸗ 
henden ſchon bekannt ift, und bie andern balb zur Sprache 


gebracht werden ſollen. 


Das Widerſprechende der Begriffe, auf welche man 
bei der Analyſe der Vorſtellung der ſtetigen Veraͤnderung 
geführt wird, iſt oben ($. 23) ſchon im Allgemeinen ange⸗ 
beutet und darin gefunden worben, daß die ganze zu Grunde 
Viegende Vorſtellung eine Einheit abfolut wiberfprechender 
Beftimmungen ift, und daß ed ſich um einen Zuftand han⸗ 
deit, deſſen Entftehen und Vergehen, deſſen Gefebtfein und 
befien Aufgehobenfein unmittelbar in Eins zufanmenfallen. 
Sehen wir ab von ber flefigen Veränderung im Allgemei- 
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nen, und betrachten nur Die und zumächlt angehende ſtetige 
WBeränderung der verhältuißmäßigen Stärke des Wachſens. 
Rebmen wir nun 3. B. eine fbetig veraͤnderliche Geſchwin⸗ 
digkeit, wobei wir jede einzelne: beflinmate Geſchwindigkeit 
als etwas in einem abfeint ausdehnungslofen. Berflußpunkt 
der Zeit Vorhandenes betrachten müſſen, und fergen, nicht 
Durch weiche Methode fie. berechnet werben ann, fondern 


durch welche objective Beſtimmungen fie realifirt gedacht 


werden Tann. Bine Geſchwindigkeit bann durchaus nicht 
anders wirklich vorhanden fan, als dadurch, Def irgend 
ein Raum in irgend einer Zeit durchlaufen wird, und wie 
ann folglich, da doch in dnem auddehnungkloſen Mer 
finBpunft der Zeit natürlich gar Bein Raum durchlaufen wird, 


dennoch in diefem Verfiußpuntt, wie geforbert if, eine be⸗ 


ſtimmte Geſchwindigkeit vorhanden. fein, oder wie - Tann 
eine Geſchwindigkeit, die an ſich nichts weiter als din Ver⸗ 
hältniß von Raum und Zeit. if, auch ohne Raum umb 
Zeit vorhanden fein. Go ſteut ſich der Viderſpruch in 
feiner ganzen Haͤrte. 

Hierbei iſt es nun zunächk wefeutiie) zu bemarfen, 
daß vor allen Dingen bie ansbehnimgslofen Punkte ber 
Continna nicht ifolirt und bermesgeriffen aus dem Fluß 
der fletigen Veränderung betrachtet werben durfen. Man 
Tann bied am deutlichſten an einer verwandten Vorſtellung, 
an ber ſtetigen Veraͤnderung ber Richtung in einer krum⸗ 
men Linie ſehen. Allerdings legt man einem einzelnen 
ausdehnungsiofen Raumpunkt eine Richtung bei, aber doch 
nur infofern, als er Punkt einer krummen Binie, aber Ver⸗ 
flußpunkt innerhalb einer ſtetigen Weramberung der Rip 
tung. iſt. Niemand wisb einem ifolist gedachten Raum⸗ 


punkt eine Richtung zufprechen, dies wäre völlig finnlos 
So ift auch eine Gefchwindigkeit, als am&dehnungslofen 
Zeit» und Naunwunkten in ihrer Iſolirung inwohnend, ſinn ⸗ 
los. Durch ein Veoerhaͤltniß annullirter Zahlen iſt im 


Grunde dieſelbe Iſolirung auögefproden, und de Aus. 
druckoweiſe daher zu verwerfen. 


! 
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Wir wollen die Bedingungen der Denkbarkeit eines 


maementanen Zuſtandes zuerſt an dee anſchaulicheren Vor⸗ 


ſtellung einer krummen Linie und einer in einem ausdeh⸗ 
nungsloſen Raumpunkt vorhandenen Richtung nachweiſen, 


- Ba die Schwierigkeit dabei ganz. Diefelbe if} wie bei einer 


— 


” u 


momentanen verhältuigmäßigen Shärle des Wachiens,, ob⸗ 
gleich man von derfeiben in der Mathematik gewöhnlich 
nicht viel Aufheben: macht. Die Möglichkeit einer einem 
bloßen Punkt inhärirenden Richtung erhellt folgendermaßen: 
Erſtens iſt klar, ba Die Veränderung der Richtung eine 
ſtetige, alle denkbaren Zwiſchenſtufen der Richtung durch⸗ 
laufende iſt, daß, ie kleiner Der Fortſchritt iſt, der auf der 
krummen Linie von einem Punkt aus genommen wird, 
deſto Heiner auch die Beraͤnderung der Richtung iſt, und 
Daß Die Veränderung ber Michtung dem Verſchwinden um 
fo näher gebracht wird, je kleiner der Fortſchritt genom⸗ 
men wird. Man nähert ſich alfo mit Werkleinerung bes 
Fortſchritts ohne Ende einer beffimmien Ricstung. Run 
find aber nach jeder noch fo Heinen angebbaren Veraͤude⸗ 
rung der Richtung unendlich: viele Punkte factiſch durch⸗ 
laufen. Diefe im Gontinwirlicden immer surüdhleibende 
Unmdlichkeit, Die real vorhanden ift, bringe es mit ſich, 


daß jeder angenommene Fortgang ind Unendliche fein bies 


poftulister, ſondern ein verwirklichter if. Wenn ih mich 
nun einer Richfung ind Unendliche nähere, fo wirb da⸗ 
durch, daß der Fortgang. ind Unendliche sin verwirklichter 
ift, auch die Richtung eine verwirklichte. So erſcheint Die 
Richtung eines einzelnen Punktes nur getragen und ge 
halten durch dieſen realen Durchgang durch bie Unendlich 
keit, und wäre ohne das Zuſammenſein dieſes Punktes 
un andern in ihn continuirlich überfließenden Punkten un⸗ 

lich. 

In den einzelnen Acten der fortſchreitenden Bildung 


der krummen Linie, vom welchen jeder angebbare Fortſchritt 
ſchon unendlich viele enthält, iſt un Grunde genommen 


weder Dauer noch Veränderung der Richtung verhan- 
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Den, da beide keine angebbare Größe haben. In dieſem 
continuirlichen, alle. denkbaren Zuiſchenſtufen durchlaufenden 
Ucbergang fließt dis Dauer wit ber Weränderung ſelbſt 
zuſammen, und beide widerſprechende Begriffe zermalmen 
fich in ihrer Berbindung. So if freilich Bas Widerſpre⸗ 
chende der ganzen Sache nicht befeitigt, was vbegreiflichet⸗ 
weife auch nicht die Abſicht fein kam, ſondern es Tommi 
erſt recht zum Vorſchein. Wenn man durch biefe Art von 
Dauer das Vorhandenſein eines Zuſtandes innerhalb der 
ſtetigen Veränderung begreiſtich findet, fo lounut es dem 
Berſtande noch theuer genug zu ſtehen. Die Begriffe ber 
Veranderung und Dauer in ihrer Sonderung und Ge 
ſchiedenheit verhalten ſich der Weit des anfchantichen Gen: 
tinuums gegenüber gewiffermaßen wie. dicrete Größen 
So wie wir in bem Gontinuirlichen gewiſſe Werhältuäffe 
abſolut sollendet vor uns fehen, die durch Zahten wie er⸗ 
reicht werben fünuen, ja deren Zahlenwerthe ganz wiber: 


fprechend find, wie z W. eine Dahl, Die mitfiey feihf 


multiplieirt 2 gebe, abfolut unmöglich iſt, fo wird die Na 
tur des Sontinmums auch unfern Begriffen wißerfprechend 
gefunden, ba fie auf eine Einheit eutgegengefehter Be⸗ 
flimmungen führt, und it gegenüber die Vegritſe ſich in 
ihrer Sonderung nicht erhalten Finnen. 

Mit der momentanen verbhältwißmäßigen Stärke des 
Wachſens bei einer ſtetigen BVeraäͤnderung derſelben iR es 
nun ganz ebenſo veie.'mit der momentanen‘ Richtung in 
einer Prummen Linie. Den einzeinen Punkten der verän⸗ 


Derfichen Größen inhärirt eine beflimmte momentane Würfe : 


bes Wachſens nur dadurch, Daß die Unendlichkeit der Zwi⸗ 
ſchenſtufen überall real durchlaufen und gänzlich erſchöpft 
wird, und Die einzelnen Punkte continuirlich in. andere 
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überfließen,, mit denen fie einen nicht angebbaren . Unter: | 


ſchied ber Stärke des Wachſens bilden, ober au daß in den 
eingeiten in die Unendlichkeit fich veriierenden Acten bes 
Uebergangs weder Dauer noch Veränderung für ſich wahr⸗ 
haft vorhanden if . 
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Die Überküftgen Denn man die Schwierigkeiten betrachtet, welche an 
Sifeentiels und ber Denkbarkeit der fletigen Veränderung haften, fo. wird 
es nicht verwunderlich‘ erfheinen, daß die Darftelungen 
der Differential und Integralrechnung an allerlei Iogifchen 
Härten laboriren, ſobald man die Speculationen über die 
Art des Vorhandenſeins eined momentanen Zuſtandes mit 
ber Entwidelung der Methode feiner Berechnung vermiſcht. 
Man follte das Wiberfprechende im Begriffe der fletigen 
Veränderung ſchlechtweg anerkennen und ſich zum Bewußt⸗ 
; fein bringen, und dann Die tiefere. Unterſuchung der Logik 
und Dialektik überlaffen, aber nicht allermärts vergeblich 
. fi abarbeiten, einen trüglichen. Scheinfrieden zu fchließen 
und mit den Widerſprüchen zu accordiren. Die Mathe 
matit nimmt den Begriff der. Veränderung überhaupt und 
der ſtetigen Veränderung insbeſondere ald einen unferm 
Denken unabweisbar fith Darbietenden auf, zieht auf dem 
Gange ihres nothwendigen Denkens die Confequenzen bar- 
aus, und überläßt die Unterfuchung des Yundamentes bie- 
ſes als nothwendig ſich darftellenden Gedankenganges der 
Philoſophie. Die in dem Grundbegriff liegenden logiſchen 
Schwierigkeiten und Widerſprüche, infofern fie allgemeine⸗ 
rer Natur find, fchaden ihr gar Nichts. In diefem Sinne 
fagt Herbart mit Recht: „Wenn bie Mathematik an 
Widerfprüchen fterben Zönnte, fo wäre fie längft todt.“ 
Wozu überhaupt die vielen Grübeleien über die unenblich 
Beinen Größen oder Zunahmen. Sind fie ein Widerſpruch, 
fo find fie eine fehr unfchuldige Gonfequenz aus dent Be⸗ 
geiffe Der flefigen Veränderung. Diefen follte man vor 
allen Dingen angreifen und befrittein; damit würde mean 
aber auch einfehen, daß man fi auf das Gebiet der 
Philoſophie begeben hatte. Wenn man die unendlich Hei- 
nen Größen unter eine fo feharfe Controle geftellt fiebt, 
der Begriff der fletigen Veränderung aber unangefochten 
paffiren darf, fo kann man nichts Anderes ‚denken, als bie 
Pleinen Diebe hängt man, und bie großen läßt man laufen. 
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Der Begriff der flefigen Veränderung und ber Ver⸗ 
anderung überhaupt ift nach allen feinen Schwierigkeiten 
und Härten füs dad Denken in der Bhilofophie lange vor 
ber, ehe diefer Begriff in der Mathematif eine folche 
Wichtigkeit und weite Sphäre feiner Anwendbarkeit erhal 
ten hat, weitläufig zur Sprache gebracht und in viel all- 
gemeinerem Sinne behandelt worden, als es der Mathema- 
tik zukommt. Die Mathematik follte dies Gebiet auch 
gänzlich der Philoſophie überlaffen, da Alles, worauf diefe 
Unterfuchungen zuletzt binauslaufen, nur bie logifihe Na- 
tur defien betrifft, was man das wahrhaft Seiende oder 
Reale. nennen will, und deswegen auch ganze Philofophifche 
Syſteme darnach unterfchieden werden fönnen, wie fie fid 
zu den Widerfpsüchen des Begriffs der Veränderung ftel- 
fen. Und wenn bie Eleaten die Wahrheit ımb Realität 
aller Veränderung und Bewegung ſchlechthin Täugnen, und 
ein abfolut unveränderliches reines Gein für das einzig 
Wahre erflären, und andere verwandte Syfteme wenig: 
ſtens nur das von Widerfprüchen Purifleirte für ein wahr« 
haftes Sein halten, und alle lebendigen Begriffe fo Tange 
abdeftilliren, bis fie Das vollkommene Phlegma ihres weſen⸗ 
haften Seins haben, und wenn bagegen wieder andere 
philoſophiſche Syſteme die -ftetige Weränderung und den 
ewigen continutrlihen Fluß der Binge für. das einzig 
wahrhaft Reale auögeben, und demgemäß auch die dialek⸗ 
tifche Bewegung der Begriffe, ihr Zufanmenflleien und 
ihre Ausſcheidung, für die wefentliche innere Natur des 
Bahren überhaupt halten, was geht die Alles die Mathe⸗ 
matit an? If alle Veränderung nur ein mit Nothwen- 
digkeit fi aufbrängender Schein, nun gut, ſo beſchaͤftigt 
fih die Mathematik mit den nothwendigen Gefegen Die 
fer reichen, ſchönen und bunten Scheinwelt, und beneibet 
Niemand um die graue Langeweile feines von Widerſprü⸗ 
hen gänzlich purificisten wahren Seins. j 

Den größten Unfug in den Darftelungen ber Diffe⸗ 
rential ⸗ und Integralrechnung hat offenbar das Wort un⸗ 


urn 


24 
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endlich Fein angerichtet. Es feheint recht dazu gemacht 
zu fein, daß alles Halbe, Unentſchiedene und Schwankende 


ſich darin einniflet, und daß es allen Juconſequenzen der 


Darftelung gefällig fih anfchmiegt. Da es an fi eine 


. völlige contradictio in adjecto ift, und mit der einen Haud 


nimmt, was ed mit Der andern gibt, fo Tann es nur da⸗ 
durch einen Sinn erhalten, daß man in Gedanken den 
Accent entweder auf unendlich oder auf Hein legt. Wird 
der Accent des Gedankens auf unendlich gelegt, und Der 
Zuſatz Fein preisgegeben, fo ift eine unenblicd Heine Zahl 
nichtd Anderes ald eine Null, legt man den Accent auf 
Fein und läßt unendlich fallen, fo denkt man eime wirt: 
lihe Zahl, und legt man endlich wie gewöhnlich den Accent 
des Gedankens auf gar nichts, fo kann man darunter den- 
fen was man will. Und wenn man das Wert unendlich 
Hein bald in ein Räfonnement eingehen ficht, bei welchem 
der Nero des Beweiſes darin befteht, daß die Vorſtellung 
des Etwas fefigehalten wird, und bald wieder in ein ande- 


. cd, wo man von der Vorftellung des Nichts den alker- 
beſten Gebrauch machen kann, fo wird alle Gonfequenz der 


Beweiſe unterbrochen. Rimmt man es mit dem Zuſatz 


unendlich fireng, fo ift zwar bie unendiich Peine Zahl ihrer 
Größe nach nicht von Null verfihieben, aber das Wort 
unendlich Fein ift dann doc bequem, um durch daſſelbe 


nicht die Null ſchlechthin zu bezeichnen, ſondern die Ruf, 


inſofern fie durch einen ind Unendliche fortgehenden Pro- 
greß der Verkleinerung entflanden gedacht werden fol. 


Wenn wir in dem Kolgenden und des Wortes unendlich 
Plein bedienen, fo wirb es durchaus als gleichbebeutend 
mit Rull genommen, und wir thun ed blos, um die Null 
und ihre Entſtehung zugleich auszubrüden, nicht aber, um 
ben Mantel auf zwei Achſeln zu tragen und nöthigenfalle 
nach dem Winde zu hängen. 

Es unterliegt Feinem Zweifel, daß diejenigen Zahlen, 
welche man unendlich Plein genannt bat, und welche den 
Zähler und Renner des Diffseentialquotienten bilden, völ 
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Kg gleich Null zu fehen find, ſobald man unter denſelben 
nicht bie hypothetiſchen Zunahmen der ungleihmäßig Wach⸗ 


enden werfteht, fondern Zunahmen, die ihnen in ihrem - 


wirklichen Verlauf zukommen, und doch die momentane 
verhältwigmäßige Stärke des Wachſens genau angeben fol 
len. Es wäre wohl, wenn man den Differentialquofien- 
ten einmal als einen Quotient von Zunahmen bezeichnen 


wollte, das Unzweideutigſte und Beſte geweien, wenn mah 


ihn den Quotient ber aufgehobenen Zunahmen genannt 


, weil er nur aus dem Setzen der Junahmen und 
dan Wie deraufheben derſelben reſultiren kann. Allerdings 
iſt eine aufgehobene Zunahme keine Zunahme; aber dennoch 
find in. dem Grenzwerth bed Differenzquotienten die Zur ; 


nahmen als aufgehnbene noch enthalten infofern, ald de ’ 
felbe wenigſtens die Bedeutung eined Duotienten von Zu- 


nahmen bat, indem er eine verhaͤltnißmäßige Stärke des 
Wachfens ausdrückt. Der allein logiſch zu rechtfertigende 
Widerſpruch ſcheint und hier, wie überall bei der Auf 
faffung eines blos potentialen nicht in Realität übergehen: 


den Daſtins, Darin zu liegen, daß eine Beflimmung, weide 


in dem Refultat aufgehoben ewfcheint, dennoch im demfelben 
gegenwärtig und erhälten iſt durch bie Bedeutung, welde 


u. nr, tern v .- 


Diefem Refultat untergelegt wird. Doch laſſen wir Died 


auf fih beruhen. Den Ausdruck unendlich Bein: fcheint 
man deswegen vorgezogen zu. haben, um durch denfelben, 
da das Wort Bein Darin vorkommt, ber finnlichen Vor⸗ 
ſtellung noch einen ſchwachen Anhalt zu laſſen, und ihr 
den Boden nicht ganz unter den Füßen wegzuziehen. 
Indefien hat man die umenblich Heinen Zahlen keines 
wegs überall für ideutifh mit annullirten Zahlen erklärt, 
und geglaubt, daß demfelben dach nod) Etwas von Größe 
anbaften müſſe, und hat Hinter dem Unendlichkleinen noch An 
dunkles, unfagbares Etwas gefucht, von welchem man zu- 
gab, daß es fich nicht genau definiren laſſe, weil alle dar- 
auf angewandte Denkbeflimmungen eine Verfälſchung bin- 
einbringen müffn Man wagte um fo weniger. den Be 
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geiff der Größe in dem Unendlichkleinen ganz fallen zu 
laffen, weil man fic) genöthige fah, -verfchiedene Ordnun⸗ 
gen des Unenblichffeinen anzunehmen, und folglich Unter- 
fihiede des Unendlichfleinen zu flatuiren, welche nicht ein⸗ 
mal quantitative find, fondern welche, da fie ihrer Größe 
nach ganz unvergleichbar fein follen, gewiſſermaßen Art 
unterfchiebe des UnendlichMeinen fein müßten. . Indem 
diefe Anficht vom Unendlichkleinen fich doch in irgend ei⸗ 
nem Ausdrud zu firiren beftrebt fein mußte, bat man bie 
in fo vielen Lehrbüchern vorkommende Definition deffelben 
- gegeben, daß ed zwar eine Größe fei, aber eine Größe, bie 

. Heiner fei als jede noch fo kleine denkbare oder angebbare 
Größe. Auf diefe Weiſe glaubte man ſowohl die wirf- 
liche Größe ald auch das völlige Nichts glücklich vermieden 
zu haben. Weit entfernt aber, fich Dadurch in den Schwebe⸗ 
punkt zwifchen dem Etwas und dem Nichts gefeht zu ba 
ben, fo bat man durch diefen Ausdrud flatt einer halt⸗ 
baren Borftelung nur eine fid) immer über fich felbft fort- 
‚ treibende Bewegung des Denkens bezeichnet. Dean jede 

noch fo Beine angebbare Größe ift doch immer wech eine 
angebbare Größe; was Feiner ift als diefelbe, und wäre 
ed auch viel taufendmal kleiner, iſt ebenfalls eine angeb- 
bare Größe. Nun fol freilich nach diefer ſelben Definition 
das Mnendlichfleine ja auch Feiner als dies Letztere fein; 
aber da dies Kleinere aus demſelben Grunde wieder eine 
angebbare Größe ift, fo fällt man jeden Augenblick, wenn 
man aus der angebbaren Größe heraustreten will, immer 
‚ wieber in diefelbe zurüd. Man müßte, um wirklich ber- 
auszukommen, biefe Procebur der Verkleinerung unendlich 
vielmal wieberholen, wodurd man dann aber entweder ein 
Unerreichbared oder eine völlig annullirte Zahl ausſpricht. 
Diefe Definition des Unendlichkleinen alfo, Fatt ein rubi- 
ges Plägchen zu gewähren zwifchen der Stylla und Cha⸗ 
rybdis der wirklichen Größen und des Nichts, ift vielmehr 
ein Strudel, der fich immer tiefer in ftch ſelbſt hineinwir⸗ 
beit. Nur das Abbrechen des Denkens an einer beliebigen. 
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Stelle kann bier Ruhe finden, wie es denn auch von felbft 
klar ift, daß Alles, was weder Etwas noch Nichts fein 
fol, wenn dadurch nicht etwa ein Werden, ſondern ein 
Ding bezeichnet werden ſoll, nie faßbar ſein wird. Gibt 
man etwas der Urt dennoch als einen unvermeidlichen Bes 
griff, fo erwartet man wohl von Sedermann fo viel feine 
Rückſicht, daß er die Gedanken nit gewaltfam prefie, 
fondern ſich nach diefer doppelten Regation überhaupt rubig 
verhalte. 

Wir wollen die vielen Verfuche, die man gemacht 
bet, um die Schwierigkeiten des Begriffs einer fletig flier 
Senden Weränderung auf eine liſtige Weiſe zu umgehen; 
nicht weiter nambaft machen, da man. fi) dabei über die 
Logifche Natur des Problems cbenfo fehr getäufcht, als die 
Mathematik mit überflüffigen Grübeleien beläftigt und ver 
unftaltet bat. Irgend ein Widerfpruh, der viel fchlim- 
mer ift ald der Erſte, wird unvermerkt untergefchoben, 
und Durch weitläufige Erklärungen verdedt, und man 
fhmeichelt fich dabei, das Gebäude der Mathematik be 
fefligt zu haben, wenn man bie Haffenden Rifle der Wider: 
fprüche nothdürftig verſchmiert hat. 

Wenn wir einmal alle die Schwierigkeiten wegdenken, 
welche theils durch die Unterſuchung über die Möglichkeit 
des Vorhandenſeins eines rein momentanen Zuſtandes, 
theils durch die Polemik gegen gangbare Vorſtellungen 
über die Differentiale hervorgerufen worden find, fo find 
‚die Grundprincipien der Differentialrechnung höchſt einfach, 
Par und wohlbegründet. Daß eine momentane verhaͤltniß⸗ 
mäßige Stärke des Wachfend zweier Weränderlichen durch 
den Grenzwerth ihres Differenzquotienten dargeflelt und 
berechnet wird, iſt ganz Mar; ebenſo klar, daß, wenn ich 
ihn als einen Duotienten von Zunahmen betrachten wi, 
ich folche Zunahmen denken muß, die überhaupt eine Stärke 
des Wachſens auszudrüden im Stande find, alfo. zuſam⸗ 
mengebörige Zunahmen von gleichmäßig Wachfenden, oder 
Zunahmen, welche unter der. Annahme einer unveränder: 
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ten Starke des Wachſens entſtehen würden, und dieſe ind 


* unfere hypothetiſchen Zunahmen der ungleichmäͤßig Wach⸗ 


ſenden, die natürlich wirkliche Größen ſind. Auf dieſe 
Weiſe bewahrt ſich die Mathematik einen ebenſo klaren 
und ſicheren als ſtreng beweiſenden Gang, und die Diffe⸗ 
rentialrechnung ſteht dann in dieſen Hinſichten der Exhau⸗ 
ſtionsmethode der Alten keineswegs nach. Und obgleich ſie 
es mit lauter faßlichen Vorſtellungen zu thun hat, iſt das 
Widerſprechende eines momentanen Zuſtandes nicht gelaug⸗ 
net ober verdeckt, ſondern anerkannt. Nur erhält ber 
Mathematiker in feinen Forfchungen fih immer ſchwebend 
über den Widerfprücden, die der Philoſoph in feinen 
logiſch⸗ Dialeftifchen Unterfuchungen in ihrer ganzen Härte 
bervorzuzichen bat. Diefer darf den Stachel des Wider⸗ 
ſpruchs nicht feheuen, fonbern muß ihn lebendig erhalten, 
und Die Dual der Unruhe verwanbeit fih ihm in die 
Wolluſt feiner Gedanken. 
- B vr Aa » nr u “ ur — an? 
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Die bisher entwidelten Lehren ber Differentialrechnung 
zeigen uns im Allgemeinen den Weg, den wir einzuſchla⸗ 
gen haben, um die momentane verhältnigmäßige Stärke 
des Wachſens zweier veränderlihen Größen zu finden, 
wenn wir nämlich Die Art der Abhängigkeit der Größen 
fhon kennen, d. b. wenn wir wiſſen, durch welde Fun⸗ 
ction der einen Größe, als der willfürlich Weränderlichen, 
der Werth der andern, qls der abhängig Weränderlichen 
ausgedrüdt wird. Das dabei anzumendende Verfahren tft 
allgemein anmwenbbar, und: beftehbt dem Dbigen zu Folge 
darin, daß man die willfürlih Veränderliche x um einen 
allgemein ausgedrüdten Zahlenwerth wachſend denkt, und 


eine zweitheilige Größe, wie etwa x-+k, flatt x in die 


gegebene Function einfeßt, dadurch den Differenzquotienten 
ber Veränderlichen, namlich der Zunction von x umd bes 


x felbft, allgemein darſtellt, uud dann zufieht, in welche 
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beftimmte Function der willkürlich Beränderlichen biefer 1 
Differenzquotient übergeht für Die wieder aufgehobene oder i 
annullirte Zunahme k der willfürlih Veränderlichen. Der 
fo erhaltene Differentisiquotient brüdt die momentane ver⸗ 
hältnifmäßige Stärke des Wachfens allgemein in ihrer Abs 
bängigfeit von der willfürlich Veranderlichen aus. 

Nun haben wir oben (5. 11), als wir die Unterſuchung 
über die verhäaltnigmäßige Stärke des Wachfend der von 
einander abhängigen veränderlihen Größen einleiteten, als 
Zwed derfelben angegeben, vwermittelft der verhältnißmäßi- - 
gen Stärfe des Wachſens zweier veränberlichen Größen die 
Geſetze der Abhängigkeit dieſer Größen felbft zu finden. 
Denn als die natürlichfte und zugleich allgemein anwend⸗ 
bare Methode zur Auffindung folcher Gefege, fo fehloffen . 
wir, muß uns diejenige erfcheinen, welche die Größen mt ; 
ftehen läßt, und fi in den innern Proceß ihres Werdens | 
verfeßt, oder welche fih an den in dem Weſen der Ver 
änderlichkeit liegenden Begriff des gemeinfchaftlich fort: 
ſchreitenden Wachfend anfchließend die Stärke dieſes Wach⸗ 
fend md Auge faßt und unter eine allgemeine Regel bringt, 
um Daun die durch allmäliges Wachſen erreichten Werthe 
der veränderlihen Größen ald Refultat biefer in ihrem 
ganzen Verlauf fich. Eundgebenden Stärke des Wachſens 
hervorgehen zu laffen. Wenn Dies der einzige Zweck der 
Beſtimmung der verhättnigmäßigen Stärke des Wachfens 
oder des Differentiirend wäre, fo müßten wir zugeben, Daß 
wir daſſelbe in der Geftalt, in welcher es brauchbar ift, 
noch nicht kennen gelernt haben, oder daß wir wenigftens 
noch nicht willen, auf welche Weiſe die bisher entwickelten 
Regeln zu jenem "Zwede verwendet werden fünnen. Denn 
grade die Function, in welche das Geſetz der Abhängigkeit 
zweier Veränderlichen gefaßt wird, haben wir in dem Bis⸗ 
berigen bei Beflimmung der verhäftnißmäßigen Stärke des 
Wachfens immer fchon als befannt und gegeben vorausges 
fegt, und das entwidelte Verfahren des Differentiirens 
war überall auf diefe Vorausſetzung bafırf. Allerdings if 


128 Zweites Gapitel. 


diejenige Anwendung der verbaltnißmaßigen Stärke des 
Wachſens, bei welcher diefelbe nur ald Mittel gebraucht 
wird, um die Sefeße der Abhängigkeit veränderlicher Grö- 
Ben zu finden, bei weitem bie wichtigſte und bauptfäch- 
lichſte, und von derfelben fol gleich im nächflen Capitel 
ausführlich gehandelt werden. Zunächſt aber künnen wir 
fragen, ob nicht auch das Differenfüren, welches das Be⸗ 
fanntfein der die Abhängigkeit der Größer angebenben 
Function voraudfeßt, und welches wir biöher allein kennen 
gelernt haben, fehon unmittelbar die Auflöfung wichtiger 
matbematifcher Probleme enthält. | 

Obgleich ed unmöglich iſt, die Menge wichtiger ma: 
thematifcher Probleme, welche durch das Differentiiren ge: 
gebener Zunctionen lösbar find, in vorläufiger Weberficht 
anzudeuten, fo werben doch auch fehon einige wenige Bei: 
fpiele hinreichend zeigen fünnen, wie fruchtbar dieſe Ope⸗ 
rafion ift, und wie insbefondere durch diefelbe die Betrach- 
tung in eine Sphäre großer Allgemeinheit erhoben wird, 
und die umfaflendften Probleme, von welchen man fonft 
nur einzelne Fälle durch fpecielle Kunftgriffe zu behandeln 
verſtand, in einer einzigen Methode der Auflöfung begrif: 
fen werden fönnen. So ift 3. B. aus dem Vorhergehen⸗ 
den fchon einzufehen, daB man durch das Differentiiren 
in den Stand gefegt wird, eine Tangente an jebe krumme 
Zinie zu ziehen, deren Parallelcoordinatengleichung gegeben 
iſt. Wir verftehen unter Zangente bier zunächft nur eine 
Linie, welche die momentane Richtung einer krummen Linie 
angibt, und laflen ed unentfchieden, ob diefelbe die frumme 
Rinie in allen Fällen blos berührt, ober ob fie in gewiſſen 
Fallen diefelbe auch fchneide. In den Goordinaten ber 
Zangente ift diejenige verhältnigmaßige Stärke ded Wach⸗ 
fend zur Ausführung gekommen, welche die Coordinaten 
der krummen Linie im Zreffpunft der Zaugente momentan 
haben. Berechnet man alfo diefe momentane verhältniß- 
mäßige Stärke ded Wachſens durch Differentiiren der ge: 
gebenen Gleichung oder Zunction, fo fann man eine grade 
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Linie conftruiren, in deren Coordinaten diefe Stärke Des 
Wachſens conflant ifl. Der Winkel, den dieſe Gerade mit 
ihrer Abfeiffe bildet, ift derfelbe, welchen die Zangente mit 
der Abfeiffe der krummen Linie bildet, und die Tangente 
kann alfo leicht gezogen werden. 

Ein anderes umfaflendes und wichtiges Problem, wel- 
ches durch das Differentiiren einer gegebenen Function fehr 
leicht und einfach gelöft wird, ift die fogenannte Lehre vom 
Größten und Kleinften, oder die Auffuchung derjenigen 
Werthe der willkürlich Veränderlichen, für welche die ab» 
bangig Veraänderliche einen größten oder Pleinften Werth 
annimmt. Eine abhängig Veränderlihe fann aber nur da: 
duch einen größten Werth annehmen, daß fie bei dem 
fortwährenden Wachfen der willkürlich Veränderlichen erft 
im Wachſen und dann im Abnehmen begriffen ift, und 
einen Meinften dadurch, daß fie erft im Abnehmen und 
dann im Wachfen begriffen if. In dem Moment de 
Ueberganges aus dem Wachſen ind Abnehmen wird das 
Marimum erreicht, und in dem Vebergang aus dem Ab- 
nehmen ind Wachſen das Minimum. Nun ift aber aus 
Früherem ($. 36) befannt, daß in dem alle, ald mit 
einem Wachſen der willfürlich Weränderlichen auch ein 
Wachſen der abhängig WVeränderlichen verbunden ift, der 
Differentialquotient poftfiv, und in dem umgefehrten Falle 
negativ if. Wenn alfo bei fortfchreitendem MWachfen der 
willkürlich Veränderlichen die abhängig Veränderliche aus 
dem Wachſen ind Abnehmen übergeht, fo geht der Werth 
des Differenfialguotienten aus einem pofitiven Zahlenwerth 
in einen negativen über. Da diefer Uebergang grade auf 
die Stelle des Maximums fällt, und ein Webergang aus 
einem pofitiven Zahlenwerth in einen negativen, infofern 
Diefer Uebergang, wie bier angenommen, ftefig ift, fich 
nur durch den Durchgang durch den Nullwerth vermitteln 
fann, fo folgt, daß für Die Stelle des Maximums der 


Zahlenwerth des Differentialquotienten in den Nullwerth 
Snell IJ. 9 
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übergeben muß. Um alfo denjenigen Zahlenwerth der will 
kürlich Weränderlihen x zu finden, für welchen die als 
Differentialquotient gegebene Function von x den Rull- 
werth annimmt, brauche ich nur diefe Function gleich Null 
zu fegen, und dann die auf Null gebrachte Gleichung in 
Bezug auf x als Unbekannte algebratfch aufzulöfen. Mit 
dem Minimum verhält es fich ebenfo. Bei einem Mini⸗ 
mum geht die abhängig Veränderlihe aus dem Abnehmen 
ind Wachen, und folglich der Differentialquotient aus ne⸗ 
gativen Werthen in pofitive über, ift alfo für den Moment 
dieſes Weberganges felbft, oder für die Stelle des Mini- 
mums gleih Null. 

Es fei ferner das Gefeß einer Bewegung dadurch be: 
flimmt, daß der Raum ald Function der Zeit gegeben ift, 
und man alfo den nach jeder beliebigen Zeitdauer der Be⸗ 
wegung durchlaufenen Raum unmittelbar berechnen Tann. 
Es kann alddann gefragt werden, wie findet man allge- 
mein die in jedem Zeitpunkt der Bewegung vorhandene 
Gefhwindigkeit, oder durch welche Function der Zeit wird 
die Geſchwindigkeit ausgedrüdt. Eine gleichbleibende Ge: 
fhwindigfeit wird ausgedrüdt Durch den Quotienten zu⸗ 
fammengehöriger Zunahmen ded Raumes und der Zeit. 
Sind nun Raum und Zeit ungleihmäßig wachfend, und 
ift folglich die Geſchwindigkeit ſtetig veränderlich, fo kommt 
ed, um die Geſchwindigkeit eines Zeitpunftes zu finden, dar: 
auf an, zu beflimmen, wie groß der Quotient zufammen- 
" gehöriger Zunahmen des Raumes und der Zeit fein würde, 
wenn die in diefem Zeitpunft vorhandene verhältnigmäßige 
Stärke des Wachfens diefelbe bliebe. Died fagt und aber der 
Differentialquotient der beiden ungleihmäßig Wachfenden, 
des Raumes und der Zeit. Derfelbe Liefert uns alfo die 
jenige Yunction der Zeit, durch welche die Gefchwindigfeit 
eines einzelnen Zeitpunftes allgemein ausgedrüdt wird. 
Sei der Zahlenwerth der Zeitdauer einer Bewegung durdh t, 
und der des durchlaufenen Raumes, ald irgend einer Fun⸗ 
ction der willfürlich Veraͤnderlichen t, durch f(t), und die 
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Geſchwindigkeit durch 'c vorgeftelt, fo gilt allgemein bie 
Gleichung 28 = c. Drückt man, wie es gewoͤhnlich iſt, 


den der Zeit t zugehörigen Raum ſtatt durch f(t) durch 
den Buchftaben s aus, fo bat man die befannte und wich: 


fige Differentialgleihung “ —=c. Dan fieht alfo, wie 


durch die eine und Ddiefelbe Operation des Differentii- 


rens für alle denkbaren Bewegungen ein Uebergang ver- 
mittelt wird von der Beziehung zwifchen Raum und Zeit 
zu der Beziehung zwifchen Gefchwindigkeit und Zeit, und 
hierdurch allein die Möglichkeit gegeben ift, diefe Zuſam⸗ 
menbänge auf eine durchgreifende und fruchtbare Weife 
einer mathematifchen Behandlung zu unterwerfen. | 
Es iſt nicht ſchwer zu fehen, daß auch der Uebergang 


von der Gefhwindigkeit zu der Kraft Durch die Operation 


des Differentiirend zu bewerkfteligen if. Wir nennen 
überhaupt Alles, wodurch eine vorhandene Geſchwindigkeit 
nach Größe oder Richtung verändert wird, eine Kraft, 
mag nun die Gefchwindigfeit befchleunigt oder retardirt 
werden. Wir wollen und bier nur den einfachen Fall den- 
fen, daß die Richtung der Kraft und die Richtung der 
Geſchwindigkeit in Eine gerade Linie fallen, wodurch die 
Bewegung geradlinig wird. Es fei die Gefchwindigkeit als 
Function der Zeit gegeben, und es wird gefragt, wie man 
daraus die in jedem Zeitpunkt vorhandene Kraft berechnen 
kann, falls fie veraͤnderlich iſt. Von der Größe der Kraft 
kann man ſich nur eine Worftelung machen durd die 
Größe der Veränderung der Gefchwindigkeit in einer ge 
willen Zeit, wenn dabei an Feine Berfchiebenheit der Maſſe 
gedacht, fondern eine beliebige unveränderlihe Maffenein- 
beit zu Grunde gelegt wird. Um alfo die Kraft zu be 
fimmen, braucht man nur zu wiflen, wie groß die Zu⸗ 
nahme der Gefchwindigkeit ift für eine gewifle Zunahme 
der Zeitz der Quotient diefer Zunahmen dient ald Maß 
9% 
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"der Kraft. Sind die Veränderungen der Geſchwin⸗ 
digkeit in gleichen Zeiten gleich groß, und alfo Zeit und 
Geſchwindigkeit gleichmäßig wachfend, fo ift durch dieſe 
eonftante Stärke des Wachſens von Gefchwindigkeit und 
Zeit eine beftimmte Kraft ausgedrüdt, oder die Kraft ift 


conſtant. Sind aber Gefchwindigkeit und Zeit ungleidy- 


mäßig wachfend, und alfo die Kraft ſtetig veränderlid, fo 
wird ed, um die momentane Kraft eines einzelnen Zeit- 
punft3 zu berechnen, darauf ankommen, zu beflimmen, wie 
groß der Quotient der Zunahmen von Geſchwindigkeit und 
Zeit fein würde, wenn die in einem Zeitpunkt vorhandene 
Stärke des Wachſens diefelbe blieb. Da nun die Ge- 
fhwindigkeit ald Function der Zeit gegeben fein fol, fo 
brauche ich, um die momentane Stärfe ded Wachſens die: 
fer von einander abhängigen Veränderlichen zu finden, nur 
den Differentialquotient von Gefchwindigkeit und Zeit dar⸗ 
zuſtellen. Derſelbe liefert mir einen Ausdrud der Kraft 
in ihrer Abhängigkeit von der Zeit oder ald Function der 
Zeit. Wird alfo die Zeit durch t, die Geſchwindigkeit, als 
- die gegebene Zunction der Zeit durh c, und die Kraft 
durch v vorgeftellt, fo gilt die Differentialgleichung F — v. 

Dieſe wenigen Beiſpiele werden hinreichen, um zu 
zeigen, daß die Beſtimmung der verhaältnißmäßigen Stärke 
des Wachſens zweier von einander abhängigen veränder- 
lihen Größen, oder Die Darftelung ihres Differentialguo- 
tienten Methoden der Auflöfung ‚umfafjender und wichtiger 
Probleme darbietet, und daß das Differentiiren, felbft wenn 
man von allem Gebrauche defjelben zur Auffindung der 
das Geſetz der Abhängigkeit veränderlicher Größen aus- 
drüdenden Zunctionen abfieht, und ein folches Geſetz viel- 
mehr, wie bisher immer gefchehen, als ein gegebene vor⸗ 
ausfegt, eine Operation von der größten Wichtigkeit ift. 
Der wefentliche Vorzug diefer die verhältnißmäßige Stärke 
des Wachſens enthüllenden Operation liegt in der großen 
Allgemeinheit der Nefultatee Denn man wird an diefen 
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Beifpielen bemerkt haben, daß das Differentüren und die 
Mittel darbietet, höchſt allgemeine Begriffözufammenhänge 
in analytifche Ausdrüde zu fallen, und dadurch die arith- 
metifchen Operationen auch auf dem Gebiet fehr allgemet: 
‚ner Vorftellungen noch anwendbar und wirffam zu machen. 
Dhne diefe Erhebung in die Sphäre großer Allgemeinheit 
wird aber die Forſchung auf diefem wie auf jedem andern 
Gebiet des Wiſſens entweder hinken oder gar nicht von der 
Stelle fommen. Man braucht nicht viel von der Mathe- 
matik zu wiffen, um einfehen zu können, daß nur durch 
ſolche allgemein dargeſtellte Größepjufammenhänge diejeni⸗ 
gen Subſtitutionen und Umformungen vermittelt werden 
können, welche ed möglich machen, von beliebigen Voraus—⸗ 
fegungen auf die darin enthaltenen Folgen zu Tommen. 
Und weiter ift alle Erfenntniß nichts, als diefe Aufbellung 
des Zufammenhangs von Worausfegung und Folge, und 
als folche ift fie reines Denkproduc. Die andere noch 
wichtigere Anwendung der Differentialrehnung zur Auffin- 
dung der das Gefeh der Abhängigkeit veränderlicher Grö⸗ 
Ben darftellenden Functionen wird der Gegenftand des fol: - 
genben Capitels fein. 
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$. 22. 


Die Aohängigteit Wir wenden uns zu dem zweiten Haupttheil unferer 

dpa dr a Stärke allgemeinen Angabe des Begriffs und des Weſens der 
* Differential- und Integralrechnung. In dem vorherge- 

henden Capitel ift nur gezeigt worden, wie man fi) über« 
baupt einen Begriff bildet von einer momentanen verhält 
nißmäßigen Stärke des Wachſens, und wie man dieſelbe 
berechnet für jeden Verflußpunkt zweier Weränderlichen, bei 
denen bie das Geſetz ihrer Abhängigkeit angebende Function 
befannt if. Es fragt fi) nun aber, ob nicht aud in dem 
Balle, als die verhältnigmäßige Stärke des Wachſens zweier 
Veränderlichen allgemein durch ihren Differentialquotienten 
gegeben ift, die Junction, welche die Art der Abhängig- 
feit diefer Veraͤnderlichen angibt, Daraus abgeleitet werden 
fann. Es würden dann die zufammengehörigen Werthe, 
welche die Veränderlichen durch gemeinfchaftlich fortfchrei- 
tendes Wachſen allgemein in jedem beliebigen Punkt erreicht 
haben, als eine Folge oder als ein Refultat der in dem 
ganzen Verlauf der Größen fich kundgebenden veränberlichen 
verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens erfcheinen. 

Für gleichmäßig wachiende Veränderliche ift die Mög- 
lichkeit und die Art diefer Ableitung fehon im erften Ca⸗ 
pitel nachgewiefen. Bei denfelben- beruhte dieſe Ableitung 
auf fehr einfachen Schlüffen; denn ihre 'verhälfnigmäßige 
Stärke des Wachfens ift unveränderlih. Iſt nun ihr Dif- 
ferenzquotient = a, fo ift jede Zunahme ber abhängig 
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Veränderlihen amal fo groß als die zugehörige Zunahme 
der willkürlich Weränderlichen, und folglich ift, die will⸗ 
kürlich Veränderliche x genannt, die abhängig Weränder- 
liche allgemein glei ax, fobald die Veränderfichen zugleich 
in den Nullzuſtand übergehen. Behält die abhängig Ver: 
änderlihe noch einen Werth C für den Nullzuftand der 
willkürlich Veränderlichen, fo ift fie gegeben durch die Fun⸗ 
ction ax + C, wie früher ſchon gezeigt. Bei ungleichmä- 
Big Wachfenden ift aber die verhältnigmäßige Stärke des 
Wachfens felbft veränderlih, und nur durch eine Yunction 
der willtürlich Veränderlichen auszubrüden, und es fragt 
fih, ob und auf welche Weile Daraus diejenige Function 
gefunden werden Tann, welche die Art ber Abhängigkeit 
der ungleihmäßig Wachſenden felbft ausdrückt. Daß die 
legtere Function von der erfleren überhaupt abhängig und 
durch Diefelbe beſtimmt ift, läßt fich im Allgemeinen fchon 
Daraus entnehmen, daß der Werth, den die abhängig Ver⸗ 
änderliche für einen beliebigen Punkt ber willkürlich Ver⸗ 
änberlichen Durch das gemeinfchaftliche Wachſen beider erreicht 
bat, Doch nur eine Folge und Wirkung fein kann von ber 
im ganzen Verlauf der Größen vorhandenen verhältniß- 
mäßigen Stärke des. Wachfens, wenn dieſe Stärke auch, 
weit fie in unendlich vielen verfchiedenen Graden vorban- 
den gewefen ift, den Werth ber abhängig Weränderlichen 
durch unendlich. viele Effecte producirt hat. Durch den 
Diffcrentialquotienten iſt nun die verhaͤltnißimaͤßige Stärke 
des Wachſens für ale Punkte der willkürlich Veraͤnder⸗ 
lichen genau beftimmt, mithin ift auch allgemein jeber 
Werth, den die abhängig Weränderliche für irgend einen 
Werth der willtürlich Veränderlichen wachfend erreicht hat, 
völlig beſtimmt, wenigftens infofern völlig beflimmt, als 
er überhaupt von der willkürlich Veraͤnderlichen und folg⸗ 


lich auch vom Differentialquotienten abhaͤngig iſt, und nicht 


etwa einen von derſelben unabhängigen conſtanten Beſtand⸗ 
theil_ bat. Und da deu allgemein ausgebrüdte Werth der 
abhängig Weränderlichen nichts Anderes ift, ald die Function 


Sind Yunction 
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der willkürlich WVeränderlichen, welche die Art der Abhän⸗ 
gigkett der beiden Veränderlichen angibt, fo ift diefe Fun- 
ction, abgefehen von irgend einem conftanten Beftandtheil 
derfelben, Durch Den Differentialquotienten nothwendig 
beſtimmt. 


$. 43. 
Man kann aus dem Vorhergehenden ſchließen, daß 


—— eine beſtimmte Function einer Veränderlichen x, die als 
rend, 


Differentialquotient gegeben ift, nicht aus mehreren ver- 
fhiedenen Functionen von x durch Differentiafion bervor- 
gehen Tonnte, fondern nur aus Einer beftimmten. Kennt 
man alfo eine Function von x, aus welcher eine andere 
gegebene Function von x ald Differentialguotient fich ab- 
leiten läͤßt, fo ift jene erflere Function zugleich die Ein- 


-zige, aus welcher die zweite Durch Differentiation erhalten 


werden kann. Die Befchränktung, welche dieſe Regel erlei- 
det, ift in dem Morbergehenden fchon. enthalten, und ift 
dDiefelbe, Die auch der Sag hat, aus welchem diefe Regel 
abgeleitet if. Sie wird dadurch herbeigeführt, daß aus 
dem Werth der willkürlich Veränderlihen und aus dem 
Differentialquotienten, ald einer Function derfelben, der 
Werth der abhängig Weränderlichen nur in foweit folgen 
kann, ald er von der willkürlich Weränderlichen wirklich 
abhängig if. Ein unveränderlicher Beſtandtheil, der als 


- folcher von der willkürlich Veränderlichen, und folglich auch 


von der Stärke des Wachſens ganz unabhängig ift, kann 
Durch beide auch nicht beftimmt fein. Daraus folgt denn, 
daß zwei verfchiedene Zunctionen, welche durch Differen- 
tiiren denfelben Differentialquotienten hervorbringen, ſich nur 
Durch ein unveränderliched Glied von einander unterfchei= 


den Fönnen. 


Daß überhaupt zwei Zunctionen, welche ſich nur durch " 
einen conftanten Beftandtheil unterfcheiden, denſelben Dif- 
ferentialquotienten liefern, Tann leicht Direct eingefehen wer- 
ben; aber daß verfchiedene Sunctionen, welche denfelben 
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Differentialquotienten geben, ſich nur durch. ein conftantes 
Glied unterfcheiden können, folgt aus der Einficht, daß 
der für jeden beliebigen Werth der willkürlich Veraͤnder⸗ 
lichen erreichte Werth der abhängig Veränderlichen durch 
Die allgemein gegebene verhältnigmäßige Stärke des Wach: 
ſens in der obigen Weife und mit der angegebenen Be» 
ſchraäͤnkung völlig beftimmt if. Wir haben ſchon früher 
($. 33) gefehen, daß der Differentialquotient einer Potenz» 
function von einem conflanten Beftandtheil derfelben unab⸗ 
bangig ift, und daß dieſer Differentialquotient derfelbe 
wird, ob die Potenzfunction ax” oder axm +C ifl. Daſ⸗ 
jelbe laßt fich Teicht allgemein für alle beliebige Functionen 
erweifen. Ein folcher allgemeiner Beweis Tann natürlich, 
infofern er durdy Die Zeichenfprache der Analyfis gegeben 
werden fol, nur in fehr abftracten Schemen ſich darftellen. 
Hat man fih aber gewöhnt, diefelben überall mit beftimm- 
ten Borftellungen zu begleiten, fo wird man den Nerv 
des Beweiſes dadurch niemals gefchwächt finden. Bedeute 
f(x) eine beliebige Function von x. Der Werth, in wel- 
chen fie übergeht, indem man Die Zahl x um die Zahl k 
wachfend denkt, und x + k flatt x in die Function febt, 
fei vorgeftellt durch die Form f(x -+k). Ziehen wir da- 
von den vor dem Wachen ded x vorhandenen Werth der 
Function, nämlich f(x), ab, jo ift Die Form f(x +k)— f(x) 
ein Ausdrud der Zunahme der abhängig  Weränderlichen, 
welche mit der Zunahme k der willkürlich Veränderlichen x 
verbunden iſt. Dividiren wir die Zunahme der abhängig 
Veranderlichen, alfo den Ausdruck f(x + k) — I¶/ durch 


k, ſo ‚haben wir in dem Ausdrud arm das 


allgemeine Schema des Differenzquotienten einer beliebigen 
durch f(x) vorgeſtellten Function von x. Es enthalte nun 
die Function f(x) noch ein conſtantes von x unabhängiges 
Glied, und fi fx) +C. Wird x+k ſtatt x in die 
Function eingefegt, fo nimmt, indem wir für die Form 
f(x +5) die obige Bedeutung beibehalten, die Function 


138 Drittes Kapitel. 


einen durch f(x +-k) + C auszubrüdenden. Werth an. 


Hiervon den erften Werth der Function, nämlich f(x) + C, 
abgezogen, gibt der Ausdrück f(x +k) +C — (f(x) + C) 
oder (x ) +C — f(x) — Code f(x+b) — f(x) 
die Zunahme der abhängig Veränderlichen an, welche mit 
der Zunahme k der willfürlich Veränderlichen x verbunden 
if. Wir fehen alfo, daß die der Zunahme k ber willfür- 
ich Veränderlichen zugehörige Zunahme der abhängig Ver: 
änderlichen Diefelbe bleibt, mag die abhangig Weränderliche 
duch f(x) oder durch f(x) -+C audgedrüdt fein. Die 
Zunahme der abhängig Weränderlihen durch k dividirt, 
gibt den Differenzquotienten. Da nun biefer gleich aus⸗ 
fallt für die Function f(x) und die Function f(x) 4 C, 
fo ift auch der Differentialquotient beider Functionen derfelbe. 

Wenn alfo zwei durch einen. conflanten Beſtandtheil 


verſchiedene Zunctionen denfelben Differentialquotienten ges 


ben Fönnen, aber zugleich auch nur zwei auf Diefe Weife 
verfchiedene Functionen, fo gibt der Schluß, welcher von 
der Function, die ald der Differentialquotient zweier Wer: 
änderlichen gegeben ift, gemacht wird auf die andere Fun⸗ 


. ction, die das Geſetz der Abhängigkeit der Veränderlichen 


‚ariäuterun an 
m Beifpiel d 
Notes unctien. 


ausbrüdt, zwar ein unbeflimmtes Nefultat, aber doch ein 
nur in Beziehung auf eine Conſtante unbeflimmtes Reful- 
tat. Wenn man demnach weiß, daß eine gegebene Function 
von x, welche die verhältnigmäßige Stärke des Wachſens 
zweier Weränberlichen ausdrückt, durch Differentiiren erhal- 
ten werden kann aus irgend einer andern Function von x, 
die f(x) heißen möge, fo ift man auch ficher, daß entweder 
die Function f(x) oder die Function f(x) + C diejenige 
ift, durch welche. das Gefe der Abhängigkeit dieſer Ver⸗ 
änberlichen ausgedrückt wird. 


$. 4. 


Eine beliebige Potenzfunction ax" führt dur Diffe- 
tenfiiren wieder auf eine ie Potenzfunction, indem, wie wir 


' 
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wiflen, die Function max”-1 der Differentialquotient der 
Function ax” ifl. Zugleich Fann die Potenzfunction max“ -1 
aus Feiner andern Zunction ald aus der Kuncfion ax® oder 
ax® + C durch Differentiiren abgeleitet fein. Betrachten 
wir nun die Veränderungen, welche man mit der abgeleite- 
ten Zunction max”! vornehmen muß, um die urfprüng- 
liche Function ax” wieder zu erhalten, fo fehen wir, daß 
es folgende find: Man erhöhe den Erponent der abgeleite- 
ten Function um die Zahl 1, und dividire die fo erhaltene 
Function Durch diefen um 1 vermehrten Erponenten. Iſt 
alfo allgemein die Potenzfunction ax? ald Differentialquo⸗ 


tient gegeben, fo ift — 





die urfprüngliche Function, aus 
welcher ax? durch Difeenticen hervorgegangen ifl. Wäre 
3. B. 12x? ein Differentialquofient, fo wäre I oder 


1 
4x? die urfprüngliche Function; ebenfo gehört zu 3x? die 
3 - 
Function 2x °, und zu 5x-3 die Function — I. als 
urfprüngliche. Es verſteht ſich, daß überall auch noch eine 
Eonftante hinzugenommen werden Tann. 

Nun gibt diejenige Zunction, welche wir in Bezug 
auf ihren Differentialquofienten die urfprüngliche genannt 
haben, das Gefe der Abhängigkeit derjenigen beiden Ver: 
änderlichen an, deren verhältnißmäßige Stärke des Wach: 
ſens durch den Differentialquotienten ausgebrüdt wird. Iſt 
mir alfo die verhäftnigmäßige Stärke des Wachfend zweier 
Veränberlichen irgendwie bekannt, und durch eine Poteny« 
function der willkürlich Weränderlichen x gegeben, fo folgt 
diejenige Function von x, welche die Art der Abhängig- 
feit dieſer DVeränderlichen darftellt, auf die befchriebene 
Weife aus dem Differentialquotienten. Wir fehen an die 
fem Beifpiel der Potenzfunction, in welcher Art die ver- 
haͤltnißmãßige Stärke des Wachſens jweier Veränderlichen 
dazu dienen Tann, die Geſetze der Abhängigkeit diefer Ver: 


0} 
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änderlihen zu finden. Diefe Auffindung wird dadurch 
möglich, daß einer jeden Function einer Veränderlichen x, 
welche als Differentialquotient gegeben. ift, eine beflimmte 
andere Function von x zugehört, aus welcder die Erftere 
durch Differentiation hervorgeht. 

Aus einer gegebenen Differentialgleichung diejenige 
Steichung berzuleiten, durch deren Differentiation fie ent⸗ 
ftanden ift, läuft auf dafjelbe hinaus wie die Rüdführung 
eined Differentialquotienten auf die urfprüngliche Function. 
Bezeichnen wir die unbekannte Zunction der willkürlich 
Veränderlichen x, welche den Werth einer von x abhän- 
gigen Veränderlichen ausdrüdt, durch den Buchflaben y, 
und fei der Differentialquotient dieſer beiden Veränderlichen 
gleich der Function 6x’, was man Durch die Differential» 


gleichung ST — 6x? darftellen würde, fo folgt, daß die 


durch y vorgeftellte unbefannte Function von x feine an⸗ 
dere fein kann, als diejenige, aus welcher die Function 
‚6x’.durch Differentiiren hervorgeht, alfo die Function 


=. Aus der Differentialgleihung ns —= 6x’ folgt 
4 
alfo die andere Gleichung y — EZ Ebenſo würde aus 


2 
Ä d l -% 
der Differentialgleihung Fra =—z.Xx 2 folgen Die 
4 
Gleichung „= 3. x°. Um ein angewandtes Beifpiel 
zu haben, fo mögen wir uns erinnern, daß eine Geſchwin⸗ 
digkeit die verhältnigmäßige Stärke des Wachfend von 
Raum und Zeit angibt, oder daß fie durch den Differen- 
tialquotienten von Raum und Zeit dargeftellt wird, alfo 


d 
c= Ir (fiehe $. Al). Iſt mir die Gefchwindigfeit als 
Function der Zeif t gegeben, und heiße fie f(t), fo babe 
ih die Differentialgleichung 2 = (tb), und fann dar: 
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aus die Function von t, welche den zurücgelegten Raum, 
oder s, ausdrüdt, finden. Die Gefchwindigfeit eines frei 
fallenden Körpers 3. B. ift nah t Secunden glei 30t 
Zuß für Eine Secunde (f. $S. 30). Man bat alfo. die 


Differentialgleichung n — 30. Da in biefem Falle 


der Differentialquotient 30’ eine Potenzfunction der will. 
kürlich Veränderlichen t iſt, fo folgt nach unferer obigen 
Regel die Sleihung s — 15”. ' 


$. 45. 


Wenn man auf diefe Weife aus derjenigen Function Das Snteaeieen 
. . . . . — . als Kückſchlu 
einer Veraͤnderlichen x, welche der Differentialquotient bie: von „sinem Düfte 


fer Veränderlihen x und einer davon Abhängigen y ift, aufeine &unction. 
oder welche dem Ausdrud gleich ift, die andere Fun⸗ 


ction’von x ableitet, durch welche der Werth der abhän- 
gigen Größe y felbit ausgedrüdt wird, oder was daſſelbe 
ift, wenn man aus einer Differentialgleichung bie zugehö⸗ 
rige urfprüngliche Gleichung, durch deren Differentiation 
fie entitanden fein könnte, berleitet, fo nennt man dieſe 
Dperation, oder vielmehr dieſe Subftitution, Das Inte: 
griren. Der Zweck des Integrirens ift fein anderer als | 
das Geſetz der Abhängigkeit der Größen abzuleiten aus 
der verhältnigmäßigen Stärke des Wachfens derfelben, und 
zwar abzuleiten aus dem Geſetz, welches die unendliche 
Folge von Wandlungen der verhältnigmäßigen Stärke des 
Wachfens für alle Verflußpunfte der willkürlich Veränder- 
lichen beftimmt. Das Mittel aber, durch welches Died voll- 
führt wird, ift ein Rüdfchluß von einer Function auf eine 
andere. Jede Regel ded Differentüirend irgend einer Fun⸗ 
ction gibt durch ſolchen Rückſchluß eine Hegel des Integri- 
rend irgend einer Function. Stellt man jede Regel des 
Differentüirend einer Function durch eine analyfifche Dif: 
ferentialgleihung dar, wie 3. B. bei der Potenzfunction 


N 
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" an: art dax® 
axm durch die Differentialgleihung ix 
überfieht man die zufammengehörigen Functionen und Die 
Regel des Hort: und Rüdganged oder des Differentürens 
und Integrirens fehr einfach. Ift mir alfo ein Differen- 
tialquotient von bei Form maxm—1 gegeben, oder habe ich 
ihn auch erft auf dieſe Form gebracht, und babe demnach 


die Differentialgleichung I — maxm-l, fo zeigt die Zu⸗ 





=m axm-i, fo 


fammenftellung diefer Gleichung mit der obigen analytifchen 
Differentialgleihung, dag man für y fubflituiren kann 
ax®, und daß alfo y=ax". Hierdurd gewinnt der 
formelle oder rein operative heil der Differentialrechnung, 
welcher fi nur damit befchäftigt, aus beliebigen Yunctio- 


nen einer Veränderlichen die Differentialquotienten abzu- 


leiten, eine große Wichtigkeit. Durch benfelben wird man 
mit einem Vorrath von analptifchen Differentialgleihungen 
für die Hauptarten von Yunctionen verforgt, welche Die 
Fundamentalregeln‘des Differentüirens und Integrirend zu- 
glei ausſprechen. Jede Function einer. Weränderlichen, 
welche als Differentialquotient gegeben ift, und zu welcher 
die urfprüngliche Function gefunden werden fol, iſt nun 
entweder ihrer allgemeinen Form nach unmittelbar über- 
einftimmend mit einem in dem formellen Theil der Diffe- 
rentialrechnung gefundenen Differentialquotienten irgend 
einer Zunctidn, und dann ift das Integriren ganz einfach, 
oder fie muß durch Umformung zu dieſer Uebereinſtimmung 
gebracht werden, welches dann allerdings oft nicht ohne 
Weitläufigkeiten thunlich if. Wir nehmen das Integriren 
jetzt zunächſt blos in der eben entwidelten Bedeutung, 
gemäß welcher es ſich durch die Erinnerung an befannte 
Zufammenhänge urfprünglicher und abgeleiteter Functionen, 
ſei ed mit oder ohne vorausgegangene Umformung, voll- 

zieht, und werden von einer andern Bedeutung deffelben, 
welcher auch dad Wort Integriren feine Entflehung ver: 
dankt, weiter unten fprechen. 
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$. 46. 


Ueber die Integration einer Potenzfunction find noch Rahteeg ME 
einige. ‚Bemerkungen zuzufügen. Bir wiffen, daß die all- otenpfunction. 
gemein ausgebrüdte Potenzfuncion ax” zum Differential 
quotienten die Potenzfunction max®-! hat. Statt die Re 
gel der Integration der Potenzfunction in der Weiſe, wie 
oben ($. 44) geſchehen, auszufprechen, hätte man flrenger 
fo fagen follen: Jede Potenzfuncion von ber Form 
max"! gebt durch Differentüren aus der Function ax” 
hervor. Hiernach kann zwar eine Potenzfunction der Dif⸗ 
ferentialquotient. einer andern Potenzfunction fein, aber 
Doch nur eine folhe, welche auf die Form max"! ge 
bracht werden Tann. Die Form max”-1 hefteht aber we⸗ 
ſentlich darin, daß die Zahl m, welche mit — 1 verbunden 
den Erponenten des Differentialquotienten bildet, ald Factor 
in dem Coefficienten von x enthalten if. Hat man 3.8. 
die Function 2x’, fo Bann man fie in der Form 


1... ſchreiben, und daraus erſehen, daß ſie aus der 


Function .* durch Differentiiren entſtanden ſein muß, 


wie auch die früher angegebene Regel der Integration lehrt. 
Hat aber eine Potenzfunction den Exponent — 1, z. B. 
die Function bx-!, fo würde, wenn man diefelbe auf die 
Form max”! bringen wollte, m—=0 gefeßt werden müf- 
fen, und folglich der Coefficient b den Factor Null enthal- 
ten, welches unmöglich if. Eine Potenz mit dem Erpo- 
nent — 1 kann alfo die verlangte Form nicht annehmen, 
und alfo auch nicht ald Differentialquotient einer Potenz. 
function betrachtet werden. Die für die Integration einer 
Potenzfunction angegebene Regel gibt daher auch, auf die 
Function bx-! angewandt, etwas völlig Sinnlofes, indem 


0 
man daraus "= oder 4 erhaͤlt, ein Ausdruck, der weder 
‚eine Function von x noch überhaupt eine Zahl iſt. Eine 
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Potenz mit dem Erponent — 1 bildet alfo nicht, wie man 
gewöhnlich fagt, einen Ausnahmefall. für diefe Integra- 
fionsregel, fondern fie gehört überhaupt gar nicht zu den 
Fällen diefer Regel, wie man fogleich erkennt, wenn man 
die Regel etwas vorfichtiger ausdrückt. 

Trifft man auf eine Differentialgleichung, in welcher 
der Differentialquotient zweier Veanderlichen x und y con⸗ 


+‘ 


ftant ift, wie die Gleichung 27 — a, fo kann die Her: 


ftelung der ihr zugehörigen urfprünglichen Gleichung ge: 
wiffermaßen mit zur Regel der Integration der Potenzfun: 
ction gerechnet werden. Es ift erftens freilich leicht zu 


- fehen, daß in der Gleichung rn — a die Differentialzei- 
hen ganz überflüffig find, und daß diefe Gleichung mit 
der Differenzengleichung I — a gleichbedeutend ift, weil 


die Veranderlichen x und y, die eine conflante Stärke des 
Wachſens haben, gleichmäßig MWachfende find. Die Dif- 


ferenzgleihung Ei — a führt aber (nad) $. 18) auf die 
urfprüngliche Gleihung y — ax. Alfo gilt daffelbe auch 
von der Differentialgleichung = — a. Uebrigens könnte 


men auch, da a fo viel ift ald ax’, Die Regel der Inte- 
gration der Potenzfunction auf den Ausdrud ax’ anmen- 


1 
den, und würde —— oder ax erhalten, und folglich aus 


der Differentialgleichung ar —a die urſprüngliche y= ax. 


g. 47. 


Borläufige Be: Da jede aus einem Differentialquotienten durch Inte: 
Conflantenbefim- gration erhaltene Zunction, welche kurzweg Integral beißen 
möge, noch einen conftanten Beftandtheil bei ſich haben 
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kann, ſo folgt aus der Differentialgleichung $ —_ = au 
als urfprünglihe Gleichung im —*— ſowohl 
als auch ——0. De 

y — A auch y = ar + ie Bon: 


ſtante C iſt aber von dem gegebenen Differentialquotienten 
unabhängig. Sol fie alfo beftimmt werden, fo müffen über 
die Größen, für weldye blos die verhälfnigmäßige Stärfe 
des Wachfens durch den Differentialquotienten vorgefchrieben 
ift, noch andere Beftimmungen vorliegen, aus denen fie 
gefolgert werden kann. Bei allgemeinen Unterfuchungen über 
die Zufammenhänge urfprünglicher und abgeleiteter Fun⸗ 


- ctionen braucht man demnach auf die Conftante, als eine 


\ 


blos unbeftimmte Möglichkeit, weiter Feine Rüdficht zu 
nehmen. Liegen aber beflimmte Größen vor, deren ver 
bältniBmäßige Stärke des Wachfend gegeben ift, fo fol 
das Integral allgemein den Werth der abhängig Veränder- 
lichen ausdrüden, und dann kann wohl entfchieden werden, 
ob diefer Werth mit einer Conftanten behaftet iſt oder nicht. 
Um hierüber zu entfcheiden, braucht man nur den Zahlen: 
wert zu wiffen, den die abhängig Weränderliche für irgend 
einen beflimmten Zahlenwerth der willtürlich Veränderlichen 
bat. Stimmt derfelbe mit dem Zahlenwerth überein, den 
das Integral für diefen beflimmten Zahlenwerth der will« 
fürlih Weränderlihen annimmt, fo bedarf ed natürlich 


nicht des Zufages einer Conflanten. Stimmen aber diefe 


Zablenwerthe des Integrals und der durch daſſelbe auszu- 
drüdenden abhängig WVeränderlichen nicht überein, fo ift 
aus dem Unterſchied derfelben fogleich zu entnehmen, wel⸗ 
cher conftante Zufat gemacht werden muß, um dieſe Weber» 
einftimmung, die dann nafürlich für ale Verflußpunkte 
der willfürlih Weränderlichen flattfindet, bervorzubringen, 
und fomit die abhängig Veränderliche richtig auszudrüden. 
Am gewöhnlichften ift der Kal, daß man den Zahlenwerth 
der abhängig Veränderlichen weiß für den Nullwerth ber 


willfürlih Veränderlichen, und kann benfelben alfo verglei- 
Snell . 10 


+‘ 


Vorläufige 8 
merfung en über 
Genflantenbehim- 


144 Drittes Eapitel. 


Potenz mit dem Erponent — 1 bildet alfo nicht, wie man 
gewöhnlich fagt, einen Ausnahmefall für diefe Integra- 
tionsregel, fondern fie gehört überhaupt gar nicht zu den . 
Fällen dieſer Regel, wie man fogleich erkennt, wenn man 
die Regel etwas vorfichtiger ausdrückt. 

Trifft man auf eine Differentialgleichung, in weldyer . 
der Differentialquotient zweier Veränderlichen x und y con= 


ftant ift, wie die Gleichung 37 — a, fo fann die Her: 


ftelung der ihr zugehörigen urfprünglichen Gleichung ge: 
wiffermaßen mit zur Regel der Integration der Potenzfun- 


‚etion gerechnet werden. Es hi erftend freilich Leicht zu 


fehen, daß in der Gleichung 4 — a die Differentialzei- 
chen ganz überflüffig find, und daß dieſe Gleichung mit 
der Differenzengleichung II — a gleichbedeutend ift, weil 


die Veränderlichen x und y, die eine conftante Stärke des 
Wachſens haben, gleichmäßig MWachfende find. Die Dif: 


ferenzgleichung IL — a führt aber (nach $. 15) auf die 
urfprüngliche Gleichung y = ax. Alfo gilt daffelbe aud) 
von der Differentialgleichung I — a. Uebrigens könnte 


man auch, da a fo viel ift ald ax’, die Regel der Inte: 
gration der Potenzfunction auf den Ausdrud ax’ anmwen- 


1 
den, und würde * oder ax erhalten, und folglich aus 


der Differentialgleichung IT — a die urfprüngliche y = ax. 


$. 47. 
Da jede aus einem Differenfialquotienten durch Inte: 


gration erhaltene Zunction, welche kurzweg Integral beißen 
möge, noch einen conflanten Beftandtheit bei ſich haben 
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fann, fo folgt aus der Differentialgleichung = — ax" 
‚ ats -urfprünglihe Gleichung im Allgemeinen fomwohl . 


n-+1 1 
y— * als auch y — _—_ + C. Die Eon 
ftante C ift aber von dem gegebenen Differentialquotienten 
unabhangig. Sol fie alfo beftimmt werden, fo müſſen über 
die Größen, für welche blos die verhältnigmäßige Stärfe 
des Wachfens durch den Differentialquotienten vorgefchrieben 
ift, noch andere Beflimmungen vorliegen, aus denen fie 
gefolgert werden Tann. Bei allgemeinen Unterfuchungen über 
die Zufammenhänge urfpränglicher und abgeleiteter Fun⸗ 
- ctionen braucht man demnach auf die Conftante, als eine 
blos unbeflimmte Möglichkeit, weiter Feine Rüdficht zu 
nehmen. Liegen aber beflimmte Größen vor, deren ver: 
haältnißmäßige Stärke des Wachſens gegeben ift, fo fol 
das Integral allgemein den Werth der abhängig Veränder: 
lichen ausbrüden, und dann kann wohl entfchieden werden, 
ob diefer Werth mit einer Conftanten behaftet ift oder nicht. 
Um hierüber zu entfcheiden, braucht man nur den Zahlen: 
werth zu wiffen, ‚den die abhängig Veränderliche für irgend 
einen beftimmten Zahlenwerth der willfürlich Veränderlichen 
bat. Stimmt derfelbe mit dem Zahlenwertb überein, den 
das Integral für diefen beflimmten Zahlenwerth der will⸗ 
kürlich Weränderlichen annimmt, fo bedarf ed natürlich 
nicht des Zuſatzes einer Sonflanten. Stimmen aber diefe 
Zahlenwerthe des Integrald und der durch daſſelbe auszu⸗ 
drüdenden abhängig Veränderlichen nicht überein, fo ift 
aus dem Unterfchied derfelben fogleich zu entnehmen, wel⸗ 
her conflante Zufag gemacht werden muß, um dieſe Weber: 
einftimmung, die dann natürlih für alle Verflußpunkte 
der willfürlich WVeränberlichen flattfindet, bervorzubringen, 
und fomit die abhängig WVeränderliche richtig auszudrücken. 
Am gewöhnlichften ift der Fall, daß man den Zahlenwerth 
der abhängig Weränberlichen weiß für den Nullwerth der 


willkürlich VBeränderlichen, und Tann benfelben alfo verglei« 
Snell lJ. 10 
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RRothivenbigftit 
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findung — Di 
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tie nie 


hen mit ‚dem Zahlenwertb, ben bad Integral für ben 
Nullwerth der willkürlich Weränderlihen annimmt. So 
viel vorläufig zum Verſtaͤndniß des Nächſtfolgenden über 
die Conftantenbeflimmung, von welcher fpäter noch aus- 
führlicher zu handeln ift. | 

"St insbefondere dad Integral eine Potenzfunction 
von x mit pofitivem Erponenten, fo wird daflelbe für 
x = 0) allemal feldft gleich Null. I nun zugleich aud 
die abhängig Veränderliche gleich Null für den Nullwerth 
des x, fo darf Leine Eonftante zugefett werden. Behält 
aber für den Nullwerth ded x die abhängig Weränderliche 
noch einen gewiflen Zahlenwerth, fo ift diefer felbft dem In⸗ 
tegral als Conftante zuzufügen. In diefem alle alfo, wo 
das Integral eine Potenz mit pofitivem Erponenten ift, 
verhält es ſich mit der Conftanten ebenfo, wie «8 für 
gleichmäßig Wachfende ($. 19) gefunden worden if. In 
den nächflfolgenden Beifpielen werden wir und auf Potenz- 
funetionen mit pofitiven Erponenten befchränfen. 


$. 48. 


Wenn man nun gleich zugeben wirb, daß man durch 


il: Differentiationsregeln beftimmter Functionen in den Stand 


geſetzt ſein kann, aus dem gegebenen Differentialquotienten 
zweier Veranderlichen dad Geſetz der Abhängigkeit dieſer 
Veränderlichen zu finden, fo wird Doch bei Seden, der 
nicht ſchon anderweit Kenntniß der Differential- und Inte⸗ 
gralrechnung bat, gewiß das Bedenken entſtehen, wie man 
boch überhaupt im Beſitz des Differentialquotienten zweier 
Veränderlichen fein fünne, wenn man benfelben nicht erft 
aus der Function, welche die Art der Abhängigkeit diefer 
Veränderlihen ausdrüdt, durch Differentiiren diefer Fun⸗ 
ction erhalten hat. Allerdings iſt ein ſolches Bedenken an 
dieſer Stelle wohl begründet. Denn wir haben bisher den 
Differentialquotienten zweier Veränberlichen auf keinem an« 
dern Wege erhalten ald dem des Differentiirend gegebener 
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Functionen. Iſt dies die einzige Art, zu einem Differen- 
tialquotienten zu gelangen, jo braucht aus dem Differen- 
tialquotienten nicht. Etwas abgeleitet zu werden, ohne welches 
man ihn felbft gar nicht haben würde. Man könnte nie 
in die Lage kommen, integriven zu müffen, weil der Dife 
ferentialquotient, wenn man ihn überhaupt hat, eben erfk 
frifh aus dem Integral hervorgegangen wäre. Die ganze 
Kunft des Integrivend wäre umfonft, und bie Weisheit, 
die Größen aus ihrer verhältnigmäaßigen Stärke des Wach⸗ 
ſens refultiren laſſen zu wollen, eitel. 

Uber fo verhält ed. fih Teineswegd. Man Tann viel« 
mehr auf unzäblig vielfache.Weife in den Stand gefeht 
fein, die verhältnipmäßige Stärke ded Wachſens zweier 
veränderlihen Größen direct zu finden, obne im Beſitz 
der Function zu fein, welche die Urt der Abhängigkeit 
dieſer Veränderlichen angibt. Sind überhaupt zwei ver- 
änderliche Größen durch irgend welche Annahmen, ober 
durch ihre Verbindung mit andern WVBeränderlichen, deren 
Abhängigkeit gegeben ift, in ihrem ganzen Verlaufe völlig 
beftimmt, fo muß doch allgemein der Werth, den die Eine 
wachfend erreicht, durch den zugehörigen Werth ber An- 
dern beftimmbar fein, oder ed muß irgend sine wenngleich 
unbefannte beftimmte Function der willkürlich Veränder⸗ 
lichen geben, welche den Werth der abhängig Veraͤnder⸗ 
lichen ausdrüdt. Aus diefer Function würde, wenn fie be 
fannt wäre, nur eine ganz beflimmte Function als Diffe- 
rentialquotient folgen, und demnach ift auch die verhaͤltniß⸗ 
mäßige Stärke des Wachſens für alle Punkte der willkür⸗ 
lich Veränderlichen völlig beſtimmt. Durch die Coordina⸗ 
tengleichung einer frummen Linie 5. DB. iſt diefelbe nach als 
len ihren wefentlihen Beftandtheilen genau vorgefchrieben. 
Die Abfeiffe der Eurve und die Länge der Curve, ober 
die Abfeiffe und die Fläche würden Paare von ungleid)- 
mäßig wachfenden Größen barftellen, deren verhältnigmä- 
ige Stärke des Wachfend nur unbekannt aber nicht unbe 
flimmt wäre. Wenn man nun, was wi unãchſt als 
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blos möglich feßen, den Differentialquotienten der Curven⸗ 
länge und der Abfeiffe aus der gegebenen Eoordinaten- 
gleichung abzuleiten im Stande wäre, fo würde man die⸗ 
fen Differentiafquotienten, weil er nicht aus der die Cur⸗ 
venlänge angebenben Function durch Differentüren erhalten 
worden ift, als einen direct gefundenen zu befrachten haben. 
Eine ſolche directe Auffindung des Differentialquotienten 
ift überall möglich, wo entweder die Natur beflimmter con- 
tinuirlicher Größen ed mit ſich bringt, daß der Grenzwerth, 
welhem fi) der Quotient zufammengehöriger Zunahmen 
bei fortgefegter Verkleinerung derfelben immer mehr nü- 
bert, unmittelbar erfichtlich ift, ober wo nachgewiefen wer- 
den Tann, daß bie momentane verhälmißmäßige Stärke des 
Wachſens zweier ungleihmäßig Wachfenden identifch ift mit 
der conftanten Stärke des Wachfend zweier gleichmäßig 
Machfenden derfelben Art. Es wäre nichts Unmögliches, 
die Methoden diefer directen Auffindung des Differential 
quotienten auf gewifle Principien und auf eine Art Sy⸗ 
flem zu bringen. Doch liegt dies bier außerhalb unferes 
Zwedes. Es reiht zunächft hin, die Möglichkeit folcher 
Auffindung an Beifpielen nachzuweiſen. Man kann fagen, 
DaB dieſe Directe Auffindung des Differentialquofienten, 
welche überall auf eine Betrachtung der Natur und der 
Zufammenhänge beftimmter continuirlicher Größen bafırt 
ift, Die unterfcheidendfte Eigenthümlichkeit der Differeutial- 
und Integralrechnung ausmacht, weil diefelbe in diefer Hin- 
ficht etwas von allen operativen Theilen der Analyfis durch⸗ 
aus Verfchiedenes iſt. Da eine Mare Einfiht in diefe Ei- 
genthümlichkeit, durch welche eine Integralrechnung über- 
haupt erft Sinn und Bedeutung erhält, von großer Widy- 
tigkeit ift, fo werben wir Diefelbe zunäcft an mehreren 
Beifpielen ausführlicher erläutern. 
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g. 9. 


Wird eine gerade Linie fortbewegt, jedoch fo, daß bie Der Biferentiel 


Richtung der Bewegung nicht mit ber Richtung der Linie 
zufammenfält, fo wird durch dieſe Bewegung immer ein 
Slächenraum befchrieben. Die einfachften Arten durch Be 
wegung einer Geraden einen Flächenraum in der Ebene zu 
befchreiben, find die, daß entweder die Linie parallel mit 
fich ferbft ohne alle Drehung fortbewegt wird, oder baf 
fie um einen feflliegenden Punkt berumgedreht wird. Be 
wegt fich eine Gerade von unveränderlicher Länge in paral- 
lelen Lagen fort auf dem Weg einer geraden Linie, fo 
wird die Fläche eines Parallelogramms befchrieben. Die 


fortbewegte Linie bildet die unveränderliche Seite des Par⸗ 


allelogramms, und die Nachbarfeite derfelben ift eben durch 
die Bewegung veränderlih und wachfend. Die veränder- 
liche Seite des Parallelogramms und die Fläche deſſelben 


find gleichmäßig wachfende Größen (f. $. 14) Iſt das 
Harallelogramm rechtwinktig, fo wird eine beliebige Zu⸗ 


nahme behg (Fig. 4) der Fläche divibirt Durch Die zuge: 


hörige Zunahme bc der Seite, d. 5. der Zahlenwerth bes 


Differenzquotienten mit dem Zahlenwerth der unveränder- 
lichen Seite zufammenfallen. Die verhältnigmäßige Stärke 
des Wachfens der beiden Veränderlihen, nämlich der Yläche 
und der Seite, ift alfo blos von der Größe der fortbeweg⸗ 
ten Linie abhängig. 

At eine Frumme Linie def (Fig. 14) durch ſenkrechte 


Parallelcoordinaten vorgeſchrieben, ſo kann man ſich die 


Curvenflaäche dadurch entſtanden denken, daß auf dem Wege 


—— 
dinaten. 


der Abfeiffenlinie abe ſich eine Linie von veränderlicher 


Länge, nämlich die Ordinate, in parallelen Lagen fortbe- 
wegt. Die Eurvenfläche und die Abſciſſe find nun un 


gleichmäßig wachfende Größen. Ihre verhältnigmäßige. 


Stärke des Wachſens ift zwar fletig veränderlih, jedoch 


muß fie in jedem Augenblid eine beflimmte, und folglich 


ibentifch fein mit der conflanten Stärke des Wachſens der 
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Fläche und Seite irgend eines Parallelöügramms. Daß aber 
für den Punkt b der Abfeiffe diefe momentane verhältniß- 
mäßige Stärke des Wachſens identiſch ift mit ber eines 
rechtwinkligen Parallelogramms behg, deilen unveränder- 
liche Seite gleich der Drdinate be ift, folgt fon ganz 
einfady Daraus, daß überhaupt bei Diefer Art der Flächen⸗ 
erzeugung die Stärke ded Wachſens nur von der Größe 
der fortbewegfen Linie abbangt, und bier alfo auch Die - 
momentane Stärfe des Wachſens von der momentanen 
Größe der fortbewegten Linie. 

Sehr evident und gewiſſermaßen handgreiflih kann 
biefer Sat dadurch gemacht werden, daß man auf die Art 
: des Vorbandenfeins eined momentanen Zuftandes veflectirt. 

Innerhalb einer ftefigen Veränderung der verhältnigmäßi« 
gen Stärke des Wachfens ift ein beftimmter Größenzuftand 
berfelben nur dadurch möglich, daß mit fortgefegter Ver- 
Eleinerung der zufammengehörigen Junahmen der Veränder- 
lihen auch eine ohne Ende fortgebende Annäherung an 
eine conftante Stärke des Wachfend ftattfindet. Eine con- 
flante Stärke des Wachſens der Art, wie die vorliegende, 
wird gegeben durch ein Parallelogramn. Daß nun bier 
etwa im Punkte b mit Verkleinerung der Zunahmen ber 
Veränderlichen: eine Annäherung an ein beſtimmtes Par⸗ 
allelogramm flattfindet, ift Daraus zu erfeben, daß die Dr: 
dinaten fi) der Gleichheit mit eb ohne Ende nähern; und 
daß alfo auch die Zunahme der Fläche fih ohne Ende 
einem Parallelogramm nähert, deſſen unveränderliche Seite 
die Ordinate eb ift. | 

Die bei einer beftimmten Ordinate der Curve vorban- 
dene momentane Stärfe ded Wachfend der Curvenfläche 
und der Abfciffe erfcheint demnach als zur Ausführung ge: 
kommen in dem Wachfen eines Parallelogramms, deſſen 
unveränberliche Seite eben dieſe Drdinate der Curve ift. 
Nun drüdt der Zahlenwerth der fortbewegten unveränder: 
lichen Seite des Parallelogramms, da er mit den Diffe 
renzquotienten der Fläche und Seite deflelben zuſammen⸗ 
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faͤllt, die verhältnigmäßige Stärke des Wachſens Diefer 
Veränderlihen aus; folglich ift auch der allgemein als Fun» 
ction der Abfeiffe gegebene Werth der Ordinate Ausdrud 
der momentenen verhältnißmäßigen Stärke des Wachſens 
der Eurvenflähe und der Abfeiffe, oder ift dem Differen- 
tialquotienten bdiefer beiden Beränderlichen gleich. Oder 
man erläutere fich dies Reſultat durch die ifofirten Diffe- 
rentiale. Da die Differentiale, ald wirkliche Zahlen be» 
trachtet, nichts Anderes find, als die Zahlenwerthe der zu: 
fammengebörigen Zunahmen, welde die ungleichmäßig 


Wachſenden unter ber Vorausfegung, daß Die momentane _ 
Stärke Des Wachfend zur Ausführung fäme, annehmen, 


würden, fo ift, wenn wir die Zunahme be als Differen- 
tial der Abſciſſe betrachten, das Parallelogramm behg 
das Differential der Gurvenflähe. Das letztere Differen- 
tial durch das erftere dividirt, oder der Differentialquotient 
der Gurvenfläche und der Abſciſſe wird alfo dem Zahlen- 
werth der Drdinate be gleich. 

Da nun die Function der Abfeiffe, welche bei ſenkrech⸗ 
ten Parallelcoordinaten die Ordinate ausdrückt, der Diffe⸗ 
rentialquotient derjenigen Function der Abfciffe ift, welche 
die Eurvenfläche ausdrüdt, fo ift erfichtlih, DaB man in 
dem Beſitz des Differentialquotienten der letzteren Function 
ſein kann, ohne ſie ſelbſt zu kennen, ſobald nur die Coor⸗ 
dinatengleichung der krummen Linie gegeben iſt. 


%. 50. 


Es mögen hier einige Beiſpiele von Berechnungen be⸗ aiſolele von 


ſtimmter Curvenflachen folgen. Für jede krumme Linie, de⸗ 
ren Ordinate eine Potenzfunction der Abſtciſſe iſt, können 
wir den Flächeninhalt ſchon durch unſere obige Regel ber 
Integration einer Potenzfunction finden. Die krumme 


Linie ab (Fig. 2) fei die gemeine Parabel, ihr Parameter 


habe den Zahlenwertb 1, und die Abfciffenlinie be falle 
mit der Axe der Parabel zufammen, und ihr Anfangspunkt 


laͤchen uns 
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fei in b. Unter Ddiefen Annahnien iſt bekanntlich, wenn 

x und y zufammengehörige Werthe der Abſciſſe und Or⸗ 
| | 

dinate vorftelen, y — x?. Bezeichnen wir die unbe- 

kannte Function von x, welche die Eurvenfläche darftellt, 


durch den Buchftaben F, fo ift in Diefem Falle = 
Aus diefer Differentialgleihung folgt die urfprüngliche 
.F= 3 ‚x? Da für den Punkt b oder den Nullwerth 
der Abſciſſe die Fläche der Parabel auch Null ift, fo if 


3 


9 3 
keine Gonftante zuzufügen. Die Gleichung F = 3 „x? 


enthält alfo volftäandig die Regel der Berechnung der 
parabolifchen Fläche aus der zugehörigen Abfciffe. 


—x 2 





I 
2, fo 
haben wir in berfelben die Abſciſſe x und Die ur 
‘| 

Ordinate x? als Factoren. Da nun das Product x.x 1 
die Fläche des Parallelogramms ausdrückt, welches aus 
einer Abſciſſe x und der zugehörigen Ordinate gebildet 
wird, fo beträgt gemäß unferer Gleichung die von denfelben 
CSoordinaten und der Eurve eingefchloffene parabolifhe Flü- 
che immer zwei Drittel von der Bläche diefes Parallelo- 
gramms. In diefer leßteren Form bat Archimedes die von 
ihm gefundene Regel der Duadratur der Parabel aus- 
gefprochen. 


Wäre. für die krumme Linie abc (Fig. 15), deren 


Abſciſſenlinie ae fei, y— 1 x’, fo hätte man * = ir, 


x’. Da vermöge der angenomme- 


. 3 
Schreiben wir 5 x ? in ber Form 3. Xx. x 


1 
und folglich F = I6 


nen Coordinatengleihung in dem Nullpunkt der Abfciffe . 
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auch die Orbinate, und mithin auch die Kläche gleich Null 
ift, fo kann dem Integral m x" feine Conſtante zugefügt 


werden. Schreiben wir, um aud "bier in dem FSlaͤchen⸗ 
. wertb die Abſciſſe und Drbinate als Factoren zu haben, 
m x’ in der Form 1.4 1 x’.x, fo fehen wir, da or .x 
den Zlächeninhalt eines mit der Abfciff® x und * zuge⸗ 
hörigen Ordinate nn x? befchriebenen Parallelogramms dar- 
ftelt,. daß die von denfelben Coordinaten und der krum⸗ 
men Linie eingefchloffene Gurvenfläche immer der vierte 
heil dieſes Parallelogramms iſt. 


Iſt durch die Linie ac (Fig. 16) als Abſciſſe und 
ihre ſenkrechten Ordinaten die gerade Linie ad vorgeſchrie⸗ 
ben, ſo ſind die Abſciſſe und die Flaͤche des rechtwinkligen 
Dreiecks ungleichmaͤßig wachſende Größen, und die Flaͤche 
des Dreiedd Tann demnach durch) Integration gefunden 
werden. Sei hier eine Ordinate halb fo groß ald die zu⸗ 


gehörige Abſciſe, ao — y x, ſo iſt EF—Jx und 


folglich F — re2.5 x.x und zwar, wie leicht zu 


ſehen, ohne Gonftante. Dez x.x dad Product aus Dr: 


dinate und Abfeiffe, oder aus Höhe und Grundlinie des 
rechtwinfligen Dreiecks ift, fo ift der Flächeninhalt deſſel⸗ 
ben das halbe Product aus Grundlinie und Höhe. 


Das eben entwidelte Verfahren, den Flächeninhalt 
eines jeden durch fenkrechte Parallelcoorbinaten gegebenen 
Raumgebildes in der Ebene zu berechnen, läßt uns fchon 
die wefentlichften Eigenthümlichkeiten der Integralrechnung 
erkennen, und ift in diefer Beziehung fehr lehrreich. Zuerft 
finden wir auch bier wieder die fhon früher hervorgehobene 
große Allgemeinheit der Methode der Auflöfung eines Pro- 
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blems, welche alle Methoden der Differential» und Inte 
gralrechnung fo vortheilhaft auszeichnet, und welche eine 
natürliche Folge davon ift, daß man einen höchſt allgemei- 
nen, die Entſtehungsweiſe aller Größen umfaflenden Be- 
griff, den Begriff der verhältnigmäßigen Stärke des Wach⸗ 
ſens, fruchtbar anzuwenden gelernt bat. Zugleich bemer: 
fen wir, daß nur die Berechnung der mit einer Linie 
gleihmäßig wachſenden Fläche, nämlich des Parallelo- 
gramms, nicht durch die Methode des Integrirens ausge⸗ 
führt werden kann. Diefe Berechnung beruht vielmehr 
auf Congruenz und Regel de tri. Alle denkbaren ebenen 
Flächen aber, die nicht Parallelogramme find, fallen, info- 
fern fie durch Fortbewegen einer geraden Linie in paralle 
len Lagen erzeugt angenommen werden, unter bie Herr- 
fchaft der Differential: und Imtegralrechhnung. Diefe Rech⸗ 
nung braucht daher audy aus den Elementen der Mathe: 
matik überall nur Weniges vorauszufegen, da fie felbft 
allumfaſſend ift. Die Berechnung aller Flaͤchen wird auf 
die des Parallelogrammed, als der einzigen, die in Bezug 
auf die angegebene Art der Flächenerzeugung gleichmäßig 
wachfend ift, zurüdgeführt. Die Flächen werben dabei 
nicht als beftehend aus Parallelogrammen betrachtet, aber 
gewiffermaßen als entftehend aus Parallelogrammen, indem 
ihre Bildung und Erzeugung durch unendlich viele Beſtre⸗ 
bungen zur Parallelogrammenbildung vermittelt erfcheint. 
Auf diefe Weife find überhaupt die gleichmäßig wachfen- 
den Größen in den ungleihnäßig wachfenden nit als 
mechanifche oder atomiftifhe Beſtandtheile, fondern ale 
dynamifche, d. h. mit der bloßen Stärke ihred Wachſens, 
enthalten, fie find nicht Elemente, fondern nur Momente 
der ungleichmäßig Wachfenden. 


% * 
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Ein anderes ebenfo einfaches Beifpiel von directer der Differential« 
Auffindung des Differentialquotienten zweier Veränderlichen Kit In —5 — 
bietet der Differentialquotient der Curvenfläche und der —X 
Abſciſſenlinie einer durch Polarcoordinaten gegebenen krum⸗ 
men Linie dar. Durch die Polarcoordinatengleichung ift 
der Radius Vector ald Function der Abfciffenkreislinie ge- 
geben. Die Fläche, welche der Radius Vector bei feiner 
drebenden Bewegung befchreibt, ift mit der Abfeiffenlinie 
ungleichmäßig wachſend. Sol der durch Umdrehung einer 
Linie erzeugte Kläthenraum gleichmäßig wachfen mit ber 
Größe der Umdrehung oder mit der Abfeiffenkreislinie, fo 
muß die gedrehte Linie eine unveränderliche Ränge haben 
oder die durch Drehung erzeugte Fläche muß eine Kreie- 
fläche fein. Daß im Kreis die Fläche und die Größe ber 
aus einer gewillen Anfangerichtung gemachten Umbrehung 
gleichmäßig wachen, folgt aus der Congruenz der Kreis: 
ausfchnitte, welche gleichen Kreisbogen ‚angehören. Eine 
beliebige Zunahme der Kreisfläche dividirt durch die zuge 
börige Zumahme der Umbrehungsgröße, oder ‚ihres Maßes 
des Abſciſſenkreisbogens, gibt alfo für denfelben Kreis eine , 
conftante Zahl,- oder der Kreis hat einen conſtanten Diffe- 
renzquotienten diefer Veränderliben. Es fragt fih, wie 
man diefen Differenzquotienten allgemein ausdrüden könne 
durch irgend eine den Kreis beflimmende Größe, etwa durch 
den Radius des Kreifes. Es fei abd (Fig. 17) die Ab» 
feiffenkreislinie, oder der Kreis, deflen Radius den Zahlen- 
werth 1 bat, und der Punkt a der Anfangspunkt deffelben. 
Um den Mittelpunkt c fei mit cf ald Radius durch Dre« 
bung eine Kreisfläche befchrieben. Der Zahlenwerth des 
Radius cf fei durch r vorgeftelt. Für dieſen Kreis mit 
dem Radius r foll der conftante Differenzquotient ber Kreis⸗ 
fläche und des Abſciſſenskreisbogens ausgedrüdt werden. 
Mit der Zunahme bd des Abſciſſenkreisbogens ift als Zu- 
nahme der Fläche der Ausfchnitt cgh verbunden. Der 
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Zahlenwerth des Ausfchnitt ogh dividirt durch den Zah⸗ 
lenwerth von bd gibt den conflanten Differenzquotienten. 
Man kann, da auf die Größe der zufammengehörigen Zu» 
nahmen nichts ankommt, den Differenzquofienten am einfach- 
ften erhalten, wenn man die Zunahme bd gleih 1 annimmt; 
denn in diefem Falle ift der Zahlenwerth‘ des Ausfchnittes 
cgh felbft der geſuchte Differenzquotient. Ift nun bd 
gleich 1 oder gleich dem Radius des Abſtiſſenkreiſes, fo iſt 
auch der Bogen gh gleih r. Da nun der Flächeninhalt 
des Kreisausfchnitts cgh gleich ift dem eines Dreiecks, 
defien Grundlinie glei dem Bogen gh ober glei r, umd 
defien Höhe gleich dem Radius .gc oder auch gleich r ift, 


fo ift derfelbe gleich — Die Zahl * iſt alſo allgemein 


der conſtante Differenzquotient unferer beiden Veränderlichen, 
nämlich der Fläche eines durch Umdrehung des Radius 
— r beſchriebenen Kreiſes und der mit einem Radius 
— 1 befihriebenen Kreislinie, und dienet ald Maß der 
gleichbleibenden verhältnißmäßigen Stärke des Wachſens 
dDiefer beiden WVeränderlichen. Bezeichnen wir Die durch 
Umdrehung eines Radius — r befchriebene Fläche durch 
F und den, Abfeiffenfreisbogen durch x, fo haben wir die 
Steigung ZE-E 
hung Z_ =T- 

Wird nun dur Umdrehung eines veranderlihen Ra⸗ 
dius Vector um einen feften Punkt a (Fig. 15) eine Fla⸗ 
che befchrieben, wie die von der krummen Linie abcde 
und der geraden ae eingefchloffene Fläche, fo find die Cur⸗ 
venfläche und die Abfciffenfreislinie ungleihmäßig wachſend. 
Die verhältnigmäßige Stärke des Wachfens diefer Werän- 
derlichen muß in jedem Augenblid eine beftinmte und iden- 
tifch fein mit der conftanten Stärke des Wachſens derſelben 
Veränderlichen in irgend einem Kreis. Hat der Radius 
Vector die Lange ad erreicht, fo ift, wie leicht zu feben, 
die momentane verhältnigmäßige Stärke des Wachfens 
gleich derjenigen eined Kreifes mit dem Radius ad, weil 
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die Radien, ie näher fie an ad liegen, defto mehr fich def 
Gleichheit mit ad nähern, und folglich bei fortgefeßter 
Verkleinerung der Zunahmen eine unbegrenzte Annäherung 
an einen Kreis mit dem Radius ad flattfinde. Da nun 
die verhältnigmäßige Stärke des Wachfens einer Kreisfläche 
vom Radius r und ihrer Abſciſſenkreislinie ausgedrückt 


wird durch * , fo braucht man nur den allgemein als 


Function der Abfeiffenlinie gegebenen Radius Vector ins 
Duadrat zu erheben, und davon die Hälfte zu nehmen, . 
um in dieſem Ausdruck die momentane Stärke des Wach⸗ 
fens der Eurvenfläche und der Abfeiffenlinie, oder den Dif- 
ferentialquotienten diefer Weränderlichen zu haben. Iſt mir 
- alfo durch eine Polarcoordinatengleihung der Radius Ver 
tor als Function der Abfeiffenlinie gegeben, fo babe ich 
auch den Differentialquotienten der Gurvenfläche und ber 
Abfeiffe, ohne Diejenige Function der Abfciffe zu Fennen, 
welche die Eurvenfläche ausdrückt. 

Es fei, um ein fpecielled Beifpiel der Blächenberechnung 
einer Curve zu geben, ac (ig. 19) der Radius des Abfciffen- 
freifeö, und der Anfangspunkt defjelben im Punkt a Der 
Abfciffenfreisbogen fei durch x und der Radius Vector 
durch 2 vorgeftelt. Die krumme Linie cdefsgh möge fo 
befchaffen fein, daß der Radius Vector jedesmal die Hälfte 
Des zugehörigen Abfeiffenkreisbogens ift, und alfo die Po- 


larcoordinatengleichung z ⸗ z x flattfindet. Stellen wir 


die unbefannte Function ber Afeifenfinie , welche die Eur: 
venfläche ausdrüdt, durch F vor, fo haben wir unferm 
een gefundenen Sat gemäß die Differentialgleichung 


I 6 x) — Ex Daraus folgt ald urfprüngliche 


Gleichung F= Ay Die Flähe cde z. B. ift be 


fchrieben worden, indem der Radius Vector fi) aus der 
Anfangsrichtung ca um einen Viertelfreid gedreht bat. 
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Alſo hat für diefen Fall x den Zahlenwerth 3. Mithin 


3 
>4 I Beträgt für die Fläche 
edefg die Drehung des Radius Vector einen Halb kreis, 
und ift alfo x — a, fo iſt diefe Flaͤche — er ‚mt. Die 


Größe eines Flaͤchenſtücks unſerer Curve läßt ſich leicht 
auf ein Kreisflächenſtück zurückführen, und dadurch mehr 
veranſchaulichen. Ein beliebiges Curvenflächenſtück c def, 
welches durd) den Radius Vector cf begrenzt ift, beträgt 
nämlich den dritten Theil des Kreisausfchnittes Fei, Defien 
Radius gleich dem begrenzenden Radius Vector cf, und 
deffen Bogen fi in feiner Gradanzahl mit dem zum Ra: 
dius Vector ec! gehörigen Abfciffenbogen übereinftinmt. 
Denn babe der dem Radius Vector cl zugehörige Abfcıf- 


fenbogen den Zahlenwerth x, fo ift cf — 5 x, und der 


Bogen if = 3 xx. Da der Zlächeninhalt des Kreis: 
ausſchnitts fei gleich ift dem halben Product aus fi und 
‚fc, fo \ er gleich 5 x”. Das Eurvenflädhenflüd cdef 


ift die Zlähe cde — LE 


ift aber — 5 7 x’, und alfo der dritte Theil vom Kreisaus: 
ſchnitt fei. 
$. 52. 


Der Diffeential- Wie durch Hortbewegen ciner - Linie von unveränder: 
“ieinhattes und licher ober veränderlicher Länge ſowohl in rein fortfihreiten- 
der abſciſc. der als in drebender Bewegung eine Zläche befchrieben 
wird, fo kann man durch Kortbewegen einer Fläche von 
unveränderlichen oder veränderlicher Größe einen körperlichen 

Raum befchreiben. Diefe Entftehungsweife eines Körpers 

liefert und ebenfalld ein leichtes Beifpiel von directer Auf: 

findung eines Differentialguotienten. Wird eine unverän- 
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derliche Fläche in parallelen Lagen fortbewegt auf dem Weg 
einer geraden Linie, fo find der erzeugte Körperraum und 
der Weg der Fortbewegung gleichmäßig wachfende Größen. 
Wir wollen, da ed uns jetzt nicht auf ein allgemeines geo« 
metrifched Refultat ankommt, der Einfachheit wegen anneh⸗ 
men, daß die fortbewegte Zläche kreisförmig fei, und daß 
die Linie der Zortbewegung fenkrecht auf der Kreisfläcdhe 
ftebe. Cine unveränderliche Kreisflähhe auf dieſe Weife 
fortbewegt erzeugt einen fenfrechten Cylinder. Der Radius 
babe den Zahlenwertb r. Der Weg, welchen der Mittel: 
punkt der bewegten Kreiöfläche befchreibt, oder die Are des 
Cylinders, fol ald die willkürlich Weränderliche und der 
Cubikinhalt ald die abhängig Beränderliche betrachtet wer- 
den. Der Differenzquotient diefer gleichmäßig Wachfenden 
ift wie bei allen gleichmäßig Wachfenden nichts Anderes, 
ald der Zahlenwerth, den die Zunahme der abhängig Ver 
änderlichen bat bei einer Zunahme der willfürlich Werän- 
derlichen — 1. Wädhft alfo die Linie der Kortbewegung 
um den Werth 1, fo wächft der veränderliche Eubikinhalt 
um einen Cylinder, deflen Grundfläche — r’.z und deffen 
Höhe = 1 ift, und deſſen Cubikinhalt alfo = r’.n iſt. 
Die Zahl r?. na ift mithin der Differenzquotient der beiden 
Veränderlichen. Stellen wir den veränderlichen Cubikin⸗ 
halt eined Eylinderd mit dem Radius r durch C, und bie 
Linie der Fortbewegung durch x vor, fo haben wir bie 


Differenzengleichung a —'r.n. Da die Zahl r’.z mit 


dem Werth des Flächeninhaltd des bewegten Kreifes zu- 
fammenfällt, fo kann auch die bewegte Kreisfläche felbft 
kurzweg ald Ausdrud der verhäftnigmäßigen Stärfe des 
Wachſens der beiden Veränderlichen, des Cubikinhalts eines 
Cylinderd nämlich und der Are deffelben, gebraucht werden. 

Iſt die fortbewegte Kreisfläche veränderlih, wie wenn 
man fich einen Kegel oder eine Kugel und dergi. durch 
Fortbewegung einer veränberlichen Kreisfläche erzeugt dent, 
fo find die Linie der Fortbewegung, welche wir bier auch 
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die Abſciſſe nennen wollen, und der Eubifinhalt ungleich: 
mäßig wachfend. Die verhältnigmäßige Stärke des Wach⸗ 
ſens diefer Veränderlichen ift in jedem Augenblick identifch 
mit der in irgend einem Eylinder vorhandenen conflanten 
Stärke des Wachfens derfelben Veränderlichen. Es fei der 
Körper age (Fig. 20) dadurch befchrieben, daß der Mit- 
telpunft einer wachſenden Kreisfläche fich auf. der Linie af 
fortbewegt. Hat nun die fortbewegte Kreisfläche in einem 
beliebigen Punkt b der Abfciffe Die Größe des Kreiſes dnc 
erreicht, fo ift dic momentane verhältnißmäßige Stärke des 
Wachſens unferer Veränderlichen fo groß, ald fie ın einem 
Cylinder cdhi ift, deflen Grundflähe ebenfalls der Kreis 
dnc ift. Der Beweis diefer Behauptung ift den in den 
vorhergehenden Paragraphen gegebenen Beweifen ganz ana⸗ 
log, und aus den Grundbegriffen überall leicht zu entneb: 
men. Da nun der Zahlenwerth der Grundfläche eined Cy⸗ 
linderd die verhältnifmäßige Stärke des Wachſens von 
Eubifinhalt und Abfeiffe ausdrüdt, indem er mit dem 
Differenzquotient diefer Veränderlichen zufammenfällt, fo ift 
auch die in jedem Punkt der Abfciffe vorhandene Größe 
“ der fortbewegten Kreiöfläche Ausdruck der momentanen 
verhältnigmäßigen Stärfe ded Wachfens von Cubikinhalt und 
Abfeiffe, und fällt mit dem Differentialquotient diefer Ver⸗ 
änderlichen zufammen. Dder man Tann auch, fo fihließen: - 
Der Differentialquotient zweier Veränderlichen ift der Duo- 
tient derjenigen zufammengehörigen .Zunahmen, welche die 
Veränderlihen annehmen würden, wenn die momentane 
verhältnipmäßige Stärke des Wachfend unverändert bliebe; 
alfo bier der Quotient, den man erhält, wenn man den 
Werth des Eylinderd cdhi durch den Werth der Linie 
bm dividirt. Da nun diefer Duotient mit dem Werth der 
Kreisfläche dnc zufammenfält, fo ift diefer Werth auch 
dem Differentialquotienten gleich, und der allgemein ale 
Function der Abfciffe ausgedrückte Werth der fortbewegten 
Kreisfläche gibt Den Differentialquotienten der beiden ungleich: 
mäßig Wachfenden, des Cubikinhalts und ber Abfeiffe If 


- 








- Vom Integriren im Allgemeinen. 161 


mir aber der Radius des fortbewegten Kreifes ald Yunction 
der Abfeiffe gegeben, fo babe ih auch die Kreiäfläche als 
Function der Abſciſſe. Dan braucht alfo die Function der 
Abfeiffe, welche den Eubifinhalt eines auf diefe Weife er⸗ 
zeugten Körpers ausdrückt, nicht zu wiffen, und kann doch 
den Differentialquotient diefer Function haben, und die 
felbe alfo durch Integration erhalten. 


Nehmen wir einige Beifpiele, in welchen der Differen- 
tialquotient eine bloße Potenzfunction ifl. Es fei der ſenk⸗ 
rechte Kegel acd (Fig. 21) durch Fortbewegen einer ver- 
änderlichen Kreisfläche erzeugt. Iſt die Are des Kegeld die 
wachfende Abfeiffenlinie, x ihr Zahlenwerth und ihr Null- 
punkt im Punkt a, in der Spike des Kegeld, fo hat der 
Radius des fortbewegten Kreiſes, ald mit x gleihmäßig 
wachfend, im Allgemeinen den Werth ax. Die veränder- 
liche Kreisfläche ift alfo a’.x?.r. Die unbefannfe $un- 
ction der Abfciffe, welche den Cubikinhalt des Kegels aus- 
drüdt, beige C. Dan hat alfo bie Differentialgleichung 
a0 _, n.x. Folglich C = x . Daß feine 
Conftante zuzufeßen ift, leuchtet von felbft ein. Um bas 
gefundene Refultat in Form bekannter Regeln auszudrüden, 
fo braucht man nur zu beachten, daß für eine Höhe des 
Kegeld — x die Grundfläche deffelben — a’.n.x? ift. 
Und da das Product beider, nämlih a’z.x’, den Eubif- 
inhalt eined Cylinders ausdrüdt, der mit dem Kegel gleiche 
Grundfläche und gleiche Höhe hat, fo fieht man, daß ber 
Eubifinhalt des Kegeld der dritte Theil von dem des Cy⸗ 
linders ift. | 

Sei ferner die krumme Linie adg (Fig. 20) die ge 
meine Parabel, und ihre Abfeiffenlinie x mit der Are af 
zufammenfallend, und ihr Nullpunkt in a oder dem Scheitel 
Der Parabel. Geben wir dem Parameter der Parabel den 
Zahlenwerth 1, fo ift der veränderliche Radius des fortbe⸗ 


wegten Kreiſes, als Ordinate der Parabel, =x 7, Die 
Sn ı. Ä 11 
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Fläche dieſes Kreifes ift — x.n. Alſo haben wir die 
Differentialgleichung = = n.x. Daraus die urfprüng- 


2 
liche O — * , ohne Conſtante, wie ebenfalls Leicht zu 
fehben. Der Eubifinhalt eines parabolifhen Körpers age 
laäͤßt ſich Leicht mit dem eines Cylinders von berfelben 
Grundfläche ge und derfelben Höhe af vergleihen. Denn 
fei die Abfeiffe oder die Höhe des parabolifchen Körpers 
allgemein x-, fo ift die zugehörige Grundflähe n.x. Da 
num der Cubikinhalt eines Cylinders von derfelben Grund⸗ 
fläche und Höhe = n.x’ ift, fo ift er doppelt fo groß 
als der Cubikinhalt des parabolifchen Körpers. 

Wir haben bier ald Beifpiele der Berechnung eines 
Flächen» oder Cubikinhaltes nicht ohne Abficht lauter folche 
Aufgaben gewählt, die auch auf andern Wegen, und zwar 
namentlich fchon von Archimedes gelöft find. Wenn man 
. weiß, oder fi) die Mühe nehmen will nachzufehen, welche 
vielfache verfchiedene Mittel Archimedes zur Löfung Diefer 
Aufgaben in Bewegung feßen mußte, wie künſtlich und 
mühfam die zu berechnenden Raumgebildbe mit andern be 
fannten, die als Mittelglied der Vergleichung dienten, in 
Verbindung gefegt werden mußten, und Deswegen auch) 
das Verfahren bei jeder dieſer Aufgaben ein eigenthüm- 
liches fein mußte, und wenn man nun damit vergleicht, 
wie bier durch ein und daffelbe Mittel der Beſtimmung 
der verhältnigmäßigen Stärke des Wachfend, welches außer: 
dem eine unbegrenzte Anwendbarkeit auf alle Größen hat, 
und durch die einfache Negel der Integration einer Potenz- 
function, nicht nur diefe, fondern auch noch unzählig viele 
andere Aufgaben der Flächen- und Körperberechnung, die 
dem Archimedes unübermwindlich bleiben mußten, fehr leicht 
lösbar find, fo wird man erkennen, wie groß die Vorzüge 
einer Wiffenfchaft find, Die fi auf einen allgemeinen 
Standpunft der Betrachtnng erhoben hat, und wird fich, 
wenn man ed nicht ſchon aus andern Wiffenfchaften weiß, 
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überzeugen, daß Die Kraft der Allgemeinheit nie boch genug 
angefchlagen werden Tann. 


6. 58. 


Es mögen und noch, ehe wir weiter gehen, bie Übfciffe Der, Diferentiat- 
einer durch Parallelcoordinaten vorgefihriebenen frummen ee unb der 
Linie, und die Länge der krummen Linie ein Beiſpiel der 
Directen Auffindung _ eined Differentialquotienten geben. 

Sol eine durch Parallelcoordinaten vorgefchriebene Linie 
mit der Abſciſſe gleichmäßig wachfen, fo muß fie bekanntlich 
eine gerade Kinie fein. Iſt ae (Fig. 3) die Abfeiffenfinie 
ald willkürlich Weränderlihe, und ak die durch Parallelco- 
ordinaten vorgefchriebene Grade ald abhängig Beränder- 
liche, fo ift die verhältnigmäßige Stärke des Wachſens der: 


ſelben dur) den Zahlenwerth des Quotienten :E oder 25 


gegeben. Man fieht, daß diefer Differenzquotient nur von 
dem Winkel abhängt, den die Gerade ak mit ihrer Ab⸗ 
feiffe macht, oder von der Richtung, welche bie Gerade ber 
züglich auf ihre Abſeiſſe einfchlägt. Mit Vergrößerung 
dieſes Winkels wird der Differenzquotient größer, und Tann 
beliebig groß werden. Mit Verkleinerung dieled Winkels 
aber nähert er fih der Zahl 1 als Grenze, die ex nie 
überfchreiten Fann. 

Die Abfeiffe ac einer frummen 2inie ade Gig 22) 
und die Länge der krummen Linie ſelbſt ſind ungleichmä⸗ 
ßig wachſend. Ihre verhaltnißmaͤßige Stärke des Wach: 
fens fällt in jedem Augenblid zuſammen mit der conftan- 
ten Stärke des Wachſens, welche irgend eine Gerade und 
ihre Abfciffe Haben. Nun hängt aber die Stärke des 
Waachſens, welche eine Gerade verhältnigmäßig zu ihrer 
Abfeiffe hat, bei gegebener Lage der Abſciſſe nur von ber 
Richtung diefer Geraden ab. Und da die krumme Linie 
ſelbſt in jedem Punkt eine beftimmte Richtung hat, und 

11* 
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in ihrem Verlauf momentan immer mit einer Geraden, 
nänlich der Zangente, zufanımenfälf, fo muß auch im 
jedem Punkt die momentane verhältnigmäßige Stätke des 
Wachfens der krummen Linie und ihrer Abſciſſe zufammen- 
fallen mit der conftanten Stärke des Wachſens der Zan- 
gente dieſes Punktes und ihrer Abfeiffe Iſt alfo die 
Gerade dg die Tangente des Punktes d, fo ift in dem 
Differenzquotient der Tangente und Abfeiffe, oder in dem 


Bruch SE, die Stärke des Wachfens ald ausgeführte ent: 


halten, welche für die Curve und ihre Abfciffe im Punfte 
d momentan vorhanden if. Es handelt fidy alfo nur 
darum, den Quotient zufammengehöriger Zunahmen ber 


Tangente und ihrer Abfeiffe, oder den Bruch SE, allge: 


- mein ald Bunction der Abfeiffe auszudrüden, um in dem: 
felben den Differentialguotienten der Curve und ihrer Abfciffe 
zu haben. Dies ift aber möglich, fobald die Coordinaten- 
gleihung der Curve gegeben ift. Heiße die Abſciſſe ‘der 
Eurve x, und die Function von x, welde die Ordinate 
ausdrüdt, y. Da in den Coordinaten der Zangente dg 
die für den Punkt b der Abfeiffe vorhandene Stärfe def 
Wachſens der Coordinaten der krummen Linie zur Ausfüh- 
tung fommt (f. $. 31), fo ift allgemein der Quotient 


f e . 
Ir dem Differentialquotienten von y und x, oder Dem Werth 


dd . . 
von —* gleich. Nehmen wir nun, was uns frei ſteht, 
die Zunahme bc oder df der Abſciſſe fo groß, daß fie den 


Zahlenwerth 1 hat, fo wird gf dem Bruch &7, oder all: 


d ; 
gemein dem Werth von * gleich. Iſt aber in dem recht⸗ 
winkligen Dreieck af die eine Kathete — 1 und die 


d oo: 
andere allgemein — —* ‚ fo iſt allgemein die Hypotenuſe 


> 
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— yı + (22). Diefer allgemeine Werth von dg 
fallt, da —— — Lift, mit dem allgemeinen Werth des 
Bruches SE juſammen. Folglich iſt der allgemeine Werth 


von Pas ober. der Differentialquotient der Eurve und 


ihrer Abſeiſe — Yı+ (I). Stellen wir die unbe: 


fannte Zunction der Abfciffe, welche die Curvenlänge aus⸗ 
drüdt, durch L vor, fo haben wir die Differentialgleihung 


dy\’ 
Tre Aarrr) 
"Da als eine gegebene Function von x betrachtet wer- 
den Fann, fobald man die Coordinatengleihung der Curve 


bat, fo iſt auch V 1 + (3) eine durch die Goorbine- 


tengleichung gegebene Function von x. Dan fieht, daß 
diefer Differentialquotient, da das Quadrat von “7 immer 
pofitiv iſt, nie einer ald 1 werben fann, wie wir auch 
fhon oben die Zahl 1 als die Grenze des entfprechenden 
Differenzquofienten für die gerade Linie fanden. Da der 
Differentialqnotient der Curve und ihrer Abfeiffe, wie feine 
Zuſammenſetzung zeigt, niemals als einfache Potenzfunction 
erfcheinen Tann, fo können wir dad Verfahren, Curvenlän- 
gen durch Integration zu berechnen, an diefer Stelle noch 
nicht durch Beiſpiele erläutern. 





6. 54. 


Die in den vorhergehenden Paragraphen enthaltenen Zügemeine Bes 
Refultate beweifen hinlänglich, daß es möglich iſt, im Be⸗ — 


ſitz des Differentialquotienten zweier Veranderlichen zu ſein, — 
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ohne die Function zu kennen, welche die Urt der Abhan- 
gigfeit dieſer Veranderlichen ausdrüdt, und daß demnad) 
auch das Integriren einer Function eine Operation von 
großer Wichtigkeit und vielverfprechender Anwendung fein 
kann. Um die Nachweifung diefer Möglichkeit handelte es 
fi) aber zunächft nur. Die bier betrachteten Fälle Directer 
Auffindung eines Differentialquotienten gehören zwar zu 
den einfachften, weil in ihnen allen die verhältnigmäßige 
Stärke des Wachſens nur von Einem beftimmenden Ele: 
ment abhängig ift, wie 3.3. bei den Flächen nur von ber 
Größe der in fortfchreitender oder Drebender Bewegung be⸗ 
griffenen Linie; damit iſt denn auch dies verbunden, daß 
die gleichmäßig Wachfenden derfelben Art unmittelbar in 
die Augen fallen, und daß es Außerft einfach iſt, nachzu⸗ 
weifen, mit welchen möglichen Gradverſchiedenheiten der 
verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens diefer gleichmäßig 
‚ Wachfenden die ungleihmäßig Wachfenden momentan zu: 
fommentreffen. _ Aber wenn dies auch nicht der Fall if, 
"daß die Stärke des Wachfend fich von Einem Element ab» 
bängig zeigt, fo ann man entweder die beftimmenden 
Elemente einzeln aufſuchen und fie zufammenfehen, und 
dann bat Died Verfahren die größte AUehnlichkeit mit der 
Zufammenfeßung der Verhältniſſe in der fogenannten zu» 
fammengefegten Regel de fri, oder man kann, weldhes das 
gewöhnliche wenn auch nicht überall preiswürdige Verfah⸗ 
ren ift, ohne Weitere zufehen, wie fi) aus der befonderen 
Natur der veränderlihen Continua der Grenzwerth beſtim⸗ 
men läßt, dem ſich der Duotient zufammerigehöriger Zu⸗ 
‚nahmen bei fortgefeßter Verkleinerung derfelben ohne Ende 
nähert. Diefer Grenzwerth allgemein als $unction der 
willkürlich Veränderlichen ausgebrüdt, ift dann der Diffe 
rentialquotient. Diefe Verfahrungsweifen werden im wei- 
teren Verlauf unferer Wiffenfchaft durch Beiſpiele hinlang- 
lich einleuchtend werben, und eine ausfübrlichere Betrach- 
fung derfelben liegt, wie fchon bemerft, außerhalb des 
Zweckes diefes Buches. 
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$. 55. 


Es mag noch bemerkt werden, daß die Aufgabe der Der Difierentisl, 
Integration und auch Dadurch entftehen kann, daß über —* Beraus- 
eine veränberliche Größe, welche an fich nur eine verhält: 
nigmäßige Stärke des Wachſens zweier Weränderlichen 
ausdrüdt, eine willkürliche Vorausfegung gemacht, und nach 
den in dieſer Woraudfegung enthaltenen Zolgerungen ge: 
fragt wird. Eine Gefchwindigkeit 3. B. ift an fih nur 
eine verhältnigmäßige Stärke des Wachſens von Raum 


und Beit (( — — S. A), und eine Kraft nur eine 
Stärke ne * von Geſchwindigkeit und Zeit 
6 A), verfteht fih, wenn die Kraft auf eine 


gewiſſe Daffeneinei bezogen oder unter Umfländen bes 
trachtet wird, in welchen zu ihrer Beflimmung auf: die 
Maſſe nichts ankommt, wie bei der Schwerkraft, wo bie 
Kraft in geradem Verhaͤltniß mit der Maſſe wählt. Macht 
man nun etwa die willtürliche Ynnahme, daß eine Ge- 
fhwindigfeit irgend eine beftimmte Function der Zeit fein 
folle, die durch ft) vorgeftellt fein möge, fo hat man in 
nz = f(t) eine Differentialgleihung von Raum und Zeit, 
und muß eine Integration vornehmen, um die Art der 
Abhaͤngigkeit von Raum und Zeit, welche bei dem ange: 
nommenen Geſetz der Geſchwindigkeit flattfindet, zu fin 
den. Wenn auch hierbei der Differentialguotient nur in 
Seftalt einer urfprünglichen oder vwillfürlichen Voraus⸗ 
fegung erfcheint, und nicht in Geſtalt einer aus andern 
Vorausfegungen abgeleiteten Beftimmung, fo wird man 
doch in Betreff des allgemeinen Zweckes der Mathematik 
feinen wefentlichen Unterfchieb hierin finden, weil die Ma- 
thematik fich die Aufgabe ſtellt, von jeder Worausfegung 
auf die darin enthaltenen Folgen zu kommen, und ihr gan: 
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zer Inhalt im Allgemeinen ein anderer ift, als die allfei- 
tige Vermittelung von Voraudfegung und Folge. 

‚Nehmen wir 3. B. an, daß eine Kraft conflant fei, 
fo können die Fragen entftehen, wie hängt die Geſchwin⸗ 
digkeit, die jedenfalld veränderlich ift, von der Zeit ab, 
und wie hängt ferner bei Diefer ungleichförmigen Geſchwin⸗ 
digkeit der Raum von der Zeit ab. Sei die conftante 
Kraft = a, fo hat man 1 — a, und daraus ($. 46) 
c=at, alfo die Gefchmwindigkeit gleichmäßig wachjend mit 


der Zeit. Sest man nun 7 ftatt c, und bildet die Dif- 


ferentialgleihung MT — at, fo folgt s = 3 ee 


braucht man als Beifpiel der. conftanten Kraft die Schwer: 
kraft, wie fie an der Oberfläche der Erde wirkt, fo bat 
man, da diefe Kraft fo groß ift, daß vermöge derfelben 
die Geſchwindigkeit eines Körpers in Einer Secunde um 


30 Fuß verändert wirb, die Gleihung 5 — 30. Alſo 


ce —= 30t. $erner Se — 30t, und daraus s — 151”. 
Dian vergleiche diefe Ableitung der Fallgeſetze mit denjeni- 
‚ gen, welche fonft gegeben, und durch andere Mittel ohne 
Zubülfenahme der Grundbegriffe der Differential» und In⸗ 


‚ tegrafrechnung zu Stande gebracht werben. 


$. 56. 


aiebergung zu. Betrachten wir das bisher entwidelte Verfahren des 
—— Integrirens, welches auf einem durch Differentiationsregeln 
vermittelten und erkennbaren Zuſammenhang von urfprüng- 
lichen und abgeleiteten Functionen, und auf einem Schluß 
von den Letzteren auf die Erſteren beruht, fo läßt ſich nicht 
leugnen, daß daffelbe, wenn auch nichts Unſicheres, doch 
etwas fehr Unanfchauliches enthält. Weil diejenige Fun⸗ 
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ction, durch deren Differentiation ein gegebener Differen: 


tialquotient zweier Veraͤnderlichen entflanden fein Tann, 


nothwendig Auch Die Weife der Abhängigkeit endlicher 
Werthe diefer Weränderlichen angeben muß, fo iſt zwar 
Das Geſetz der Abhängigkeit der Weränderlihen aus der 
verhältnimäßigen Stärke ded Wachfens richtig erfchloffen, 
aber man fteht dabei nicht eigentlich die im Wachſen er 
reichten Werthe der WVeränderlichen durch das Wachen 
felbft und die verhältnißmäßige Stärke deffelben erzeugt. 
Denn die zufammengehörigen Werthe der Weränderlichen 
erfcheinen nicht ſowohl direct als eine Folge der. Stärke 
ihres Wachſens, als vielmehr umgekehrt die Stärke des 
Wachſens der Veränderlihen oder ihr Differentialquotient 
wie eine Folge einer beftimmten Function betrachtet wird; 
und dabei wird nur aus dieſer Folge auf die ihr zuge: 
hörige Vorausfegung gefchloffen. Wenn man aber die ver: 
haͤltnißmaͤßige Stärke des Wachſens nach ihrer Bedeutung 
für die durch fortfchreitendes Wachſen bervorgehenden 


Werthe der von einander ‚abhängigen Größen befrachten, . 


und fich bei Herleitung diefer Werthe an den Begriff des 
Wachſens felbft und deſſen Stärke halten wollte, fo würde 
Died vorausfegen, daß man bie verhältnißmäßige Stärke 
des Wachſens nach ihrem ganzen‘ wechfelnden Laufe ver- 
folgte, die einzelnen unzählig vielen Momente derfelben zu 
einem Refultat zufammenzöge, und die im Wachfen er- 
reichten endlichen Werthe der Weränderlichen als. ſolche Re⸗ 
fultate erfcheinen ließe. Dadurch würde ed dann klar und 
anfchaulich werden, wie die verhältnigmäßige momentane 
Stärke des Wachſens ald inneres erzeugendes Element in 
der Bildung und dem ganzen Verlauf der Größen immer 
wirffam. und thätig iſt. Eine auf dieſe Anficht gegründete 


NT u 


Methode der Integration verfeßt fi in eine lebendige An- : 
ſchauung des ſtetigen Flufled der Bildung und Entflehung : 


der Größen, und vollbringt fich nicht bios durch die Er- 
innerung an befannte Zufammenhänge von Formeln und 


Sunctionen. Diefe Anfiht vom SIntegriren bat, wie fie : 


us. 3 
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denn bie am einfachften und natürlichften fich darbietende 


ift, zugleich bei der Entflehung der Differential- und Sn: 
tegralrechnung als die leitende und berrfchende zu Grunde 
gelegen. Sie darf ſchon deswegen nicht mit Stillſchweigen 
übergangen werden, weil erfl aus ihr die für das Inte 
griren eingeführten Benennungen und Bezeichnungen, die 
wir bis jest noch außer Acht gelaſſen haben, erklaͤrlich 
werden. 

Man wird bemerkt haben, daß nach der bis hier ge⸗ 
gebenen Anſicht vom Jntegriren es keine urfprüngliche Me: 
thode bed Integrirend, fondern nur eine bed Differenfürens 
giebt, und daß demnach auch das Integriren nicht weiter 
reichen kann, ald es Durch die Regeln der Differentiatign zu- 
ganglih gemacht iſt. Cine Art urfpünglicher Methode des 
Integrirend, welche die Durch Wachſen erzeugten Größen 
als die Summen unzablig vieler Incremente betrachtet, deren 
Verhaͤltniſſe für alle Verflußpunkte vorgefchrieben find durch 
die gegebene verhältnigmäßige Stärke des Wachſens, und 
die keine Bekanntſchaft mit Differentiationsregeln voraus: 
fest, hatte Leibnig im Sinne, als er die noch jetzt geltende 
Zerminologie und Zeichenfprache einführte. Warum Diefe 
Auffaffung des Integrirens in den neueren Darſtellungen 
der Differential- und Integralrechnung fo fehr in den Hinter- 
grund getreten oder vielmehr faft gänzlich verſchwunden iſt, 
dies hat feinen Grund wohl bauptfächlic darin, daB man 
mit der im Vorhergehenden entwidelten Methode des In⸗ 
tegrirend bei dem jetzigen Standpunft der Mathematik wei: 
ter kommt, mit der andern, und die Letztere für die Praris 
der Mathematik ganz überflüflig erfcheint. Und da man 
ed liebt, in mathematifchen Darftelungen ſich in Betreff 
allgemeiner Begriffserörterungen auf die äußerfle Noth⸗ 
durft zu befchranten, fo hat man bie urfprüngliche Vor⸗ 
ftelung vom Integriren ganz fallen gelaflen, obgleich fie, 
wenn man neben dem fipeciell mathematiſchen auch das all⸗ 
gemein wiſſenſchaftliche Intereſſe im Auge behält, gerade 
höchſt Ichrreih und intereſant iſt. 
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Ein zweiter Grund der Zurückſetzung dieſer Anficht 
des Integrirens liegt darin, daß man fich mit derſelben 
von Neuem auf das Eis einer fchlüpfrigen Dialektik begibt, 
und die Meiften allen dialektiſchen Begriffsbeflimmungen 
wie wahren Verdrießlichkeiten aus dem Wege gehen. Gicht 
man in der Dperation bed Integrirend nichts weiter, als 
eine nad beflimmten Regeln erfolgende Umkehrung von - 
Formeln und Functionen, oder einen Rückſchluß von einer 
Function auf eine andere, fo fallen alle Iogifchen Schwierigkei⸗ 
ten ganz allein auf die Differentiafrechnung, und mit ber 
Begründung der Integralrehnung hat ed dann weiter gar 
feine Roth. Aber bie Begriffe, denen man in- der allge 
meinen Erpofition des Integrirend aus dem Wege geht, 
find deswegen in ber Praris ber Anwendung keineswegs 
verſchwunden, ſondern werden um ſo ungenirter gebraucht, 
je weniger ſie durch Betrachtung ihrer allgemeinen Natur 
in boͤſen Verdacht gebracht worden ſind. In der That 
erhält die Art, wie in ben Fällen, wo es ſich um eine 
directe Auffindung des Differentialquotienten handelt, ge: 
wöhnlich das Differential der abhängig Weränderlichen auf 
geftellt wird, nur durch die LZeibnigifche Anficht des Inte⸗ 
grirens ihren einfachen natürlichen Sinn, und es iſt des⸗ 
wegen ein Zurüdgehen auf dieſelbe auch für das Verfländ- 
niß der üblichen directen Differentialbeflinnmung nicht ohne 
Bedeutung. 


8. 57. 
Henn man zwei von einander abhängige ungleiche, 


mäßig wachjende Größen bat, und man will für einen ge- mel 1 ne une 


wiffen Werth der Einen ben zugehörigen Werth der Audern 

berechnen, fo ift der am närbhften liegende Gebante, auf 
welchen als erfted -Aushälfsmittel gewöhnlich Ir von 
felbft verfällt, der, DaB man die ungleichmäßig wachfenden 
Srößen innerhalb Heiner Strecken oder innerhalb der Gren⸗ 
zen Meiner Zunahmen gleichmäßig wachfend denkt, und bie 
den Meinen Zheilen, in welche man bie willkürlich Verän⸗ 
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berliche zerfällt bat, unter diefer Vorausfegung zugehörigen 
Theile der abhängig Weränderlichen berechnet, und dann 
die Summen der fo erhaltenen Theile einer jeden einzelnen 
Veränderlichen als die zufammengehörigen Werthe der Ver: 
änderlichen betrachtet. Angenommen, es follte 3. B. Die 
Survenfläche adec (ig. 23) berechnet werden aus dem 
gegebenen Differentialguotient der Curvenflähe und der 
Abfciffe ac, und mithin ald Yunction der Wbfciffe darge: 
ftelt werden. Der Differentialquotient der Curvenfläde 
und der Abfeiffe ift mir gegeben, wenn ich nur die Paral- 
lelcoordinatengleichung der Eurve babe, weil die Function 
der Abfciffe, welche die Ordinate ausdrüdt, zugleich diefen 
Differentialquotienten angibt (f. $. 49). Wenn man nım 
das der Abſciſſe ac zugehörige Flächenſtück abted berech⸗ 
nen wollte, fo bleibt, da jede endliche Zunahme der Ab- 
feiffe und die zugehörige Zunahme der Fläche ald ungleich⸗ 
mäßig Wachfende Feine unmittelbare Vergleichung geftatten, 
wie es fcheint nichts Anderes übrig, ald den krummlinigt 
begrenzten Flächenraum in folche Flächenformen zu zerlegen, 
welche mit der Abfciffe, alfo überhaupt mit einer geraden 
Linie gleichmäßig wachſen. Eine ſolche Flächenform ift 
aber nur das Parallelogramm. Wenn man nun die Wb- 
feiffe ac in eine gewiſſe Anzahl gleicher Theil theilt, und 
innerhalb eines jeden foldhen Theile die Curvenfläche mit 
der Abfeiffe gleichmäßig wachfend dent, und zwar mit der 
Stärke des Wachſens, welche im Anfangspunft eined jeden 
Adfeiffentheiles vorhanden war, fo erhält man flaft der 
Eurvenfläche eine Reibe Parallelogramme, deren Nachbar⸗ 
feiten ein Eleined Abfeiffenflud und die dem Anfangspunft 
dieſes Abfeiffenftüds zugehörige Ordinate find. Durch den 
gegebenen Differentialquotienten der Eurvenfläche und der Ab⸗ 
feiffe kann das einer jeden Zunahme der Abfciffe zugehö⸗ 
rige Parallelogramm berechnet werden. Die Abfeiffe und 
die Eurvenfläche haben nun flatt einer fletigen Verände⸗ 
rung ihrer Stärke des Wachfend eine in Fleinen Abfägen 
fprungmweis vor fich gehende. Mit Verkleinerung der glei- 
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chen Theile der Abfciffe und mit der zugleich erfolgenden 
Vermehrung der Anzahl der Parallelogramme, werden die 
Flächenſtücke, welche zur Curvenfläche gehören, aber außer- 
halb der Parallelogramme liegen bleiben, immer mehr und 
mehr in die Parallelogramme eingefchloffen werden. Mithin 
wird die Summe aller Parallelogramme den Flächenraum 
der Curve um fo genauer angeben, je Eleiner man die glei« 
chen Theile der Abfeiffe und. damit zugleich Die Breite der 


Parallelogramme macht. Es fcheint. nun, dag man auf. 


diefem Wege den wahren Werth der Flaͤche niemals finden 
werbe, und daß man immer noch einen in die Parallelo- 
gramme nicht einfchließbaren Raum übrig behalten muß, 
der wie ber fhädliche Raum ber Zuftpumpe unvertilgbar 
ift. Aber es ift zu bedenken, daß der nicht in die Paral« 
lelogramme aufgenommene Flächenraum durch fortgefegte 

Verkleinerung der Theile der Abfeiffe zu jedem beliebigen 
Grad von Kleinheit heruntergebracht werden Tann, und bei 
einer endlos gedachten Verkleinerung der Abſtiſſentheile völ⸗ 
fig verſchwindet. Iſt nun die Curve durch irgend ein Co— 
ordinatengefeg gegeben, und die Ubfeiffe in lauter gleiche 
Theile getheilt, fo bilden Die Diefen gleichen Abfeiffentheilen 
Buche gen Parallelogramme eine gefehmäßige Reihe. Es 


— 


muß_alfo_aud eine Summenformel_ diefer gefegmäßigen | 


Reihe geben, gleichviel ob wir diefelbe durch Die bißherigen 
Hüsfsmittel der Mathematik finden können oder nicht. Iſt 
nun in diefer Summenformel eine Grenze erkennbar, wel⸗ 


cher fich diefelbe bei endlos fortgefegter Wermehrung der: 


Anzahl der Glieder -der Reihe, und der zugleich erfolgen: 
den Verkleinerung der Größe der Glieder ohne Ende nähert, 
fo gibt dieſe Grenze der Summenformel ohne Zweifel den 
wahren Werth der abhängig Veränderlichen, wie bier der 
Eurvenfläche, an. Die gemachte falfche Vorausſetzung einer 
fprungweis vor fich gehenden Veränderung der Stärke des 
Machfend wird, indem man zur Grenze der Summenfor: 
mel übergeht, in dem Refultate wieder aufgehoben, und 
die ald gleichmäßig wachjend angenonmenen Theile der ab- 


mn. . 


.- 


—— — 
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hängig Veraͤnderlichen erſcheinen blos als ein Gerüſte oder 
ein Unterbau discreter Theile, welche nur zur Herſtellung 
einer geſetzmaäßigen Reihe gebraucht werden, und welche in 
dem Grenzwertb der Summenformel diefer Reihe wieder 
continuirlich in einander überfließen. Die aus dem Diffe: 
tentialquotienten auf diefe Weife für den Werth der abhängig 
Veränderlichen erhaltene Function, oder dad Integral er 
fheint dabei als die Grenze der Summenformel einer end- 
lichen Reihe, oder was hier baffelbe ift ald die Summen⸗ 
formel einer unendlichen Reihe. 

Auf ähnliche Weife, wie in dem angenommenen Bei: 
fpiel von der Gurvenfläche und der Abfeiffe, wird es fich 
mit allen ungleihmägßig Wachfenden verhalten. Dan kann 
fie innerhalb kleiner Zunahmen der willkürlich Veränder⸗ 
lichen gleichmäßig wachfend denfen. - Durch den gegebenen 
Differentialquotienten läßt fich die Zunahme der abhängig 


Veränderlichen, welche unter diefer Annahme mit einer 


Zunahme der willkürlich Weränderlichen verbunden fein 
müßte, berechnen. Die Summe aller diefer Zunahmen 
der abhängig Weränderlichen wird einen um fo genaue 
ren Näherungswerth derfelben geben, je fleiner die glei⸗ 
hen Zunahmen der willfürlich Weränberlihen angenom- 
men werden. Die Abweichung vom wahren Werth der 
abhängig Weränderlihen Tann durch fortgefegte Verkleine⸗ 
rung der Zunahmen bis zu jedem beliebigen Grab von 
Kleinheit beruntergebracht werden, und hat Feine Grenze 
ihrer Verkleinerung. Sollte diefe Behauptung in ihrer 
Allgemeinheit fireng bewiefen werden, fo würden Dazu 
Saͤtze erfordert, welche wir erft bei Gelegenheit des zweiten 
Differentialquotienten in näheren Betracht nehmen werben, 
und deren Aufftellung uns "hier zu weit von unferm Gegen- 
ftand abführen würde. Es Tann uns aber auch auf Diefen 
Beweis an diefer Stelle um fo weniger etwas ankommen, 
da wir die hier zu erflärende Anficht vom Integriren nicht 
zur Grundlage weiterer Unterſuchungen nehmen, fondern 
diefelbe nur gebrauchen, um die Entflehung der Terminologie 
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und Zeichenfprache und eine übliche Art Directer Aufftellung 
des Differentiald einer abhängig Weränderlichen nachzuwei⸗ 
fen. Erbält man nun durch fortgeſetzte Verkleinerung der 
gleichen Zunahmen der willkürlich Veränderlihen immer 
genauere Näherungswerthe der abhängig NWeränderlichen, 
und bat die Abweichung von dem wahren Werth derfelben 
feine Grenze ihrer Verkleinerung, fo wird auch allgemein, 
wenn man den Differentiafquotienten in der oben angege- 
benen Weife zur Aufftelung einer Reihe benugt, und die 
Summenformel diefer Reihe bildet, der Grenzwerth, wel- 
chem fich diefe Summenformel bei fortgefeßter Verkleine⸗ 
rung der Zunahmen der willkürlich Veränderlichen nähert, 
den Werth der abhängig Veraͤnderlichen mit abſoluter Ge⸗ 
nauigkeit enthalten. 


§. 58. 


Es fol die Regel der Berechnung ded Flächeninhalts Beiiplel von er 
eines rechtwinkligen Dreiedd abc (Big. 24) gefunden wer⸗ nung De Bes druckt. 
den. Die Kathete ab fei. die Abſciſſe. Die Zläche ſoll 
beſchrieben gedacht werden durch die Fortbewegung der auf 
ab ſenkrechten wachſenden Ordinate. Nehmen wir an, daß 
ber Nullpunkt der Abfciffe x auf den Punkt a falle, f ft _ 
Die Ordinate der geraden Linie ac im Allgemeinen ax. - (X 
Da die fenfrechte Ordinate, als Function der Abfciffe aus- | 
gedrüdt, dem Differentialguotienten der Fläche und der Ab⸗ 
feiffe gleich ift, fo erhalten wir, went wir den Flächenin⸗ 
halt des Dreiecks durch F vorftellen, die Differentialglei- 


chung Ir — ax, ode dF —= ax.dx. Das Differen- 


tial der abhängig Veränderlichen, bier dF, ſtellt befannt- 
lich die Zunahme vor, weldhe die abhängig Veränderliche 
annehmen würde bei einer beliebigen Zunahme dx der will- 
fürlich Veränderlihen unter der Woraudfegung, daß die 
Stärfe des Wachſens innerhalb diefer Zunahme dx unver: 
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ändert biiebe, das heißt in unferm Falle, daß die Ordinate 
innerhalb der Zunahme dx ihre Größe nicht veränderte, und 
durch ihre Fortbewegung ein Parallelogramm. befchriebe. 
Die fo entflehenden Parallelogramme, welche als die fuccef: 
finen Slächenzunahmen betrachtet werden, und den verän- 
derlihen Werthen von AF entfprechen, ftellen, fobald Die 
Zunahmen der Abfciffe alle gleich angenommen werden, eine 
durch den gegebenen Differentialguotienten beftimmte gefeß- 
mäßige Reihe dar. Wenn wir nun dasjenige Stüd ber 
Abſciſſe ab, welches nad) dem beliebig anzunehmenden 
Längenmaß den Zahlenwerth 1 erhält, in n gleiche Theile 
teilen, und diefe ald die fucceffiven Zunahmen der Abfciffe 
betrachten, fo waͤchſt die Abfciffe fortwährend um einen 


Theil von dem Zahlenwerth 1. Hat nun die Abſtiſſe 
den Zahlenwerth erreicht, fo bat das mit der naͤchſten 
Zunahme der Abfciffe — 4 verbundene Parallelogramm 


2 Waͤchſt die Abſciſſe von dem Punkt, 





den Werth 
wo ſie den Werth hat, um ‚fo iſt das damit ver⸗ 


bundene Parallelogramm — a. a. Für den Werth 


der Abfciffe — - oder 1, ift der des Parallelogramms 


= ann. Für den Werth an oder 2 der Abſciſſe 
‚ift der des Parallelogrammd — aan. Allgemein 


für den Werth x. T ober x der Abfeifje ift der Werth des 


Parallelogranımd — a. = Laſſen wir alfo die Ab- 


feiffe durch lauter gleiche Zunahmen = J wachſen, von 
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dem Sahlenwerth — — bois zu dem allgemeinen Zahlenwerth * 


ſo ſtellen ſich die Barth der diefen Zunahmen zugehörigen 
Parallelogramme in’ folgender Reihe dar: 


ı 1 21. 31 n 1 
a. 27. —,8.—. 0,8. 0. —, a. —.—, 
n na nn nn nn 
„erh a1 . „al „mai 
n n nn n n’ nn 





Durch Abfonderung des gemeinfchaftlichen Factors a. n 
und Addition der Glieder erhalten wir die Reihe 


1 4 9n 
en ee Er gr 1 u Green ern 
3n xn 
+7 +-+t7) 


Die in Klammern ftehende Reihe ift eine arithmetifche Reihe 
der erflen Ordnung; die Summenformel einer folchen Reihe 
ift bekanntlich nicht weiter ald die Summe bed erften und 
legten Gliedes der Reihe multipfieirt mit Der halben An⸗ 
zahl der Glieder der Reihe. Da die Anzahl der Glieder 
der Reihe gleih xn iſt, ſo iſt die Summe der in den Klam⸗ 


mern flehenden Reihe : = G + x) Nach) Hinzufegung 
des Factors — ſtellt der —8 +x —8 — , oder 


C 1 + x) die Summe der Parallelogramme vor, aus 


denen —— der Flaͤcheninhalt des Dreiecks zu⸗ 
ſammengeſetzt gedacht wird. Dieſer Flächeninhalt - des 
Dreiecks iſt nun gleich dem Grenzwerth, welchem ſich dieſe 
Summenformel. bei endlos fortgeſetzter Verkleinerung der 


gleihen Zunahmen der Abfciffe, alfo bier der Zahl 9 naͤ⸗ 


hert, oder F — Lim C + x — Für ein ins Unend⸗ 


Snell l. 12 
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liche verkleinertes d. h. annullirtes geht dieſe Summen⸗ 


formel über in x. F, und folglich EF = x. — Nennt 


man die Abſciſſe x die Grundlinie, und die zugehörig 
fentrechte Drdinate ax die Höhe, fo bat man Den Fi 
cheninhalt in Form des befannten Satzes, daß er nämlid 
das halbe Product aus Grundlinie und Höhe iſt. An: 
der der Bidung unferer Reihe zu Grunde gelegten Dit 


ventialgleijung I — ax hätten wir nach der oben gegt 
benen Regel der C Antrgration einer Potenzfunction ca: 


2 
fals erhalten F — re 












$. 59. 


ee und Eegt man in der erften Reihe des vorhergehende 
tung Bed Inn * Paragraphen, deren Glieder die Werth⸗ der einzelnen Far: 


—* zeichens. 


allelogramme angeben, ſtatt der Zahl I ni da Diefelbe cr: 
Zunahme der Abfciffe x vorftellt, den Ausdruck dx, un 
ftatt — überall die Zahl 1, fo erhält man folgende Reck 


a.dx.dx +a(2dx)dx + alIdx)di... +a.dx+all-+-dr)dı. 
+a2.2dx...+a.3dx... +a.xdx 

und in derfelben einen Näherungswertb des Klächeninhaln 
des Dreiedd. Das allgemeine und Ichte Glied der Reibt 
das Glied axdx, enthält daB ganze Bildungsgeſetz ta 
Reihe. Aus demfelben ift die Reihe auch urſprünglich 
geleitet worden, und man hat die Glieder der Reihe erbeb 
ten, indem man flatt des allgemeinen Zahlenwerthes x ta 
Abfeifle fucceffive alle um ein dx verfchiedene Zahlenwerthe 
von dx an bis zu x fette, oder indem man dem x nıf 
und nach die Zahlenwerthe 

. dx, 2dx, Jdx....I, (I + dx), ...2....3....x 
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dem Zahlenwerth — ois zu dem allgemeinen Zahlenwerth * 


ſo ſtellen ſich die Werth der diefen Zunahmen zugehörigen 
Parallelogramme in’ folgender Reihe dar: 





ı 1 2 1 3 1 n 1 
a =. —,a.— —,&4. ei, a. —. T 
n n nn nn nn | 
a LU} (n + 1) ı ‘ a “ Zn ® 1, ® a . In ‘. 1 a ‚an 1. 
n n ann n n’ nn 


Durch Abfonderung des gemeinfchaftlichen Factors 2.4 


und arditien der , Vlieder erhalten wir die Bee 
1 
u. 4248 + +2 J +++. 
Die in Klammern ftehende Reihe ift eine arithmetifche Reihe 
der erflen Ordnung; die Summenformel einer ſolchen Reibe 
ift befanntlich nichts weiter als die Summe des erflen und 
legten Gliedes der Reihe multiplicirt mit der halben An- . 
zahl der Glieder der Reihe. Da die Anzahl der Glieder 
ber Reihe glei xn iſt, ſo iſt die Summe der in den Klam⸗ 


mern ſtehenden Reihe : == G + x). Nach vauten 
des Bactord > — ftelt der Ausdrud a +x 7 — , oder 


C + Ju die Summe der Parallelogramme vor, aus 


denen näherungsweife der Flaͤcheninhalt des Dreiecks zu⸗ 
ſammengeſetzt gedacht wird. Dieſer Flächeninhalt des 
Dreiecks iſt nun gleich dem Grenzwerth, welchem ſich dieſe 
Summenformel. bei endlos fortgeſetzter Verkleinerung der 


gleichen Zunahmen der Abfciffe, alſo bier der Zahl 9 nä⸗ 


hert, oder F — Lim q +x * Für ein ins Unend⸗ 


Snell ı. 12 
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Grenzwerth der Summenformel oder durch die Annullirung 
des dx wieder zum Continuum zurüd, deſſen Werth man 
fuchte, und weldyes in der Reihe felbft zerfplittert und zer- 
theilt erfchien. In Beziehung auf diefe in der Aufteilung 
der Reihe vorausgegangene Zertheilung der Größe, die in 
dem Webergang zum Grenzwerth der Summenformel wieder 
ganz gemacht wird, nannte man die Operation das Inte: 
griren. 

In der Differentialgleihung dFE = axdx mit ifo: 
firten Differentialen, hat man, wenn fie nicht in das Sinn⸗ 
fofe und Undenfbare übergehen fol, unter dx irgend eine 
beliebige Zunahme der willkürlich Veränderlichen zu denken, 
und unter dF oder axdx dig dem dx zugehörige Zunahme 
der abhängig Veränderlichen, welche dieſe Legtere annehmen 
würde unter der Vorausfegung, daß die verhäftmigmäßige 
Stärfe des Wachſens, welche an der Stelle, wo man die 
Zunahme dx gefeßt denkt, vorhanden ift, unverändert bliebe. 
In fo fern aber das Differential axdx der abhängig Ver⸗ 
änderlichen unter dem Sntegralzeichen ſteht, wie in der 
Steihung F = Saxdx, fo ift ed als verfchwindendes 
Glied einer unendlichen ftetigen Reihe für fich betrachtet 
unendlichlein oder gleih Null, weil diefe Gleichung nur 
für ein annullirtes dx richtig fein Tann, und für ein nicht 
annullirted dx vielmehr F —= Lim faxdx heißen müßte. 
Die Annullirung des Differentiald axdx gibt Hier nichts 
Sinnlofes, weil ed nicht wie in der obigen Differentialglei- 


. Hung ein ifolirt zu denkendes Differential ift, fondern Be⸗ 


ftandtheil, man könnte mit einem Doppelfinn fagen, inte- 
grirender Beftandtheil einer unendlichen Reihe mit ver- 


ſchmolzenen Vebergängen und verſchwindender Größe ihrer 
° Glieder. Das Fürfichbeftehen und folglich auch Undenkbare 
; einer verfchwindenden Größe iſt eben durch das Integral⸗ 


: zeichen aufgehoben. 


Mas hier an dem Beifpicl der Function ax, weldhe 
ald Differentialquotient einer Flächenform und des Abfciffe 
gegeben war, gezeigt worden ift, läßt ſich ohne Weiteres 








= 
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auf alle Functionen einer Weränderlichen übertragen. Durch 
einen jeden gegebenen Differentialguotient wird man in den 
Stand gefegt, eine endliche Reihe aufzuftellen, deren Sum: 
me den Werth der abhängig Veränderlihen um fo genauer 
angibt, je Peiner man, die fucceffiven Zunabmen dx der 
willkürlich Veränderliden x fett. Dan braucht nur, um 
die einzelnen Glieder der Reihe zu bilden, ſtatt des im 
Differentialquotient enthaltenen allgemeinen Zahlenwerthe 
x nad) und nach Zahlen zu fegen, die um dx verfchieden 
find. Wäre man im Befig der allgemeinen Summenformel 
einer folchen Reihe, fo brauchte man nur zu dem Grenzwerth 
derſelben für ein annullirtes dx überzugehen, um in demfelben 
den Werth der abhängig Weränderlichen als Function der 
willkürlich Weränderlichen zu erhalten. Dies Verfahren der 
Integration feßt nicht voraus, daß ınan die Function, aus 
welcher der gegebene Differentialquotient durch. Differentia- 
tion entflanden ift, ſchon Fenne, und kann in fo fern als 
eine urfprüngliche Methode der Integration betrachtet wer: 
den. Diefelbe wäre in jeder Weiſe vortrefflich, und würde 
das Integriren, welches fonft abgefehen von den Umfor: 
mungen nur durch Erinnerung an befannte Zufammenhänge 
urfprünglicher und abgeleiteter Zunctionen zu Stande ge 
bracht wird, weder zu einer bloßen Gebächtnißfache, noch 
überhaupt-von den Differenfiafionsregeln abhängig machen, 
wenn ed fo leicht wäre, die Summenformel einer gefeß- 
mäßigen Reihe zu finden, und wenn man eine allgemeine 
Methode zur Auffindung derfelben häfte. Aber daran fehlt 
ed gerade am allermeiften bei dem jegigen Stande der Ma- 
tyematit. Man Tann zwar die Summenformeln mancher 
Arten von Reihen aufftellen, und dadurch gewiſſe Functionen 
integriren, wie 3. B. durch die Summenforneln der arith⸗ 
metifchen Reiben der verfchiedenen Ordnungen die einfachen 
Potenzfunctionen mit ganzem poſitiven Erponenten; aber 
im Ganzen ift dies Mittel doch bis jet von fehr befchränf- 
ter Anwendbarkeit, und ed wird uns daher noch lange bin 
nicht6 Anderes übrig bleiben, als darauf zu achten, aus 


182 Drittes Eapitel. 


welchen Functionen andere durch Differentiation hervorge⸗ 
ben, und demgemäß das Integral einer Function zu be 
flimmen. 

Iſt daher allgemein y irgend eine Zunction von x, 
£(x) der Differentialquotient der Verönderlichen x und y, 





und bat man demgemäß die Differentialgleichung m —f(x) 


oder dy = f(x) dx, fo denkt man, wenn man aus ber: 
felben die andere Öleihung y = Sf(x). dx bildet, ge 
wöbhnlich unter Sf(x). dx nichts weiter, ald diejenige 
Function von x, deren Differentialquotient f(x) if, und 
die daher der durch y vorgeftellten Function von x glei) 
fein muß, oder ſich von derfelben höchſtens durch den Man- 
gel einer Conſtanten unterfcheiden fann. Wenn man fo bei 
dem Integralzeichen nur an eine gewifle beftimmte Verän- 
derung der Function, und nicht an die Summe einer Reihe 
denkt, fo Fönnte man freilich dafjelbe, da es nun ein ganz 
bedeutungslofes Zeichen ift, ebenfo gut auch vor den blo- 
Ben Differentialquotient fegen, und aus Nor die Glei⸗ 
hung y = /Sf(x) bilden; doch ift dies nicht üblich, und 
man fegt das Integralzeichen allemal nur vor den mit dx 
multiplicirten Differentialquotienten, Der Grund davon 
ift aus der urfprünglichen Bedeutung des Integralzeichens 
leicht erfichtlih, indem nicht der Differentialquotient ſelbſt, 
fondern der mit dx multiplicirte Differentialquofient das 
allgemeine Glied einer die Zunahmen der abhängig Verän« 
derlichen ausdrüdenden Reihe fein kann. 

Diefe Anficht vom Iutegriren, welche den Werth ber 
abhängig Weränderlichen ald die Summe. einer Reihe er- 
fcheinen Iäßt, die durch den Uebergang zum Grenzwerth 
der Summenformel ald Reihe wieder aufgehoben und zum 
Continuum zurüdgeführt ift, gibt erft eine Deutliche An⸗ 
fhauung daven, wie die im Wachſen erreichten zufammen- 
gehörigen Werthe der Veränderlichen ein Refultat der in 
dem ganzen Verlauf der Größen flattfindenden veränder- 
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lichen momentanen Stärke des Wachſens find. Denn ber 
Differentialquotient felbft oder die momentane verhaltniß⸗ 
mäßige Stärke des Wachſens beſtimmt, wie wir geſehen 
haben, die Natur der Reihe, deren einzelne Glieder die 
ſucceſſiven Incremente der abhängig Veranderlichen, die mit 
gleichen Zunahmen ’o willfürlich Weränderlichen verbunden 
find, darflelen, und deren Summe einen Näherungswerth 
der abhängig Weränderlichen gibt. Indem man zum Grenz 
werth der Summenformel übergeht, und damit die Zunah⸗ 
men dx der willkürlich Weränderlichen unendlichPlein macht, 
werden auch Die dur den Differentialquotienten vorge 
fohriebenen Ineremente der abhängig Weränderlichen unend⸗ 
lichlein oder gleich Null, und finken zu bloßen momenta⸗ 


nen Bellrebungen des Wachſens herimter. Da aber diefe | 


unendlichvielen nicht zur Wirkiichkeit kommenden Ineremen- 
te, oder diefe Befirebungen zu wachen zufammengenommen ' 


die im Wachen erreichten Werthe der Veränberfichen wol ⸗ 


lig genau darſtellen, fo fieht man hierbei die Größen durch 
"Die in ihrem ganzen Verlauf fich Eundgebende Stärke des 
Wachſens direct erzeugt. Die Größen erſcheinen dabei nicht 
atomiſtiſch aus Beſtandtheilen zufammengefekt, fondern ger 
wiſſermaßen dDynamifch Durch Kräfte und Triebe gebildet. 


$. 60. 


Faßt man die Bedeutung ind Auge, welche der mit . „uSeläuterun 
dx multiplieirte Differentialguotient, oder das Differential "elungen vom 


der abhängig Veränderlichen unter den Integralzeichen 
annimmt, in fo fern man den urfprünglihen Sinn diefes 
Zeichens feithält, wo das Differential Gkied einer zum 
Continuum zuſammengeſchmolzenen NReihe wird, fo, bat 
man in derfelben dad, was in ben .meiften Darftellungen 
dex Differentiel- und Jutegralrechnung ber Vorflelung vom 
Differential, als einer unendlichlleinen Größe, zu Grunde 
liegt, wenn es auch wicht fo deutlich ausgeſprochen wird. 
Das Differential iſt dann ein zum bloßen Entſtehungsmo⸗ 


t 


| 


| 
u 
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ment aufgehobener Beſtandtheil. Als folches iſt ed aber 
in der That fchon ein fehr abgeleiteter Begriff, und ſetzt 
zu feinem Verſtändniß erftens eine Vorftelung von der 
momentanen verhältnigmäßigen Stärke des Wachfens, dann 
von der hierauf gegründeten Incrementenreihe, und endlich 
von einer Aufhebung der Reihe zugp zerfließenden Eonti- 
nuum voraus. Man follte Daher den fo gefaßten Begriff des 
Differentiald nicht an die Spite der Differential- und In⸗ 
tegralrechnung ftellen, und Diefelbe durch ihn begründen 
wollen. Das Differential in Diefer Bedeutung genommen 
und Doc. außerbalb des Integralzeichens betrachtet und für 
fi) ifolirt gedacht, ſchwankt durchaus haltungslos zwifchen 
Etwas und Nichts, und muß nothwendig alle die Halb- 
beiten, Zweideutigkeiten und Unficherheiten der Begriffsbe⸗ 
flimmungen bervorbringen, welche der Differential- und In: 
tegralrechnung fo oft und nicht mit Unrecht zum Vorwurf 
gemacht worden find. Nach diefer wenigftens im Hinter 
grund liegenden Vorftelung vom Differential hat man fich 
manche übliche Ausdrudsweifen zu erflären und zu Rechte 
zu legen, 3. B. wenn gefagt wird, Das Differential einer 
durch fentrechte Paralleicoordinaten vorgefchriebenen Yläche 
ift ein unendlich ſchmales, oder ein der Linie, nämlich der 
jebesmaligen Ordinate, unendlich angenähertes Parallelo- 
gramm, d. 5. ein Parallelogramm, deſſen eine Seite die 
Drdinate und deſſen andere die unendlichkleine Zunahme 
dx der Abfciffe ift, womit man dann wieder in die Schwan⸗ 
fung kommt, ob ed ein Etwas von Fläche oder ein Nichte 
von Fläche, eine bloße Linie if. Die Sache, um bie es 
fih bei diefen Erklärungen handelt, nämlich die directe 
Aufitelung der Differentialgleihung zwiſchen Flaͤche und 
Abfciffe, beruht, wie wir aus dem Früheren wiffen, ganz 
einfach darauf, daß die verhältnigmäßige Stärke des Wach⸗ 
fend einer durch parallele Fortbewegung einer Kinie erzeug⸗ 
ten Fläche und der Abfciffe, ald des Weges der Fortbewe⸗ 
gung, gegeben ift durch ein Parallelogramm, deſſen unver- 

änderliche Seite Die jedeömalige Ordinate if. Drüde ich 





a 
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dur) eine Reihe fchmaler Parallelogramme, deren Eine 
Seite eine Heine Zunahme dx der Abfeiffe x ift, näherungd- 
weife die Fläche aus, fo nähern fih dieſe Parallelogramme 
durch Verkleinerung des dx freifich ohne Ende dem Bild 
einer Zinie. Gebe ich aber durch Annullirung des dx zum 
Grenzwerth der fupponirten Summenformel über, fo hört 
jedes Parallelogramm auf, eine Flähe und ein Beſtand⸗ 
. theil der Zläche zu fein, und wird als Moment der zum 
Continuum aufgelöften Reihe ein bloßer Entitehungsact der 
Fläche, und ift, da die Fläche durch Fortbewegung einer - 
Zinie erzeugt gedacht wird, von einem momentanen Zuftand 
dieſes erzeugenden Elementes, von der Linie nicht zu unter 
feheiden. Das Unklare, Schwankende und Unbeftimmte hier- 
bei wird überall Dadurch hereingebracht, daß man gu firiren 
ſucht, was flüflig ift, und daß man insbefondere Begriffe 
als fefte und fertige aufftellen will, welche ihrer wahren 
Bedeutung nach nur Folge einer Umbildung von Begriffen, 
eines Setzens und Wiederaufbebens von Beflimmungen 
fein können, und die nur Sinn haben, indem fie aud) als 
Refultate zugleich. den Proceß ihrer Bildung in fich enthal- 
ten, wie denn das Differential in der eben erwähnten Be⸗ 
deutung nur ald Glied einer zum Continuum aufgehobenen 
discreten Rebe einen deutlichen Sinn haben fann. 

Die Verfahrungsmweife, welche man zur directen Be- 
flimmung des Differentiald einer ihrer Yunction nach noch 
unbefannten abhängig Veraͤnderlichen fo oft angewendet 
findet, bat eigentlich in biefer Icht erwähnten Bedeutung 
des Differentials ihre Grundlage, und findet in berfelben 
ihre Erkläͤrung. Da nämlih eine durch veränderliche 
Stärke des Wachſens gebildete Größe betrachtet werden 
fann als die Summe einer ftefigen Reihe, fo Tann auch 
ungelebrt, wenn man aus der befondern Beſchaffenheit 
diefer Größe fich unmittelbar eine Vorftelung von der Ar 
und Zufammenfegung diefer Reihe und einen Ausdrud für 
ein allgemeines Glied berfelben bilden Tann, diefer ohne 
Weiteres ald das Differential der abhängig Veränderlichen 


vs 


‘ 
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betrachtet werden. Es laͤßt ſich nicht leugnen, daß diefe 
Weife einer directen Differentialbeftimmung, fo fern nur 
dabei die Vorftellung einer Reihe feftgehalten wird, in der 
Hegel etwas fehr Anfchauliches und Einfache hat. Wir 
wollen aber, da wir ſchon mehrfache Beifpiele directer Be: 
flimmung des Differentialquottenten gegeben haben, uns 
«jeßt nicht Damit aufhalten, diefe Weiſe durch Beifpiele zu 
erläutern. Darin nun, daß man diefe aus der Praxis der 
Anwendung mitgebrachte Vorftellung des Differentials ale 
eine geläufige vor Augen hat, ift dee Grund zu fuchen, 
daß man eine Derfelben angepafte Erklaͤrung des Differen: 
tiald gewöhnlich an die Spige der Differential- und Inte 
gralrechnung, und fomit an eine Stelle ſetzt, wo fie frei: 
lich ziemlich haltungslos und unfaßlich erfcheinen muß. 


| 


$. 61. 

„Ghtuppetrane In dem Vorhergebenden haben wir nun bie allgemet- 
Gerlnn und nen Figenthümlichkeiten der Differential» und Integralrech | 
Ugemeinen. mung angegeben und erläutert. Diefe Angabe fo weit wie | 
bier gefcheben durchzuführen feheint erforberlih, ſowohl 
um Die einzelnen Regeln zur Ausführung ber Operationen 
des Differentiirend und Integrirend völlig zu verftehen, als 

. auch inäbefondere, um diefelben mit dem. gehörigen Inter: 
effe aufzufaflen, da man nun Zwed und Bedeutung ber- 
felben kennt. Die weſentlichſte Eigenthümlichkeit Diefer 
Wiffenfchaft beſteht darin, daß die Größen nicht als fertige 
und dafeiende, fondern ald wachfende und werdende betrach⸗ 
ı tet werden, daß man das Gewordene aus den Geſetzen des 
Werdens, das Dafeiende aus den Momenten feiner Bil- 
dung begreift. Die Größen erfeheinen dabei nicht ſowohl 
aus Elementen ald aus Entftehungämonienten zufammenge- 
est, und nicht fowohl aus Theilen als gewiflermaßen aus 
Beftrebungen gebiltet. Dies iſt auch Der einzig rich⸗ 
tige Weg zur Erfaffung der Größen, bei Denen man auf 
eine ſtetige Veränderung geführt wird. Denn in diefem 


* 





— 
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Falle führt jede Zerlegung. in endliche Elementartheile und 
die Zufammenfegung aus ſolchen heilen nicht zum Ziele. 
Die fonft ewig entflicehenden Gefege der Stetigfeit Liegen in 
der Differential» und Integrafrechnung klar und faßbar vor 
Augen. Durch diefelbe erhält man’ einen Blid in den in- 
nerften Bau und in die wahre Elementarftructur der Grö⸗ 
Ben, da man nicht bis zu Heinen Elementartheilen vordringt, 
fondern bis zu abfolut legten, zu unendlichkleinen Zheilen. 


Die Differential und Integralrechnung ift dad wahre Mi- : 


troffop, das Mikroftop des Geiftes, deſſen Auge son un: 
endlicher Schärfe ift, und welches firh nicht an der Ober⸗ 
fläche von heilen ftößt, die, wie klein auch immer, doch 
noch eine Unendlichkeit von Seftaltenbildung in fich fchließen. 


Der Weg, auf dem dies erreicht wird, iſt für beide - 


Theile unferer Wiſſenſchaft für die Differentialrechnung wie 
für die Integralvechnung derfelde. Die Vorausfekung end- 
licher Zunahmen und Theile, weiche der wahren Natur bed 
Problems unengemefjen ift, dient nur zur Auſſtellung einer 
arithmetifch zufammengefegten Form, wird aber in- dem 
Mebergang- zu dem für annulliste Theile oder Zunahmen 
geltenden Grenzwerth diefer Form wieder aufgehoben. In 
der Differentialrechnung enthält der Differenzquotient Die 
dem zu fuchenden- Reſultat widerſtrebende Vorausſetzung, Die 
in dem Grenzwerth deffelben aufgehoben wird, und in der 
Integralrechnung die Summenformel einer wirklichen In⸗ 
erementenreihe, die in dem Grenzwerth diefer Summenfor- 
mel ebenfalls werfchwindet. Daß das Integral meiſtens 
auf anderem und, leichter zugäanglichem Wege gefunden wird 
durch den Hinblick auf analgtifche Differentialgleichungen, 
thut bier nichts zur Sache, da jedes Integral ald der 


Grenzwerth der Summenformel einer aus dem Differential: | 
quotient ableitbaren Incrementenreihe betrachtet werden 


kann. Die Begriffe des Differentiald und Integrald er- 


rt 


u Ba 


fsheinen als Begriffe, die den Proceß ihrer Bildung in fi 
fließen, oder Die ihre Vorausſetzungen ald aufgehobene 


noch in fich enthalten. Dieſer Natur der Begriffe ift auch 


— ————0 — 
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die LZeibnigifche Bezeichnung derfelben außerordentlich finn- 
vol und ſchön angepaßt, indem der Differentialquotient 
ald ein Quotient von Zunahmen erfcheint,, die doc Feine 
Zunahmen find, und das Integral ald Summe einer Reihe, 
die Feine Reihe mehr ift nach Dem Uebergang zum Stetigen. 


Daß dieſe Zeichen fo oft zu leeren und bedeutungslofen For⸗ 
men audgehöhlt worden find, bat der Erfinder berfelben 


— 


nicht zu verantworten. 

Dieſe weſentlichſte Eigenthümlichkeit der Methode der 
Differential⸗ und Integralrechnung, namlich die auf die Vor⸗ 
ausfegung endlicher Zunahmen bafirten arithmetifchen Formeln 
durch Weberführung zu ihrem Grenzwerth zu Ausdrücken 
der Geſetze des Stetigen zu machen, ließe fich auch fo be» 
zeichnen, daß man fagt, die Differential: und Integral: 
rechnung befteht in der Wufeinanderbeziehung und innern 
Vereinigung der beiden abfolut entgegengefegten Arten der 
Größen, der Diöcreten und der continuirlichen, Der gedach- 
ten und der anfchaulichen. Denn arithmetiſch zufammen- 
gefegte und aus Discreten heilen aufgebaute Formeln wer: 
den durch Aufhebung des Zahlenwerthes diefer Theile zu 
Ausdrüden der Geſetze continuirlicher Größen. Man fann . 
die Differential- und Integralrechnung in methodifcher Hin- 
ficht kurzweg die Lehre von der atithmetiſchen oder analy- 
tifchen Behandlung des Gontinuumsd nennen. Die Belt 
des Anfchaulichen in den Größen ift in die Welt des Vor: 
ftelbaren, das Sein in das Denken aufgenommen. Wir 
mollen uns nicht in philofophifche Ercurfe verlieren, obgleich 
man an diefer Stelle fchwer der Verfuchung wiberfteht, von 
der Methode der Differential» und Integralrehnung aus 
einen Blick auf die allgemeine Wiffenfchaftölehre zu werfen. 
Durch die Differential und Integrafrechnung fleigt man 


zaͤhlend in Die unendliche Ziefe des Continuums hinab bis 


zum abfolut ausdehnungslofen Verflußpunft, und erhebt 


ſich aus derfelben Durch einen Act, der in’ feinem Refultat 
dem Zufammienzäblen einer Unendlichkeit von Verflußpunften 
:gleihlommt, wieder zur Herftelung des Continuums. Die 
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Größen werden, damit fie fih zu einem Geſetz ihrer Ab⸗ 
bängigfeit verbinden, nicht in endliche Theile und nicht 
mechanifch getheilt, fondern völlig aufgelöft und in dem 
Feuer der Dialektik gefhmolzen. Bei jeder mechanifchen 
und endlichen Zheilung fperren fie fi) gegen ihre Verbin» 
dung und ihren gefegmäßigen Zufammenhang, wie corpora 
non agunt nisi flulda; wenn fie fih aber im Unendlichklei⸗ 
nen berühren und völlig zufammenfließen, fo erwachen ihre 
Verwandtfchaftsfräfte, und fie fhießen zum durchfichfigen 
Kruftall eines alyebraifchen Geſetzes zuſammen. 

Wenn gefagt worden ift, daß in dem Vorbergehenden 
das allgemeine Weſen der Differential- und Integralrech⸗ 
nung angegeben fei, fo ift dies nur in fo fern richtig, ale 
man dabei blos die einfache Beſtimmung der verhaͤltniß— 
mäßigen Stärke des Wachſens zweier .Weränderlichen, oder 
den fogenannten erften Differentialquotienten, und das aus 
demfelben abzuleitende Geſetz der Abhängigkeit der Verän- 
derlihen im Auge bat. Da aber die verhältnigmäßige 
Stärke des Wachfens zweier ungleichmäßig Wachfenden 
felbft veränderfih und eine Function ber willfürlich Ver— 
änderlichen ift, fo kann gefragt werden, welche verhältniß- 
mäßige Stärke des Wachſens überall flattfindet zwifchen der 
willkürlich Veränderlichen und der verhältnigmäßigen Stärke 
des Wachſens der urfprünglich gegebenen ungleichmäßig 
Wachſenden, oder welches der Differentialquotient der will- 
kürlich Weränderlihen und des Differentialquotienten ift, 
insbefondere aber welche Eigenfchaft der urfprünglich gege: 
benen ungleihmäßig Wachſenden dur den Differential: 
quotienten der willfürlich Veränderlichen und des Differential- 
quotienten ausgefprochen iſt. Diefe weitere Vertiefung in 
den Begriff des Wachſens läuft nicht, wie es ſcheinen 
möchte, auf eine blos wiederholte. Anwendung der bisher _ 
gewonnenen Begriffe hinaus, fondern verlangt cine neue 
allgemeine Grundlage, welthe. dem zweiten Theile unferer 
Schrift aufbehalten if. Zunächſt aber wollen wir, auf 
dem bisherigen Standpunkt bleibend, die Regeln des Dif- 
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ſchien, iſt ſelbſt das Pflaſter. Nehmen wir noch dazu, daß 
jede Funetion derjenigen Folge von Operationen, welche 
Durch irgend eine beſtimmte Function einer Veraͤnderlichen 
für dieſe Veränderliche vorgefchrieben find, unterworfen 
“ werden kann, und dann ald Function einer Function er-* 
ſcheint, und daß hierin wieder eine beliebige Wiederholung 
möglich ift, fo haben wir alle die Kormen, auf welche jede 
denkbare Zufammenfegung von Functionen zurüdgebracdht 
werden kann. Die nad) allen Richtungen gehende Unend- 
. lichkeit wird durch einfache in der Natur der arithmetifchen 
Dperafionen liegende Regeln umfpannt. 

Das wichtigfte Gefchäft bei der Aufflellung der Regeln 
des Differentiirend befteht daher darin, anzugeben, wie 
man die Arbeit ded Differentiirens zufammengefegter Fun⸗ 
ctionen heilen, und auf die Differentiation derjenigen Fun⸗ 
ctionen zurüdführen könne, welche ald Beftandtheile in ber 
zufammengefegten Bunction enthalten find, wobei die Regel 
der Differentiation dieſer Theilfunctionen als befannt vor- 
ausgefegt wird. Wir wollen in dieſem Capitel zunächſt 
nachweifen, wie man zu verfahren bat, um folche Functio⸗ 
nen zu Differentiiren, in welchen entweder andere Functio⸗ 
nen durch Addition, Subfraction, Multiplication und Di⸗ 
viſion verbunden find, oder welche ald Functionen einer 
Zunction erfheinen, fchließen aber den Fall noch aus, in 
welchem eine Function fo zufammengefegt ift, daß in ihr 
andere Functionen durch die Operation des Potenzirens 
verbunden find, oder in welchem zwei verfchiedene Functio⸗ 
nen ald Grundzaͤhl und Erponent verknüpft find. 

Da bei Aufftellung diefer Regeln die Functionen felbft, 
‘welche durch beftimmte arithmetifche Operationen verbunden 
find, ganz unbeflimmt bleiben, fo muß man, wenn Die 
Regeln in der Zeichenfprache entwidelt und ausgebrüdt 
werden follen, ein allgemeined Schema des Differenzquo- 
tienten einer Function haben. Sei fix) eine beliebige Fun⸗ 
ction von x, und denke man fich die Zahl x um die Zahl 
k oder /x wachſend. Stellt man den Werth, in welchen 
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die Zunction f(x) durch dieſes Wachſen des x übergeht, 
dur f(x-+k) oder f(x-+/x) vor, fo find die Ausdrüde 
f(x +k) — f(x) oder f(x+/x) — f(x) Zeichen für die 
mit der Zunahme k oder /x der willkürlich Veränderlichen 
verbundene Zunahme der Function f(x). Werden diee 
Zunahmen der Function durth die Zunahme des x dividirt, 
fo find die Ausdrüde 
“rl X) „ m (& + IX — f(x) 
Ax 
"allgemeine zeichen des — der &unction 
f(x). Seen wir einen folchen Ausdruck der einfachen 
Form des Differenzquotienten der Function f(x), namlich 
u oder m gleich, und bilden die Gleis 
fx+kK — f(x) _ 2) 
k 





der Form 
hung , fo erhalten wir dar- 

. . w (x) u 
aus die Sleihung f(x + k) = —. k+f(x) Für 
die Form f(x-+k) oder die Zunction einer zweitheiligen 
Größe x +k können wir demnad) auch überall die Sorm 


en .k+L(x) fubftituiren. 


Die FZundamentalfunctionen, deren BDifferentiations- 
xegel wir fchon Fennen, find nur Diejenigen, in welchen die 
Veränderlihe x entweder mit einem conftanten Beftanb- 
fheil, wie in x+ a, oder mit einem conflanten Factor, 
wie in ax, oder mit einem conflanten Eyponenten, wie in 
x», verbunden ifl. Da man x felbft, in der Form x’ zu 
den Potenzfunctionen von x rechnen Tann, fo haben wir 
eigentlich nur die Differenfiafionsregel der Potenzfunction. 
Mir werden daher in dem Nächftfolgenden, um die Diffe: 
rentiationsregeln zufammengefegter Functionen durch Bei⸗ 
fpiele zu erläutern, uns nur der Potenzfunction bedienen 
fönnen. 

Snelinl. 13 
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$. 69. 


ine Buncon Wir fragen zuerft, wie findet man den Differential» 
Yunctionen. quotienten einer Function von x, welche ſich ald Die Summe | 
zweier Functionen von x darfteltt, vorausgefegt, daß man 
die Regel des Differentiirend dieſer letzteren Yunctionen 
einzeln ſchon wiſſe, ober wie fann der Differentialquotient 
einer Summe von zwei Functionen durch die Differential- 
quotienten der Theilfunctionen dargeftellt werben. Die bei- 
den Theilfunctionen mögen f(x) und g(x) heißen, und 
die gegebene Zunction ift demnach f(x) + F(x). Denken 
' wir die Zahl x um Die Zahl k wachſend, fo gebt die Fun⸗ 
ction f(x) + (x) über in den Werth f(x+kK)+g(x+k). 
Ziehen wir hiervon die urfprüngliche Yunction f(x) + y(x) 
ab, fo haben wir in dem Ausdrud f(x+K) + y(x+k) 
— f(x) + y(x)] die mit der Zunahme k der willfürlich 
Veränderlichen verbundene Zunahme der Zunckion. Folg⸗ 
lich ift der Ausdrud at trea+Dd MR) Fe) Feet WHO] 





der Differenzquotient der Sunction f(x) +g(x). Da der 
felbe auch in ber Form Br IN Fretn re 


oder in der Form ar + er ir) 


gefihrieben werben lann, fo ſehen wir, da- ts+b fix). 


der Differenzquotient von f(x) und 1) der 


von ꝙ (5) ift, daß der Differenzquotient einer Function 
von x, welche ald die Summe zweier Functionen von x 
erfcheint, gleich ift der Summe ber Differenzguofienten 
diefer einzelnen Functionen. Diejenige Function von x, 
in welche mit der Annullirung der Zunahme k der Diffe- 
renzquotient der Function f(x) + g(x) übergeht, ift der 
Differentialquotient der Function f(x) +p(x). Da aber 


/ 
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zugleich mit Annullirung von k der Theis (HH IR) 


in den Differentialquotienten der Function f(x), und der ' 


andere Theil er 20 in den Differentialquotien- 

ten der Function * übergeht, ſo ſieht man, daß der 

Differentiaiquotient einer Function, welche als Summe 

zweier andern Funetionen erſcheint, nichts weiter iſt, als 

die Summe der Differentialquotienten der einzelnen addir- 

ten Sunctionen. Wir können diefe Regel ausſprechen durch 
Die analpeilbe Differentialgleichung 
| eK) rrm] _ df in 

dx rn 

Der Differentialquotient be Function, ax’ +4,88. 

ift demnach 3ax’+ 8x, und wir haben die analyfifche 


.3 2 
Differentialgleichung ur er) — dar’ 4 8x. Wäre 


die Function noch einem einfachen Zeichen gleich geſetzt, fo 
folgte aus der unbeſtimmten Gleichung y=ax’+ Ax? die 


Differentialgleihung ST — dax’+Bx. Betrachtet man 


die Differentiale dy und dx in dem oben ($. 37) erläu- 
terten Sinne ald wirkliche Zahlen, fo kann die legte Diffe 
rentialgleihung auch gefchrieben werden dy = daxr’.dx | 
+ Sxdx. Diefe Iehtere Form gibt man meiftens der aus 
einer unbeflimmten Gleichung abgeleiteten Differential- 
gleichung. 

Daß auch der Differentialquotient einer Yunction, welche 
die Summe von mehr als "zwei Functionen ift, nichts Ande⸗ 
res enthält ald die Summe der Differentialquotienten Der eins 
zeinen Functionen, ift leicht zu erweifen, indem man entiveder 
die Function durch Zufammennehmen mehrerer Glieder fuc» 
ceſſive ald aus zweien Sunchionen beſtehend anfieht, oder Die 
vorher gegebene Beweisart auf eine Verbindung.von mehreren 
Kunctionen ausdehnt. Aus der Gleichung yax’+br’+ex+x’ 

13* 


d - um 


@ine Yunction 
als Unterfchied 

zweier Junctio⸗ 
nen. 
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würbe alfo folgen I — bar’ +2bx ce + Yx’, oder 


dy = 5ax'dx+H2bxdx + cdx+Ix’dx. Da ein com 
ftanter Beftandtheil einer Function feinen Einfluß auf den 
Differentialquotienten derfelben hat, umd in demfelben weg- 
fällt, fo fagt man auch, in Bezug auf diefe Zufammen- 
fegung der Differentialquotienten der Theilfunctionen, der 
Differentialquotient einer Conftanten ift = 0. Aus der 


Steihung y — a+bx’+ecx folgt 2 — 2bx+c. 


$. 64. 


Es fei eine Function g (x) von einer andern Function 
f(x) abgezogen, und es fol der Differentialquotient ber 
Zunction f(x) — g (x), welche fich als der Unterfchied zweier 
Functionen darftellt, durch die Differentialquotienten ber 


Theilfunctionen f(x) und ꝙ (x) ausgebrüdt werden. Laſſen 


wir die Zahl x um k wachſen, fo ſtellt fi der Differenz: 
quotient der Function f(x) — g(x) dar in der Form 
“ fak+b — ser) - lf@ - e@] 


Diele Form ift 
_t@+k) — gGa+h — fe) +90) 
— k 


_fa+Nh—-fo@)- lat — ElW) 
= — k 

_ fa+bh - (9 _eo4+W—ri) 
— une 


Die Function, in welche diefer. Differenzquotient der Fun⸗ 
tion (5) — plx) übergeht mit Annullirung des k, tft 
der Differentialquotient der Funetion f(x)— g(x). Zus 
gleih aber gehen die einzelnen Theile des Differenzquotien- 


rn) und (sth) — al) . 
k ' 


ten, nämlich in 


die Differentialquotienten der einzelnen Sunctionen f(x) und 
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(x) über. Es folgt daraus folgende Regel? Man erhält 
den Differentialquotienten einer durch Abziehung zweier 
Sunctionen gebildeten Function, indem man bie entſpre⸗ 
chenden Differentialquotienten. der einzelnen Zunctionen von 
einander abzieht.- 0 
dl) — Hy] _-dfK) _dg@) ' 
dx L. dx dx 


Befteht eine Function aus mehr ald zwei Functionen, 
die mit beliebigen Vorzeichen verbunden find, wie die Zun- 
etion £(x) — g(x) — F(x) + ya), fo kann man, in: 
den man alle mit dem Minuszeichen behaftete Functionen 
zufammennimmt, wie wenn man hier die Form f(x) + v(x) 
— (FH) + F (x)j] feßt, die ganze Function ald den Unter: 
fhied zweier Functionen betrachten. Dan hätte alfo, um 
den Differentialquotienten der ganzen Function zu erhalten, 
den Differentialquotienten der Function g(x) + F (x) von 
dem der Zunction f(x) + w(x) abzuziehen. Und da ber 
Differentialquotient der Function g(x) + F fx) nichts weis 
ter ift ald Die Summe der Differentialquotienten der Fun⸗ 
ctionen g(x) und F(x), fo müßte man die Differential: 
quotienten der Functionen g(x) und F(x) einzeln abziehen, 
oder überhaupt die Differentialquotienten derjenigen Fun⸗ 
ctionen, die als abzuziehende in der Gefammtfunction ent- 
balten find, ebenfalls abziehen. Befteht alfo eine Function 
aus beliebig vielen mit verfchiedenen Vorzeichen behafteten 
Bunctionen, fo erhält man den Differentialquotienten ber 
‚ganzen Yunction, indem man die Differentialquofienten der 
einzelnen Zheilfunctionen mit denjenigen Vorzeichen, welche 
dieſe Theilfunctionen ſelbſt haben, zufammenftelt. Aus 
ber Gleichung | 


1 
y= — ax + br — cx — x? folgt 
dy ___ 2 _1,77 
ix” a + Ihr! — 2cx— x 


Oder y — IT + 2’ — ı — x 
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gibt Ir_ +6x + (—- 6x7) — (— 2x ’)—1 


U_K_emtın_ 
3, = 5x 6x + 2x 1 


$. 65. 


„nine Buncten Eine Function von x fei dad Product zweier Functionen 
netionen. Yon x, und ausgedrüdt durch f(x). g(x). Es foll der 
- Differentialquotient diefer Function durch die Differential- 
quotienten der einzelnen Sunctionen f(x) und g(x) darge 

ftellt werden. Wächſt x un k, fo ftellt fih der Differenz- 
- quotient der Function f(x). (x) dar unter der Form 


fx+k).g(x ) -æIIGO. (5) 
x . 


Um denfelben fo umzuformen, daß die Differenzquotienten 
der einzelnen Functionen f(x) und g(x) ſich darin fcheiden, 
braucht man nur nad) 8.62 flatt f(x +k) und g(x+k) 


die Formen 08 k-+f(x) und zen) .k+ (8) 


zu fubflituiren. Der Diferengeuotit” von f(x). ol) 
wird demnad) 


(++. * N). nn 
= 


— — —— — ieh — — — — — — — — — — 


. Ix). (X) + px) A k+ a 2 Ktic. .@x 

— — — — | 
u”; f(x) 4 

209.20 41.100) | AO 420 1 

Wird die Zunahme k wieder mmtit, fo gehen die For⸗ 

men nz und 2 über in die Formen dic) und 


dx 
19) nd 
gy un damit zugleich der Differenzquotient der Fun⸗ 


ction f(x)... (x) in den Differentialquotienten derfelben. Die 
beiden erften Glieder des Differenzquetienten verwandeln 


410) 
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fi ih in g(x). und in f(x). en, und das letzte 
Glied, welches ſich in erw k verwandelt, fällt, 


als den Factor k oder Null enthaltend, weg. Demnach ift 
dla ).F@ _ 170) 116) 


Oder man erhaͤlt den Differentiafquotient einer  Funciion 
welche ald Product zweier Functionen erfcheint, wenn man 
jede einzelne der Ichteren Functionen mit dem Differential: 
quotienten der andern multipfieirt, und die fo erhaltenen 
Producte abdirt. j 

Läßt man die Function ax’.bx’ in diefer Form, als Pro⸗ 
buct zweier Potenzfunctionen fliehen, ohne fie in die ein⸗ 
fache Potenzfunction abx’ zufammenzuziehen, fo erhäft mm man 
nach ber eben aufgeftellten Segel 


d(ax.bx) —-ax’.4hx" + br. Jax 


dx 
— 4ahx‘ + dabx 
j == Tabx®. 

- Hätte man die Function ax’.bx' erft in die einfache 
Potenzfunction ahx’ umgeformt, und dann ben Differen- 
tialquotienten berfelben gebildet, fo hätte man fogleid 
Tabx*® erhalten. 

IE eine Function ein Product non mehr ald zwei 
Sunctionen, fo Fann der Differentialguotiens Derfelben durch 
wiederholte Anwendung dieſer Regel gefunden werden. 
Man betrachtet zuerft die Zunction nur als ein Product 
von zwei Functionen, indem man das Product von mehre- 
ren $unctionen zufammengenommen ald Eine Zunction an- 
ſieht. In dem dadurch erhaltenen Differentialguotienten er 
fiheinen dann umentwidelte Differentialguofienten von fol- 
chen Functionen, die felbft mod ein Product von mehreren 
FBunctionen find. Auf dieſe wendet man ’ ebenfalls das 
Verfahren der Zerlegung in zwei Factoren an, und fährt 
bamit fort, bis man die Differentialquotienten der einfachen 
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Factoren erhält. Man kann auf dieſe Weiſe ohne Schwie⸗ 
rigkeit folgende Regel ableiten: Der Differentialquotient 
einer Function, die ſich als ein Product von beliebig vie⸗ 
len Functionen darſtellt, wird gefunden, indem man den 
Differentialquotienten jeder einzelnen Function mit dem Pro⸗ 
duct aller übrigen Functionen multiplicirt, und die fo er 
baltenen Producte fammtlih addirt. 

Iſt eine Function f(x) mit einem conflanten Factor 
a verbunden, wie in der Function af(x), und befrachtet 
man den Factor a in der Form von ax’ als eine Potenz: 
function von x, fo wird man, indem man Die obige Regel 
der Differentiation ded Productes zweier Functionen auf 


:die Function ax?.f(x) anwendet, finden, daß der Diffe- 


rentialquotient von af(x) nichts Anderes iſt als der Dif- 


ferentialguotiene von f(x) multipfieirt mit der conflan- 


ten Zahl a. Man Tann died auch ohne Benugung ber 
Differentiafionsregel eines Productes auf urfprüngliche 
Weife durch den Differenzquotienten der Function af(x) 
beweifen. Der. Differenzquotient von af(x) ift 

_ ax +h—afie _, fxt+k)—f(e) 

— k — 7 k j 


Die Form, in welche dieſer Ausdrud für ein annullirtes 


Gine Yunetion 
als Quotient 
zweler Irnetlo 


k übergeht, nämlich die Form a. 





‚ ift der Differen- 


tialquotient der Function af(x). home alfo ift 
dafs) _, dfß) 
Axı dx 


$. 66. 


Eine Zunction von x fei der Quotient zweier Fun⸗ 
ctionen von x, und es fol der Differentialquotient des 


Duotienten durch die Differentialquofienten des Zählers 


und Nenners ausgedrüdt werden. Stelle I die gege- 


bene Sunction vor. Waͤchſt x um die Zahl k, fo ift der 
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fix+k) _ f(x) 
Differenzquotient diefer Function sur _ _O). Sub: 
flituiren wir (nad) $. 62) flatt f(x+k) und p(x+k) die 
Formen are .k+f(x) und em. k+o(x), fo ift 
f(x) ' 
pa) 
AT 

Aus - kr t@) f(x) 


| = kt “) 9%) 
k 
und nach Hreicnamigmachung der Brüche 


90. Er. LED KR.) 


PM. 0. k+lP@OF 
k 
HOP LOBANELLG 





der Differenzquotient von‘ 











9. ER np. 
Fur ein annullirte® k bat man flatt der Formen 
ai x) a1) 100, und 


2 





und zu fegen die Formen, ——— und 


— Hero 
0. — f(x). 4 


Ip (z)]’ 
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Man erhält alſo den Differentialquotienten einer Function, 
welche als der Quotient zweier Functionen gegeben ift, 
wenn man den Nenner mit dem Differentialquotienten des 
Zäblerd multiplicirt, davor abzieht den Zähler multiplicirt 
mit dem Differentialquotienten des Nenners, und den Reſt 
durch die zweite Potenz des Nenners dividirt. 


8 
Laſſen wir die Function * in Form eines Quotien⸗ 


ten ſtehen, ohne fie in die Form ax’ umzuwandeln, und wen⸗ 
den unfere Differentiationsregel darauf an, fo erhalten wir 


Te 5) 
x’ xꝰ. ñ2x — ax’.2x 


x . 
 Baxt — 2ax° 
— —— 
;.— Ser = daxr, 
alfo denfelben Differentialquotienten, den Die zufammen- 
gezogene Form ax? unmittelbar gegeben hätte. 
Es fei die Bumetion IE 
Differentialquotienten der einzelnen Zunctionen nämlich des 
Zählerd ax + 3x’ und bed Nennere 1 — x? fennt man 
aus $. 63 und 64, und zwar ift der Differentialquotient 
der erfleren Function gleich a -+ 6x und der der zweiten gleich 
— 2x Folglich ift gemäß der eben gegebenen Regel 
f ax + 3x? ) 
— — _ dx) (a+6x) — (ax+3x”) (— 2x) 
(1- x) 

* in einer Bruchfunction nur der Nenner eine Fun⸗ 
ction von x, und der Zähler eine conftante Zahl a, fo be: 
trachte man die Zahl a m der Form von ax? als eine 
Potenzfunction von x, und wende diefelbe Differentiatione- 
regel auf dieſe Bruchfunction an. So ift z. B. der Diffe- 
- rentialquotient der Function 





zu differentüren. Die 
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xm () — amxm-1 am 


a . ’ — 
— gleih — — = ara, 


, x am 
welches Refultat wir, da «hier der Renner eine bloße Po- 
tenzfunction von x ift, auch ſchon dadurch hätten erhalten 


“ ® . ® a . ’ 
koͤnnen, daß wir die Function —.- in der Form ax" 


gefchrieben hätten. 
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Bon befonderer Wichtigkeit ift der Zah, in welchem 
eine Yunction von x ald Function einer Yunction von x 
erſcheint. Wir wollen diefen Fall erfi an dem Beifpiel 
einer Potenzfunction erfäutern. Die Function (ax +bx’) 
kann als eine Potenzfunction der Funttion ax + hx’ be 
trachtet werben. Es ift geflattet, die Function ax + bx’, 
da fie mit x zugleich veränderlich ift, zunächft überhaupt 
als eine Werandesfiche anzufehen, und fie buch ein einfa⸗ 
ches Zeichen einer VBeränderlichen, z. B. durch den Bud» 
flaben z außzubräden, und man bat alddann bios bie Po⸗ 
tenzfunction 2°. Zür biefe gilt die Differmtialgleiichung 

8 
= —=5z2' Gebt man nun flatt z wieder feinen Werth, 


2*8 
HN _ Sea badt Sun ſud 
aber die beiden Weranderlichen, deren Differentialquotient 
man haben will, nicht die Größen (ax -+bx”)’ und ax + bx?, 
fondern die Größen (ax-+bx”) und x, und man will 
demnach auch nicht den Werth des Differentialquotienten 
d(ax + bx?)’ 
d(ax+bx’) ’ 


| 
ar FdE) gaben. Da aber d(ax + bx') nichts An— 


fo erhält man 


fondern den des Differentialquotienten 


@ine PBunctlon 
als tion 


eine 


deres iſt ald der Differentiolquotient der Function äx+bx’ | 


multipliciet mit dx, oder als ber Ausdrud (a + Dbx)dx, 


fo erhält. mon, indem man (a-+ 2bx).dx ſtatt d(ax + bx’) 


ction, 
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in der obigen Differentialgleihung fubflituirt, die Gleichung 
a — (ax +bx?)‘, und folglich für die bei- 


den Weränderlichen (ax +bx’)’ und x die Differential 
32V.) 
gleichung ara) — 5(ax-+bx’)'.(a+ 2bx). 


Das Wefentliche dieſes Verfahrens, welches - fih in 
derfelben Weiſe auf alle Zunctionen anwenden läßt, be 
ſteht wie man fieht darin, daß die Yunction von x, melde 
den durch eine andere Function vorgefchriebenen Dperatio- 
nen unterworfen ift, vorerft als eine willkürlich Veränder⸗ 
liche, die man durch ein einfaches Zeichen einer Weränder- 
lichen vorftellt, betrachtet wird, und der Differentialguo: 
tient in Bezug auf Diefe angenommene Veraͤnderliche ge 
bildet wird. Wenn man nun in dem fo erhaltenen Diffe 
rentialquotienten die ald willkürlich Veraͤnderliche betrach⸗ 
tete Function flatt des für Diefelbe angenommenen einfa- 
chen Zeichens wieder einführt, und dann flatt des Diffe 
tentiald dieſer Function den Differentialquotienten berfelben, 
mit dx multiplicirt, fest, fo erhält man nach Wegſchaffung 
des mit dx verbundenen Factors den Differentialquotienten 
der Zunction einer Function vonx. Es ift einleuchtend, daß 
died Verfahren allgemeingültig fein muß, und man fann 
die daraus refultirende Regel fehr einfach durch die Zei- 
henfprache entwideln. Sei f[e(x)] eine Function einer 
Yunction von x. Der Differentialquotient derfelben wird 


ausgedrüdt durch EN, Wird Zähler und Nenner 


deffelben mit dy(x) multipticirt, fo erhätt man ÄFDI-ITC) 


dy(x).dx 
a. —22 als eine andere Form des Differen⸗ 


tialquotienten der Function pl. Nun ift u 
ber Differentialquotient der beiden Veränderlichen f[pCx)] 
und p(x), wobei g(x) ald die willkürlich Veranderliche 


oder 
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. genommen ift, und re ift der Differentialquotient der 


Veränderlichen 4(x) und x, wobei x als willkürlich Ver⸗ 
änderliche gilt. Man hat alfo folgende Regel: Der Diffe- 
rentialquotient irgend einer Function von der Yunction 
(x), oder der Function f[y(x)], wird erhalten, indem 

man den Differentialquotienten von f[p(x)] in Bezug auf - 

g(x) als willkürlich Weränderliche bildet, und denfelben mit \ 
dem Differentialguotienten der Function y(x) multiplicirt. 
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Die Function [.x-: + x®| würde geben Die Dif- 


-  ferentialgleichung 


— lat [mt] 
Aus der Vleichung 


1 
y- (2 4 5xꝰ — N 
folgt die Differentialgleichung 
dy — 1 | a+ ax? — x] "*. [10x + 3x]. 


$. 68. 


Hat man eine beſtimmte Function irgend einer unbeflimm- Gembinstion. des 
ten und allgemein ausgebrüdten Function von x, fo gilt nom mit unbe: 
natürlich dieſelbe Regel der Bildung ihres Differentialquo- 
tienten, welcher dann nur in Bezug auf die beflimmte 
Function entwidelbar ift, und in Bezug auf die unbeftimmte 
in allgemeiner Bezeichnung dargeflelt wird. Die Function 
If (x)Ir 3. 8. ift als Potenzfunction eine beflimmte Fun⸗ 
ction der unbeilimmten Zunction f(x). Der Differential- 


quotient derfelben ift nach obiger Regel m [f@e-! . =. 


Stellt y irgend eine Function von x dar, fo wirb, wenn 
wir die Potenzfunction y® feten, für die Veränderlichen 
x und y® gelten die Differentialgleichung 


> 
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Es fei zuerft der Differentialquotient der Function 


x® au finden, wobei m und n als ganze Zahlen gelten. 
Erheben wir a auf die nte Potenz, fo Tann, da (x ”) 


— xm ift, der Ausdrud („: .) auf doppelte Weife als 
eine Potenz mit ganzem pofitivem Erponenten betrachtet 


m 
werden, .entweder ald die nte Potenz der Function x” 
oder als die mte Potenz von x. Wenden wir auf ben 


Ausdruck (669 , als Function der Function xbetrach⸗ 
tet, die Regel des $. 68 an, fo iſt der Differentialquotient 


m R-1 iAx® 


deſſelben = n (x* -Iz (x ".); ax 


Da aber, wenn die Yunction („3 .) in der Form x" ge 
‚nommen wird, ber Differentialquotient derſelben gleich 
mxa-1 ift, und diefe beiden Differentialquotienten gleich 
find, fo erhalten wir 











dx n 
"Indem wir in dieſer Gleichung ben Differenfinfquotienten 


m 
der Zunctionx ® erhalten haben, fehen wir, daß bei ber 
Bildung bdeffelben mit dem gebrochenen Erponenten — 


ganz auf diefelbe Weife zu verfahren ift, wie mit dem 
ganzen Erponenten m in der Function x”. 
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Wäre zwatend Die Function x" zu differentliren, fo: 
kann fie ebenfalld als Jufammengefegte Yunction mit poſi⸗: 
tivem Erpohenten petrohiet werden, indem man fie in der 


Form — “ober — — ſchreibt. Da nun nach $ 66 der 


0 . ’ 
ifeenidaunint von — ald eines Quotienten zweier 





gm ı 
Functionen gleich 
an, 0 — mem min . 
dx® a 
mil. a me } 


und folglich für negative. Exponeate dichibe fm 
tionsregel wie für pofitive. 


8. 7—0. 


Die Differentiationdesgein, wekche in bein Borherge⸗ —— 
henbden gegeben find für. ſoliche Functionen, in denen ans Xunction 
dere . Functionen durch Addition, Subtrattion, Multipli⸗ 
cation und Divifſion verbunden ſind, oder welche als Fun⸗ 
ctionen von Functionen erſcheinen, find von der allgemein⸗ 
ſten Geltung, indem fie ſich auf alle denkbaren Arten von 
Junctionen beziehen, und ſind in allen folgenden. Theilen der 
Differential« und Integrairechnung von der außgebreitetiten 
Anwendung. Mir Eönnen fie zunaͤchſt anwenden auf alle 
Falle, in: welchen Potenzfunctionen Einer VBeränberlichen 
Durch bie genannten Rechnungsoperationen verfnüpft find. 
Nun nennt man alle Zunckionen, bie entweder mur .eine 
einfache Potensfunetion find, oder in dienen Potenzfunctio⸗ 
nen durch Addition, Subtraction, Muitiplicafion und Divi⸗ 
ſion verbunden find, ober in ‚welchen ſolche Zufammen: 
fegungen ‚von Potenzfunctieurn entweder wieder durch bie: 
fetben Operafionen verbanden find; oder auf die Potenz 
eines confanten Erponenten erhoben find, oder in benen 
auch ſolche Potenzen zufammengefehter Potenzfunctionen 

14 
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wieder durch dieſelben Operationen verbunden find, mit 
befiebiger Wiederholung derſelben Zuſammenſetzungsweiſen, 
im Allgemeinen algebraifche Funttionen. In Bezug auf 
die Beliebigkeit der Wiederholung folcher Operationen fin- 
Det Feine rechte Gleichförmigkeit flatt bei dem Gebrauch des 
Wortes algebraifche Zunction, indem Manche nur an eine 
endliche Anzahl von Wiederholungen dabei denken, Andere 
diefe Endlichkeit nicht unter die Kennzeichen der algebrai- 
fhen Function aufnehmen, und demnady auch eine unvoll⸗ 
endbare oder in einer unendlichen Reihe von Potenzen fich 
darftellende Function zu den algebraifhen rechnen müßten, 
und doch auch wieder beflimmte unendliche Potenzenreihen, 
wie 3. B. die Entwidelungen ven Sinus und Gofinus 
und dergl. davon außfchließen. Bei ber Aeußerlichkeit, mit 
‘der die Unterfchiebe algebraifcher und nicht algebraifcher 
Zunctionen gefaßt find, ift an keine große Gleichförmigkeit 
zu benfen, und bei der Geringfügigfeit der Confequenzen, 
welche an dieſe Unterfcheidung geknüpft zu werden pflegen, 
auch an diefen Schwankungen nicht wiel gelegen. Auf bas 
Wort fol und nichts ankommen. Faſſen wir bie oben be⸗ 
zeichneten Iufammenfegungen von Potenzfunctionen, Die 
algebraiſche Functionen genannt worben find, ins Auge, 
von weichen alle Fälle, in denen. die Potenzfunctionen als 
Erponent und Grundzahl verbunden find unb überhaupt 
alle Functionen mit weränderlihem Erponent ausgeſchloſſen 
find, fo ift es klar, daß bie bisherigen Differentiationsre- 
geln binreichen, alle ſolche Infammenfegungen von Potenz: 
functionen zu bifferentiiren, mögen fie nun aus einer end- 
lihen oder unendlichen Anzahl von Gliedern beftchen. 
Denn indem man einen beliebigen Complex von Yotenzfun« 
ctionen ald eine Function überhaupt betrachtet, fo kann 
men jede gegebene Function, wenn ihre einzelnen Glieder 
nit ſchon einfache Potenzfunctisuen find, zunächſt in zwei 
zerlegen, bie entweber durch eine ber genannten Operatio⸗ 
nen zufammengefegt find, oder die als Function einer Zun- 
ction erfcheinen. In dem unter dieſer Annahme gebildeten 
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: * Wäre zweitens bie. Yunction x” zu diffenentliren, fo. 
kann fie ebenfalls als Jufammengefegte Yunction mit poſi⸗ 
tivem Erponenten Drfvachtet werben, inbem man fie in der 


dom — ober — —m ſchreibt. Da nun nah $. 66 der 


9 
Sifernianunin von — als eines Quotienten zweier 
Functionen gleich 


x, 0 — mx"! — nx — -m-1 
dx” 
i — — mx mi 
ſo iſt dı ' . ’ 





und folgli für negative GSeponenten biefelbe, Difterentian 
tionsregel wie für poſitive. 


8. 7. 


Die Differentiafiondesgein, weilche in dem Vorherge⸗ ifereniegen 
henden gegeben find für. folche Functionen, in denen ans Bunctionen. 
dere Functionen durch Addition, Subtrattion, Multipli⸗ 
cation und Divifion verbunden ſind, oder welche als Fun⸗ 
ctionen von Junctionen xrſcheinen, find von der allgemein: 
ſten Geltung, indem fie ſich auf alle denkbaren Arten von 
Zunctionen beziehen, und .find im allen folgenden Theilen ber- 
Differential- und Integralrechnung von ber außgebreitetiten 
Anwendung. Wir Bönnen fie zunächſt anwenden auf alle 
Falle, in: welchen Potenzfunctionen Eimer Veränberlichen 
durch Die genannten Redmungsoperationen verknüpft find. 

Nun nennt man alle Zunctionen, Pie entmeber mur eine 
einfache Potenzfunetion find, oder in denen Potenzfunctio⸗ 
nen durch Addition, Suberaction, Multiplicafion und Divi⸗ 
fion verbunden find, ober - in welchen folhe Zuſammen⸗ 
fegungen von Potenzfunctieum entweder wieder durch Die: 
felben Operafionen verbanden: find, oder auf bie Potenz 
eines conflanten Exponenten erhoben find, .oder in denen 
auch ſolche Potenzen zuſammengeſetzter —8* 


Snell ii. 
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wieder durch Diefelben Operationen verbunden find, mi 
beliebiger Wiederholung derſelben Zufammenfegungsweifen, 
im Allgemeinen algebraifche Funttionen. In Bezug auf 
die Beliebigkeit der Wiederholung folcher Operationen fin: 
bet Feine rechte Gleichförmigkeit ftatt bei dem Gebrauch dr 
Wortes algebraifche Function, indem Mande nur an ein 
endliche Anzahl von Wiederholungen babei denen, Anden 
diefe Endlichkeit nicht unter die Kennzeichen der algebrui 
ſchen Function aufnehmen, und demnady auch eine unvol: 
endbare oder in einer unendlichen Reihe von Potenzen fid 
darſtellende Function zu den algebraifchen rechnen müßten, 
und Doch auch wieber beflimmte unendliche Potenzenreiben, 
wie 3. B. die Entwidelungn von Sims und Gofinus 
und dergl. davon ausfchließen. Bei der Aeußerlichkeit, mit 
‘der die Unterfchiede algebraifcher und nicht algebraifcher 
Zunctionen gefaßt find, ift an Feine große Gleihförmigkat 
zu denken, und bei der Geringfügigfeit der Conſequenzen, 
welche an diefe Unterfcheibung gefmüpft zu werben pflegen, 
auch an dieſen Schwankungen nicht viel gelegen. Auf des 
Wort fol und nichts anfonmen. Faſſen wir bie oben be 
zeichneten Zuſammenſetzungen von Potenzfunctionen, bie 
algebraiſche Functionen genannt worben find, ins Auge, 
von welchen alle Källe, in denen. die Potenzfunctionen als 
Erponent und Grundzahl verbunden find und überhaupt 
alle Functionen mit weränderlichem Erponent ausgefchloflen 
find, fo ift es klar, daß die bisherigen Differentiationsre: 
gein binreichen, alle folde Iufammenfegungen von Potenz 
functionen zu bifferenfüiren, mögen fle run aus einer end⸗ 
lichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern beftchen. 
Denn indem man einen beliebigen Complex von Potenzfun⸗ 
ctionen als eine Function überhaupt betrachtet, fo Tann 
men jede gegebene Bunction, wenn ihre einzelnen @licber 
nicht ſchon einfache Potenzfunctieuen find, zunächſt in zwei 
zerlegen, die entweder durch eine ber genannten Dperatio⸗ 
nen zufammengefebt find, oder die als Function einer Fun⸗ 
ction erfcheinen. In dem unter biefer Annahme gebildeten 
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st 


. Aus-den. algemeinen Uber: pefommengeftgte Zumthios Sntearation 
nen: gegebenen Differentiationsregeln koͤnnen noir: einige dem Morhrrachen: 
wichtige Integrationsregein ableiten wobei wir und auf 
diejenigen befchränfen, welche fich durch bloßen Hinblick 
auf Die analytiſchen Differentialgleichungen eugeben. . 

. b Da nach 8.54 der Differentialquotient einer Function, 
welche: · aus mehreren dutch Plus⸗ und Minuszeichen ver: 
bundenen Aumttionen als ihren Gliedern beſteht, nichts 
weiter iſt, als eine durch dieſelben Vorzeichen zuſammen⸗ 
te Kerbindung der. Differentialquotienten der einzel⸗ 
nen Glieder, ſo folgt umgekehrt, daß zu einem gegebenen 
Differentialquotienten,. der aus mehreren durch Plus.» und 
PMinusgeishen verbundenen Zunctionen befteht, die urfprüng: 
che Function oder dab Iutegral gefunden wird, wenn men 
die, Integrale Der einzelnen: Bunttionen mit ungrähderteh 
Worzeichen nimmt. Wenden wir: dies. zunächft auf Potenz ⸗ 
functionen an. I y eine unbekanute Function von x; 
deren Differentialgnotient eine Reihe von’ einfachen pote 
ſanctionen von x iſt, fo daß man habe | 


2. —F 
. er xt dx 
io folgt y=/2xdx _[s® dx +.Sax ix 
| 2 3 
yeayfoy.x xꝰ — dr", 


Kommt unter. den heilen des. Differentialquotienten ein 
conftanted Glied a vor, fo wird, weil a der Differential: 
quotient non ax iſt, /adx — ax zu feßen fein. Es 
konnte auch a in der Form ax’ als Potenzfunction von x 
angefehen, und ber Integrationsregel diefer Function unter: 
worfen werben, wodurd man ebenfalls fax’dx — ax 
erhält. Diefe Regel der Integration einer Zunttion, wel: 
che ald Summe mehrerer Functionen erfcheint, if, wie ein⸗ 
fach auch immer, doch Die wichtigfle .der ganzen Integral: 
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rechnung, indem zur Bewerkſtelligung einer vorgefchriebenen 
Integration in unzähligen Fällen Fein anderes Mittel übrig 
bleibt, als den gegebenen Differentialquotienten in eine 
Reihe von Zunctionen und insbeſondere In eine Potenzen- 
reihe der Veränberlichen x zu verwandeln, und Die Ode 
ber Reihe einzeln zu integriren. 

2) Bei den in den 8. 65 und 66 erhaltenm analptis 
Shen Differentialgleichungen haben die Differentialquotien: 
ten der Functionen, welche ein Probwet oder ein Quotient 
mehrerer &unctionen find, eine zu fpeciele Yormirung, als 
daß Die Faͤlle, in welchen gegebene Differentinlquotienten 
unmittelbar biefe Form an fih trügen, und diefen Diſſe⸗ 
‚ rentialgleihungen angepaßt werden könnten, gerade haufig 
fein könnten. Wie in einem ſolchen Falle die urſprungliche 
FJunction aus dem Differentialquotienten zu bilden iſt, 
leuchtet von felbft ein. Die analytifche Differentialglei⸗ 
hung des $. 65 iſt übrigens in anderer Beziehung als eine 
fogenaunte Recurfionsformel von vielfältiger Anwendung 
in dee Integralrechnung, aber von diefer Anwendung kann 
bier zunächſt nicht Die Rede fein. Nur der Sag des 8. 65 
daß ein in einer Function enthaltener conflanter Fattor zum 
Differentialquntienten der ohne Rüdfiht auf diefen Factor 
Differentrirten Function unverändert ald Factor zugefeht wird, 
gibt für das Integriren die Vorfchrift, daß man in jedem 
gegebenen Differentialquotienten die conftanten Factoren ab⸗ 
fondert, die übrigbleibende Function für fich der Integra- 
tion unterwirft, und zu dem gefundenen Integral die con⸗ 
flanten Factoren wieder unverändert zufeht. IR demmach 
f(x) der Differentialquotient irgend einer Yunction von x, 
fo ift Sab.f(x)dx == ab./f(x)dx. Für Potenzfunctio« 
nen iſt diefe Regel fchon früher 6 44) angegeben wor⸗ 

2 


den, gemäß welcher . B. fdn.x T dx—4n. Sat dx 
— An. 3. x 3 


3) Weun wir die in den 88. 67 u. 65 gegebenen Regeln 
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der Differentiation einer ſolchen Function, welche als Fun⸗ 
ction einer Function erfcheint, zunächſt auf Potenzfuncttor 
nen anwenden, fo erhalten wir bie Regel ber Integration 
für eine Posten; irgend eines durch f(x) ober y vorgeſtell⸗ 
ten unbeſtimmten ober noch unbelaunten Yunction von x. 
Denn da Af(x}]” == miflxy]"-1.dflx), fo folgt, wenn 
man die Veränderungen ‚beachtet, welche mit dem auf der 
rechten Seite der Gleichung flebenden Differential verzu- 
uehmen find, um die urfprüngliche Function [fcx)}* zu er 
1 
halten, DaB /If ( )P.d I(x) = a oder daß 


dv — yr+i 
Jy .iy= an+t 

4) Da ferner aus ⸗ — x" + y° die Differentialglei⸗ 
chung da == mx®-ldx -ny”-1,dy Veran, fo folgt 
ungekehrt aus 


Die Gleichung 








das = x? .dx+y".dy 

| xetl yı+l 

ar tarl 

Cine folche Gleichung gibt uns freiluh nicht den Werth 
von = als eine bekannte Junction von x, weil y noch eine 
unbeftimmte Function von x if, und ebenſo wenig den 
Bath ven y, weil = eine unbeflimmte Function von.x 
ik. Wäre aber 3 oder Die Summe der- beiden Potenyen 
son x und y gleich einer Sonftante C gewefen, und folg 
Sich der Differentialquetient und cbeufo das Differential 
von 3 gleich Nall, fo. folgte aus der Gleichung 

vo." dx +y’dy 


oder aus 


dC = x®dx + y® dy 

C gm+1 yrtl 

| at 

und within eine Gleichung zwifchen x und. der durch y 
ausgebrüdten unbekannten Zunetion von x, weiche Letztere 
demnach durch Auflöfung der Gleichung in Bezug auf y 
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ald Unbekannte, in Form einer beflimmten Buntion son x 
erhalten werben kann. 
5) Man wird leicht bemerten, daß, ‚wenn am die 
Differentiation befiebiger algebraifcher Funetivnen leicht aus⸗ 
führbar ift, und nad) einer ganz allgemeingültigen Methode 
bewerkſtelligt werden kann, d6 ſich mit der Integration be- 
liebiger algebraifcher Functionen nicht ebenfo verhält. Dies 
iſt auch nicht zu verwundern, da man ja überhaupt bier- 
bei keine urfprüngliche Methode der Integration in Anwen⸗ 
dung bringt, fondern die gegebenen Differentialquotienten 
nur den Formen bekannter analytifcher Differentialglei- 
Hungen anzupaffen fucht. Das bauptfächlichfte Geſchäft 
der Integralrechnung befteht daher darin, ‚die gegebenen 
Differentialquotienten .fo umzuformen, daß fie unter einc 
bekannte analptifche Differentialgleihung fubfumiet werben 
können. Nun kanıı wie bekannt jede beliebige algebraifche 
Function Einer Veränderlihen x in eine endliche oder un- 
endliche Reihe umgeformt werden, deren Glieder Tauter ein- 
fache Potenzen von x find; und mithin kann auch durch 
Integration der einzelnen Glieder der Reihe dad Integral 
der Function leicht erhalten werden. Man nennt bies 
Verfahren eine Integration durch Reiten. In vielen Faͤl⸗ 
ben freilich liefert dies Verfahren ein unbequemes und weit⸗ 
läufiged Refultet. Man ift daher, um die .Entwidelung 
einer Zunchon in eine Rebe zu vermeiden, auch auf an- 
dere in gewiffen Fallen anmwenbbare Umformungen bebadht 
geweſen. So hat man indbeſondere bei denjenigen gebro- 
henen Zunetionen, deren Kenner aus mehreren Potenzen 
der Veränderlihen zufammengefebt ift, ein befonderes Ver⸗ 
fahren der Umformung, welches darin befteht, die gebro- 
chene Function in mehrere Partialbrüche zu zerlegen, deren 
Zähler conftante Zahlen find, und deren Nenner diefenigen 
Formen des erſten Grades find, aus welchen der Nenner 
der gegebenen Function durch Multiplieatten zufanmenge- 
- fegt iſt. Diefe Partialbruche werden dann einzeln integrirt. 
Abgefchen davon, daß unter diefen Partialbrüchen ſich For⸗ 


- 
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mei finden, deren Zategratide erſt in einem Polgaibeh Eu⸗ 
pitel gelehrt: wird, und diets Merfuhren do nicht hierher 
shirt, ſo verliert ſich doch auch: dieſe ganze Umformung 
in rein analytiſch operative und! em Theil algebraiſche 
Unterſuchungen, die, als zur ia Anatyfis wab Une. 
bra gehörig, zur Einſicht in die Grundbegriffe und Die eigen 
thümliche Methode der Differaltial- und Integralrechnung 
gar nichts beitragen, und daher aus einer Einleitung in 
dieſe Wiſſenſchaft jedenfalls ausgeſchloſſen bleiben müſſen. 
Hat man ſich mit dem eigenchümlichen Weſen dieſer Wif- 
fenfchaft erft vertraut gemacht, fo find biefe. ‚einzelnen. rein 
‚ operativen Regeln leicht nachzuholen, und in allen Lehrbü⸗ 
hern zum Ueberfluß zu finden, 


$. 72, \ 

Als Anhang zu dem Integratinhtregein einer Potenz Segeati ber 
einer Function ven. x mag noch erwähnt werden ber Diffe⸗ —— 
rentialquotient einer Potenz einer ſolchen zweitheiligen Fun⸗ 
ction von x, in welcher ber eine Theil tonſtant und der 
andere die erſte Potenz von x -ifl, und. Die darauf zu, grürk 
dende ZIntegrationsrogel. Bft: a + bs bie zuseitheilige Fun 
ctiow'von x, und 'bifden wir nath⸗ den "bekannten Negeln 
den Differentialquotientent von (a br)" fb iſt J 

—— — mta+b pm, b. 


Dieſer Differntitienetiant iſt im Weſentlichen ganz fo ges 
formt wie: die urſprüngliche Funttion ſelbſt, indem er eime 
Potenz derſelben zweitheiligen Gtöße a iſt, nur noch 
mit einem vonflanten Factor verbunden. Jede beliebige 
Potenz ber zweithetligen Bröße a + bx Tann alfe unter 
did Form mb. (a + ba). fubfumist werben, mit Aus: 
nahme: des einzigen: Falles, in welchem der Erponmt om 
a4 bx gleich⸗ — Lift, weil in bisfene Falle m gleich Rull 
gefeht werden -mäßte, und dadurch Die ganze Potenz: vom 
a BKx fach annullirte. Beachten wie, daß aus dem Dif 
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ferentielqustienten mb. (a ++ bx)”- ! die uefprüngläidde Jun⸗ 
. tion (a + bx)” erhalten wird, wann wir den Grpenenten 
um eine Einheit erhöhen, und Diefe Potenz dividiren durch 
das Product des um 1 vermehrten Erponenten und des 
Goefficienten von x, fo können wir, wann uns ein Diffe: 
sentialquotient von der Form (a «+ bxy" gegeben if, aus 


der Differentialgleichung j —= (a+bx)" ableiten 


a, oder es iſt 


(a hXVVI 
bfa+1) ' 


J4 
Wäre z. B. * = (5 + z x) 3, fo erhielte man 
4 


ya 


Sla+bxjdx = 


(5+3 ’ Fu 

— 2 —22 X 3 

—— —83 (6*5). 
253 


Dieſer Satz kann als ein ſpecieller Fall eines leicht 
darzuſtellenden ellgemeineren Satzes angeſehen werben. 
Denn wäre bie in ber Klammer enthaltene Veranderliche 
x felbft noch auf eine Potenz erhoben, und Diffesentürte 
man die Function (a -p bx")* , fo exhielte man 

urn = m(a +bx")*1.bux. 
Gehen wir ab von dem couſtanten Factor mbm, fo haben 
wir in dieſem Differentiabquotienten das Product einer Patenz 
von a + bx" und einer Potenz von x, welche Letztere um 
eine Einheit niedriger ift, als ber Potenzgrad des in der 
Klammer enthaltenen x. Leberall, wo em Product zweier 
Potenzfunctienen von der befchriebenen Form, nämlich 
von der Form (a- bx"ye 1. x®-1, mit oder ohne con- 
ſtante Factoren gegeben ift, kann daſſelbe Demnach leicht 
integrirt werden. Durch Beachtung ber Veränderungen, 
weiche mit mbn.(a — bx")®-1. x"-1 gorgenommen werben 


— — — — wu 
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mäffen, um (2-4 bx°)” zu euhalten, finden wir, DaB zu 
einem Differentinlguotienten von der Form (a + bxP)1.xr 


"ur . „, (a + bxP)et1 
ald urfprüngliche Function * »a+n + n oder daß 
a + bxP)ı+ 
S(a+ bxy. xe⸗ .dx = D.pa+D 
$. 73. 
Ehe wir zu ben Segeln des Differentiirend anderer weitsiei, in wel- 


Functionen übergeben, wollen wir nicht unterlaflen, durch —5 — 


einige auf den Gebrauch Der eben gefundenen Antegrafions- aan 
regen geftühte Beiſpiele die Methoden der Differential. 
und Integralrechnung weiterhin anſchaulich zu erläutern. . 
Um dabei auf dad Mmfaffende und die Allgemeinheit der 
Methoden nochmals binzuweifen, werden wir die Beifpiele 
fo wählen, daß unter bdenfelben gleicherweife Säge vor- 
fommen, welche in den Elementen der Mathematif bewie- 
fon werden, und ſolche, welche für die Hülfsmittel der 
Elementarmathematik abfelut unzugaͤnglich find. j 
») Es ſoll der Flaächeninhalt des Paralleltrapezes bode 
(Fig. 25) durch feine beſtiummenden Stückr die Beiden ya - 
rallelen Beiten und den ſenkrechten Abſtand derſelben ober 
die Höhe des Paralleltraprzes ausgedrückt werben. Wir 
denken uns ben Flächeninhalt daderch befchrieben, Daß eine - 
auf der Höhe fg fenkrecht ſtehende Linie von veränberlicher 
Kanye ſich fortbewegt. Der Fortſchritt auf fg vom An- 
fangspunkt f aus fei die willkürlich MWeränberliche, deren 
liegender Zahlenwerth x beißt. Die anfängliche Länge eb 
der fortbewegten Linie heiße a Ein befichiger Werth in 
der fortbewegten Anie befücht aus einem Gtäd mi = ch 
oder — a, und aus einem Stück mn, weiches, ald mit x 
gleichmäßig wachfend, im Wlgemeinen ex heißen Tann. 
Der allgemeine Werth ber. fertbavegten Linie iſt alſo a+ cx. 
Dieſer Werth Fat nach S. 49 mit dem Differentialquotienten 
der Flaͤche und der Abſciſſe, ald des Weges der Forcbewe⸗ 


⁊ 
ano ia up © 
- . 


gung, .‚zufammun, Heiſt akſo bie — —— dei 
Daralleiteeipızes F, fo. haben wir Die Glechzug 


daR 
dx — a +ox 


und folglich F=ax +° > 


. Oder nad) gewöhnlicher Beeicnungencie 
dF = adx-Hcxdx 
F= ur o/xdx 


Feat 


Da die für den Flaͤcheninhalt gefundene Formel hei dem 
Nullwerth von x gleich Null wird, und. die Flaͤche ſelbſt 
im Yımkt [ober dem Nullꝑunkt von x ebenfolls gleich 
Null ift, fo ift keine Gonfante upafügen Schreiben wir den 
gefundenen Ausdruck ax = in der Form —— x, 
fo haben wir, da für eine Höhe x die. beiden- —* 
Seiten durch a und 4 0x auszudrücken find, im -Diefer 
Form den bekannten Satz, daß der Flaͤcheninhalt der Pa⸗ 
ralleltrapezes gleich iſt dera Product ud der Hoͤhe und 
deu halben Summe der parallalen Seien 

28 fol:der Eubilinhakt eines Kugelabſchnittes und 
der ganzen Kugel gefunden werben. Wir können uns beu 
Aubitinhalt der. Augel dadurch befchrieben denken, daß ein 
veränderlicher Kreis. ſich mit jenem Mittelpunkt auf der 
Zinie ab. (Big. 26), als dem Durchmeſſer der Kugel, ſenk⸗ 
recht fortbewegt. Die beiden von einander abhängigen Wer: 
anderlichen find Der. Gubifinhalt. und der Weg, den der 
Mittelpunkt des fortbanegten Kreiſes beſchreibt. Der: Dif 
freentialguotient bes fo erzeugten Gubilinbaits und des 
Weßges der Fortbewegung fall nach $. 52: zuſammen „mit 
dem jedesmaligen Werthe der fortbewegtan Kreis fläche. Dieſe 
Kreisflaͤche haben wir alſo audzudrucken durch eine Fun⸗ 
ction des Weges der Fortbewegung als der willkütlich Wer: 
anderlichen. Der. Radius der Kugel heißer. Der An⸗ 





\ 
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fangspunkt Des Wege der Wortbe gung: Felle iu. Det Erde: 
punkt des Durchmeſſers, in dar. Punkt a. in.: beliebiger: 
anf dem Durchmeffer zurüdgelegter Meg. am heiße x. Der 
Radius mn des dem Weg x’zugehörigen Kreifed ift nach bee 


fannten Saͤtzen der Kreislehre — Yx(dr—x)= -[arx—x’]?. . 
Die Fläche dieſes Kreiſes iſt alſo (Arx — x”). m. Wenn 
wir den veränderlihen Cubikinhalt des durch Fortbewegung 
der Kreisfläche beſchriebenen Kugelabſchnittes durch C vor⸗ 
ſtellen, ſo erhalten wir demnach die Differentialgleichunz 


dc —-Irax— ax 
dx J 
dC = Ornxdx—nxt.dı 
folglich C= 2rafxdx— afx'dx 
C=m.x’—n. x | 
. 3 


Daß hier keine Conſtante zuzufügen iſt, echt leicht aus 
ſchon öfter angegebenen Gründen. Diefes ift alfo für eine 
Kugel mit dem Radius r der Werth eined Kugelabſchnitts, 
durch welchen auf dem Durchmeſſer ein. Stück — x abge: 
ſchnitten wird. Denken wir .die bewegte Kreiöfläche bis 
zum Mittelpunkt der Kugel fortgerückt, fo. wird, da nun 


x=r ift, für die Halbfagel O — a. — 3. 


m — 
Zolglich iſt der Cubikinhalt der ganzen Kuga Ferm, wie 
aus den Elementen befannt, - 


3). Es ſei durch kanbochmg. einer PER hide (Big; 7 
um ihre große Are bd ein eiptifched Sphärcid hefchtichen, 
deſſen Subttinhalt berechnet werden fol. Wir beufen. und 
den Cubikinhalt wieder dadurch erzeugt, daß ein veränder- 
licher Kreis mit feinem Mittelpunkt auf der großen. Axe 
ſenkrecht gegen Diefelbe fortbewegt wird. Der, Anfangs: 
punkt des Weges der Fortbewegung falle in den: Mittel: 
puntt des Sphaͤroids, in den Punft z, and die Fortbe⸗ 
wegung gefchehe von & nadı.d. Ein beliebiges Stud arm 


biefeb Weges Heiße x. Der Radins an Dei Dem Wege x 
zugehörigen Kreiſes ift nach der bekaunten Mittelpunkts⸗ 


a 
gleihung der Ellipfe a@— xt, wenn unter a Die 


halbe große und unter c die halbe Heine Are der Ellipfe 
verftanden wird. Die Fläche des Kreifes mit dem Radius 


2 
ma ift denmach 7. @—xz).n. - Heißt C der Gubifin: 


halt eines vom Mittelpunkt aus befchriebenen Stüdes des 
"Sphäroids, fo haben wir die Differentialgleichung 

ac = c (— x*)n 

dx = " 

= een —;.Xn 

af C = en G.n. J. 

Hat man bei diefer Formel nur das vom Mittelpunft aus 
befchriebene Stüd im Sinn ohne die hinter ihm liegende 
Hälfte des Sphaͤroids, fo if, wie leicht zu fehen, Peine 
Conftante zuzufegen. Denkt man die Kreiöfläche bis zum 
Endpunkt der halben großen Are fortgerüdt, fo ninmt x 
den Werth a an, und es ift für den Eubifinhalt des Kal: 


r ‚ u “ 
ben Sphäroids C — nc’a — — 5 nc0’a. De 


Cubikinhalt des ganzen Sphärvids iſt alfo — 3 ‚nea 


Denkt man fi das elliptifche Sphäroid von einem Cylin⸗ 
der umſchloſſen, beffen Grundfläche Die halbe Kleine Ure c 
zum Radius bat, und folglich gleich c’n if, und deſſen 
Höhe gleich ber großen Are, oder gleich 2a ift, fo ficht 
‚man, da der Gubikinhalt dieſes Cylinders gleich 2ac’n if, 
daß das Sphäroid I diefeß Eplinders beträgt 


Ein elliptifches Sphäroid fei ferner befchrieben, indem 
bie Ellipfe bodf (Fig. 28) fih um die Heine Axe bi drebt. 
Bewegt ſich der veranderliche Kreis vom Mittelpunkt E 
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auf dee Beinen Axe fort, fo ift, wenn des Weg gm gleich 
x gefeht, und die Bedeutung der Buchſtaben a und o bei⸗ 


4 
behalten wird, der Radius mın befanntlich gleich J x)2, 


und die Kreisfläche mit dem Radius mn gleich . (ei m. 


2. 
Folglich — 
2 3 
C == Anx — wen. F. 
Für das halbe Sphäroid wird x=c und folglich 
C=acn — az = —,a0n 
3: 8; ‚ 


und für dad ganze Sphäroid c = = .a’cn. Betrach⸗ 


ten wir 3. B. das Erdſpharoid als ein durch Drehung um 
die Peine Are befchriebened elliptiſches Sphäroid, welcher 
Form die Erde fehr nahe kommt, fo ift, da die Halbe große 
Are 860 und bie halbe Tleine 857 Meilen beträgt, der 


Cubikinhalt der Erde — z . 860°. 857. == 2655010000 


Gubifmeilen. 

Vergleichen wir bie förperfichen Inhalte der beiden 
elliptiſchen Sphäroide, welche durch Drehung um die große 
und um bie Feine Axe der Ellipſe erzeugt werden, fo fehen. 


wir, daß der Gubilinhalt des Grfleren = 3 ac’n und 


der des Lettern = $.a’ca iſt, daß folglich beide ſich zu 


einander verhalten wie ce zu a oder wie die kleine Are zur 
großen. 

4) Es fei ferner noch ber Cubikinhalt eines abgekürz⸗ 
ten Kegeld (Fig. 29) durch Fortbewegung eines veränder« 
lichen Kreifes auf der Are ab befchrieben. Der Radius 
ad der Heineren Grundfläche heiße r. Stellen wir durch 
x ein beliebiges Stüd am ded Weges der Fortbewegung 
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vor, ſo . befeht der Radins min des zugkhörigen Rrrifes 
aus einem Stück gleicher und einemnandern, welches als 
mit x gleichmäßig wachſend cx heißen kann, und iſt alſo 
dieſer Radius gleich r+ cx. Mithin iſt die Fläche Des 
Kreifes (r Hex). Wir erhalten alfo, den veränder: 
licher durch Fortbeweguig der Kreiöfläche erzeugten Cubik⸗ 
inhalt durch C auögebrüdt, die Gleichung 
dc 


&, 
ı, 0+ ex)‘ 
Fr = rn + Irexa-+ enx 


NK x 
C = r!nx+2rcen. + e’n SFT 


Für den Nullwertb von x wird die Formel gleich Null; 
und ba der Nullpunkt von x in den Punkt a gefegt wor: 
den ift, und-in demſelben auch der Cubikinhalt gleich Null 
it, fo gibt es Peine Fonſtante. Wil man ben Eubifinhalt 
eined abgekürzten Kegeld durch r und R, oder bie Rabien 
der beiden. ebenen Grenzflächen, und durch den fenfrechten 
Abftand derfelben oder die Höhe h des Kegeld ald die be- 
ſtimmenden Stüde ausdrüden, fo feße man x == h, mel: 
ches zugleih — ab fein möge. Der eonflante Factor c, 


welcher, wenn df mit ah ‚parallel ft, gleich 5, nu ſetzen 
iſt, wird demnach in Bezug auf die —— Stücke 
r,BRunh auszudrücken fein durch * Dieſe Werthe 


von x und c in die obige Formel eingeſchoben erhalten wir 








= "ah+ 2r N tl) n 
= 3(3r H3RF— IHR? —2Rr+ 7) 
C = 2. (R+Rr+r) 
ee) 
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welches die gewöhnliche Formel für den Gubikinhalt des 


abgekürzten Legeis iſt. 


$. 74. 


Wir wollen die Berechnung des Cubikinhalts eines ab» 
gekürzten Kegeld als Beifpiel gebrauchen, um an demfelben 


R 
Aal. 


noch einen bisher außer Acht gelaffenen wichtigen Punkt .. 


in Betreff der Conftantenbeflimmung zu erläutern, und 
bei diefer Gelegenheit noch einige allgemeine Bemerkungen 
über Conftantenbeftimmung zufügen. In allen unferen bis» 
berigen Beifpielen waren die durch Integration erhaltenen 


Functionen oder die Integrale, da fie fi nur als Verbin⸗ 


dungen einfacher Potenzfunctionen mit pofitiven Erponen- 


ten darftellten, von der Art, daß für den Nullwerth der - 


willkürlich Veränderlichen die ganze Yunction fi) annullirte. 
Eine in diefem Falle noch nöthige Conſtante kann nichts 
weiter fein, als der Werth, welchen die abhängig verän- 
derliche Größe etwa ſchon hat für den Nullwerth der will- 
kürlich Veränderlichen, und welcher vor dem Wachfen der 
Letzteren, und unabhängig von demfelben vorhanden war. 


. Diefe Conſtante kann alſo immer dadurch beſtimmt werden, 


daß man in den Nullpunkt der willkürlich Veränderlichen 
zurüdgeht, und zufieht, ob die abhängig Weränderfiche, deren 
allgemeiner Werth durch die Integration gefunden werben 
follte, für diefen Punkt noch einen gewiſſen Werth bat, 


und welchen. Hierzu bedarf es Feiner weitern Erklärungen. | 


Aber oft ift das Integral von der Art, daß es für den 
Nullwerth der willkürlich Veränderfichen fich nicht annullirt, 


"und diefer Fall fol noch befonders in Unterfuchung genom- 


men werben. 
Wir wollen denfelben zuerfi an unferm Beifpiel vom 


Cubikinhalt des abgefürzten Kegels betrachten. Der Diffe - 


rentialquotient des Cubikinhalts und der Abfeiffe, als des 

Weges der fortbewegten Kreisfläche, war gegeben durch Die 

Zunction (r+ox)’”. Diefelbe integrirten wir, indem wir 
Snell l. 135 


⸗ 
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fie Durch Ausführung der vorgeſchriebenen Quadrirung in 
eine Reihe von einfachen Potenzfunctionen verwandelten. 
Diefe Verwandlung war aber nicht nöthig, weil der Dif- 
ferentialquotient (r + cx)?z nad Anleitung des $. 72 un: 
mittelbar in biefer Geftalt integrirt werden kann, ba er 
mit der Form (a+-bx)", deren Integration dort nachge— 
wiefen ift, zufammenfält. Wenden wir alfo die Regel ie 
ned Paragraphen auf unferen Differentialquotienten an, fo 
erhalten wir aus der Differentialgleichung 


8 — (r+cx)’n 
ce (r+ ex)'.n 
30 


Die fo erhaltene Function der Abſciſſe x, welche den Eu: 
bikinhalt C des abgefürzten Kegeld angeben fol, fann, wie 
leicht zu fehen, nicht richtig fein. Denn da gemäß des in 
unferer Differentialgleihung gegebenen Ausdrucks des Ra: 
dius des fortbewegten Kreifed der Anfangs» oder Nullpunkt 
der Abfciffe in einen Punkt fallt, in welchem der Radius 
des fortbewegten Kreifes den Werth r bat, alfo in den 
Punkt a (Kig. 29) fällt, wo auch der Eubilinhalt zu ent: 
ftehen anfängt, fo müßte, wenn bie Formel ern den 


Cubitinhalt richtig angeben ſollte, durch fortgeſetzte Verklei⸗ 


nerung der Abſciſſe auch der Werth des Cubikinhalts zu 


jedem beliebigen Brad von Kleinheit heruntergebracht wer: 
den können, und für den Nuliwertb der Abfeiffe ſelbſt 
gleih Null werden. Dies zeigt aber unfere Formel 


c r rw). nicht. Diefelbe nähert fich mit Meiner gefeßten 
x nicht dem Ruuwerth, und geht für ein annullirtes x 
über in den Werth =_ a. Nun ift aber doch die Fun: 


ction (r+ ex)’ ber Differentiofquotient derjenigen unbe 
fannten Function der Abſciſſe x, welche ben Gubifinhalt 
des Kegels angibt, und welche durch den Buchftaben ( 
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vorgeftelit werben ift, und zugleich der richtige Differen- 


- 3 
tialquotient der befannten Function Fr ex)n 


3c Da nun 


diefe beiden Functionen, nämlich bie unbefannte C und die . 


(r+ ex) 7 


bekannte 3 denfelben Differentialquotienten haben, 


fo können fie ſich mir Dur eine Conſtante unterfcheiden. 
Sp lange diefe Eonftante fehlt, kann für keinen Werth von 


x der Werth der Function —— mit dem Werthe 
des Cubikinhalts —— — Umgekehrt aber wird, 


(r —— " durch den Zuſatz einer Con⸗ 
ftanten fo verändert worden ift, daB für irgend einen ein- 
zelnen Zahlenwerth des x ber Werth dieſer veränderten 
Zunction mit dem Werthe des Cubikinhalts zufammentrifft, 
alddann die Uebereinſtimmung diefer beiden Werthe noth- 
wendig für alle Verflußpunkte der willfürlich Veränderli⸗ 
chen ftattfinden. BDiefe Uebereinſtimmung ift nun bier leicht 
zu bewerkſtelligen, da man weiß, daß für ben Nullwerth 
des x der Werth des Gubilinhaltes auch gleich Null wer: 


den muß. Ich brauche alfo die Formel — nur ſo 


zu verändern durch einen Zuſatz, daß ſie für den Nullwerth 
von x ſelbſt gleich Nu wird. Da fie nun für ein annul⸗ 


3 
lirtes x übergeht in Fr ‚ jo muß z von ihr abgezogen 


3 
—— + — nr bat die Eigen 


ſchaft, für ein annullirtes x felbft gleich Null zu werben. 
Es iſt alſo — * die zuzuſetzende Conſtante, und wir er- 


haften mithin für den Cubikinhalt des abgefürgten Kegel 
die Gleichung 


( — 
— — 


wenn die Function 


werden, und die Formel 


(r+ex)’n rn 
3c dc' 


15 * 
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fie durch Ausführung der vorgeſchriebenen Quadrirung im 
eine Reihe von einfachen Potenzfunctionen verwandelten. 
Diefe Verwandlung war aber nicht nöthig, weil der Dif- 
ferentialquotient (r + cx)’r nach Anleitung des $. 72 un- 
mittelbar in dieſer Geftalt integrirt werden fann, da er 
mit der Form (a-+bx)”, deren Integration dort nachge⸗ 
wiefen ift, zufammenfalt. Wenden wir alfo die Regel je 
nes Paragraphen auf unferen Differentialquotienten an, fo 
erhalten wir aus der Differentialgleihung 
2 _ — (r+cx)’n 
C— (r+cx)’.n 
sc 

Die fo erhaltene Zuncion der Abſciſſe x, weiche den Eu- 
bitinhalt © des abgekuͤrzten Kegels angeben fol, kann, wie 
leicht zu ſehen, nicht richtig fein. Denn da gemäß des in 
unferer Differentialgleichung gegebenen Ausdruds des Ra⸗ 
dius des fortbewegten Kreifed der Anfangs⸗ oder Nullpunkt 
der Abfciffe in einen Punkt fällt, in welchem der Radius 
des fortbemegten Kteifes den Werth r bat, alfo in den 
Punkt a (Fig. 29) fallt, wo auch der Cubikinhalt zu ent: 


ftehen anfängt, fo müßte, wenn die ‚Sormel rn, Z 


Gubifinhalt. richtig angeben ſollte, durch fortgeſetzte Verklei⸗ 
nerung der Abſciſſe auch der Werth des Cubikinhalts zu 
jedem beliebigen Grad von Kleinheit heruntergebracht wer⸗ 
den koönnen, und für den Nullwerth der Abſtciſſe ſelbſt 
gleih Null werden. Dies zeigt aber unfere Formel 


c r —— nicht. Diefelbe nähert fich mit Feiner geſetztem 
x nicht dem Nullwerth, und geht für ein annullirtes x 
über in den Werth Fr Nun ift aber doch die Fun: 


ction (r + ox)?r ber Differentialquotient derjenigen unbe: 
kannten Function der Abfeiffe x, welche den Cubikinhalt 
des Kegels angibt, und welche durch den Buchſtaben C 
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vorgeftellt- werben ift, und zugleich. ber richtige Differen- 


(r + cx)’z 


fialquotient der bekannten Function Da nun 


Diefe beiden Zunctionen, namlich die unbekannte C und die 
befannte —— denſelben Differentialquotienten haben, 
ſo können ſie ſich nur durch eine Conſtante unterſcheiden. 
So lange dieſe Conſtante fehlt, kann für keinen Werth von 
x der Werth der Function re mit dem Werthe 
des Eubifinhaltd zufammentreffen. Umgekehrt aber wirb, 
wenn die Function rex en * durch den Zufaß einer Con⸗ 
ftanten fo verändert worben tft, daß für irgend einen ein- 
zelnen Zahlenwerth des x der Werth dieſer veränderten 
Function mit dem Werthe des Cubikinhalts zufammentrifft, 
alddann die Uebereinftimmung dieſer beiden Werthe noth- 
wendig für alle Verflußpunfte der willkürlich Veränderli⸗ 
chen ftattfinden. Dieſe Vebereinflimmung ift nun bier leicht 
zu bewerkftelligen, da man weiß, daß für den Nullwerth 
des x der Werth des Eubilinhaltes auch gleich Null wer: 
den muß. Ich brauche alfo die Formel —eúi u nut fo 
zu verändern durch einen Zuſatz, daß fie für den Nullwerth 
von x ſelbſt gleich Null wird. Da fie nun für ein annul⸗ 


8 
firtes x übergeht in = ſo. muß Er von ihr abgezogen 


werden, und’ die Formel arten’ — hat die Eigen 


ſchaft, für ein annullirtes x ferbft gleich Null zu werden. 
Es iſt alſo — Er die zuzuſetzende Conftante, und wir er- 


halfen mithin für den Cubikinhalt des abgefürgten Kegel 
die Gleichung 
GC (r+ox)’n rr 
— 3c 3c' 
| 15? 


238 Viertes Gapitel. 
Diefe für den Gubilinhalt des abgekürzten Kegels 


aufgefundene Function ift, wie leicht nadyzuweifen, nur der 
Zorm nad) von der im vorhergehenden Paragraphen auf 
2 2 
geſtellten Function, wo C = r!anx+renxr + — ge: 
funden wurde, verfehieden, indem beide Functionen als 
Seiten einer analytifchen Gleichung dargeftellt werden kön- 
nen. Denn führen wir in dem Ausdrud —— die 
Erhebung zur dritten Potenz aus, ſo erhalten wir 
(r +ex)’n rn‘ drroxn | Irc’r’n Ox’n 


I 








3c 8 30 . 3 3c ° 
3 
Indem wir das conflante Glied Er auf die andere Seite 
der Gleichung feßen, und in den übrigen Gliedern die glei⸗ 
chen Factoren im Zähler und Nenner wegftreihen, haben 
3 3 2 3 

ir —— — Sn = Paxt+reax+ * ‚ und 
mithin in den beiden Seiten dieſer analytifchen Gleichung 
die zwei Zormen, welche ald Ausdrüde für den Eubifin- 
halt des abgelürzten Kegeld gefunden worden find. 


w 





Es mögen hier noch einige allgemeine. Bemerfungen 
über Gonftantenbeftimmung ihre Stelle finden. So lange 
nur vom Zufammenhang urfprünglicher und anderer aus 
denfelben durch Differentiation abgeleiteter Functionen die 

Rede ift, und man alfo 3. B. fagt, die Function (a+bx)* ift 
entftanden durch Differentiation der Function — 
oder eine ſolche Abhängigkeit der Functionen "ausfpricht 
durch eine analytifche Integralgleihung, wie /(a+bx)" dx 

(a+bx)e+! 
— Ma+l) '’ 
ten gar nicht zu fragen, weil man durch eine ſolche Glei⸗ 
hung nur ausfpricht, daB die eine Function in die andere 
übergeht durch eine beftimmte Operation, und die allemal 


braucht man natürlich nad) der Conſtan⸗ 
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richtig ift mit und ohne Conſtante, und bei jeder beliebigen 
Conftanten. Wenn man nichtd deſto weniger auch bei ana- 
Iytifchen Integralgleichungen oft ein allgemeines Zeichen einer 
Sonftanten zuſetzt, fo ift dies, da eine völlig willfürliche 
Größe weder beftimmt werden kann noch beflimmt zu wer 


den braucht, ganz überflüflig, ed müßte denn fein, daB _ 


man durch diefe leere Figur der Conſtanten dem Leſer fort 
während den Sat einfchärfen wollte, daß ein in einer 
Function enthaltened conflantes Glied bei der Differentia- 
tion derfelben wegfält. Genauer betrachtet bat aber das 
Zufeßen einer Conſtanten in diefem Falle eigentlich feinen 
Sinn, weil eine analytifche Integralgleichung wie jede and» 
Intifche Gleihung nur einen Zufammenhang der Operatio: 
nen und feinen Zufammenbang von Größen darftellt, und 
bei einer Kunction, bie nur nach ihrer allgemeinen Natur 
als abftracte Funttion und nicht als Ausdrud des Werthes 
“ einer veränderlichen Größe betrachtet wird, Die Frage nad) 
der Uebereinſtimmung des Werthes der Function mit dem 
Werth einer veränderlichen Größe gar nicht entfliehen kann. 
Ganz anders ift ed, wenn ich durch Integration ein Gefetz 
der Abhängigkeit von Groͤßen beflimmen will. Leite ich 


3. B. aus der Gleichung = = Ir aby— SI = x’, 


fo habe ich keine analytifche Integralgleichung, weil Ich von 
der durch y vorgeftellten Bunction nur weiß, daß ihr Dif 
ferentialquotient gleich 3x? ift, und Diefelbe, wenn fie über: 
haupt etwas bedeutet, nur Ausdrud ded Werthes irgend 
einer von x abhängigen Größe fein kann. Und diefe von 
x abhängige Größe kann fehr wohl von der Art ſein, daß 
fie nur durch Verbindung von x’ mit irgend einer Conſtan⸗ 
ten richtig ausgedrůckt wird. 


Man hat bei der Conſtantenbeſtimmung demnach zu 


unterſcheiden, die durch Integration erhaltene Function oder 


Das Integral, und die abhängig veränderliche Größe, deren 
Werth durch eine Function der willkürlich Veränderlichen 


+ 
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allgemein ausgebrüdt werben fol. Hat man allgemein die 
Differentialgleihung 7 — f(x), und fei f(x) eine gegebene 


Zunckion, fo flelt y eine unbefannte Function von x vor, 
deren Differentialquotient f(x) ift, und welche zugleich ben 
Werth einer von x abhängigen Größe ausdrüdt. Bedeu⸗ 
tet nun F(x) das Integral, welches man aus Ex) durch 
Integration erhalten hat, fo konnen bie beiden Functidnen, 
bie unbekannte y und bie befannte Fix), bie denſelben 
Differentialquotienten f(x) haben, wenn fie füh überhaupt 
unterfcheiben, ſich nur durch eine Conſtante unterfcheiben. 
Man kann alfo fegen y == F(x) +C. Aus der Ratur 
der Functivn F(x) als ſolcher könnte die Conſtante natür- 
lich nicht folgen, wenn man von y fonft gar nichts wüßte. 
Man muß vielmehr irgend einen Werth der abhängig ver- 
änberfihen Größe, ben fie für einen einzelnen beſtimmten 
Bahlenmwerth der willkürlich Weränderlichen annimmt, ſchon 
ſonſtwie wiffen. Subſtituirt man dann in der gegebenen 
Function Fix) flatt x diefen beflimmten Zahlenwerth der 
willkuͤrlich WVeränderlichen, fo braucht man nur zuzufehen, 
ob der fo erhaltene beflimmte Werth des Integrals und 
der bekannte einzelne Werth der abhängig veränderlicden 
Größe übereinftimmen. Sind beide Werthe gleich, fo ift 
feine Conftante zuzufegen. Zeigen fie fi) aber ungleich, fo 
ift es von ſelbſt klar, welche pofitive ober negative Zahl 
zu dem beflimmten Werthe des Imtegrals zugefeht werben 
muß, um dieſe Webereinftimmung bervorzubringen. Dieſe 
zuzuſetzende Zahl iſt dann allgemein die Conſtante. Denn 
wenn die Conftante fo gewählt wird, daß der Werth des 
Integrald und der Werth der. abhängig veränderlichen 
Größe für irgend einen einzelnen Zahlenwerth der willkür⸗ 
lich Veränderlichen zufammenfallen, fo fallen fie dann auch 
nothwendig für ale Verflußpunkte derſelben zufammen, weil 
die Functionen y und F(x) abgefehen von ber Conſtanten 
identifch find, und fie alfo nach Dinzufügung einer Con⸗ 
flanten entweder für alle Verflußpunkte der willkürlich Ver⸗ 


⁊ 
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änderlihen zuſammenfallen müffen, oder für gar feinen zu⸗ 
fammenfallen fünnen, 


Für irgend einen Zahlenwerth der willfürlih Verän⸗ 
derlihen x muß man alfo den Werth der durch y vorge 
ftellten abhängig Weränderlichen wiffen, und wir wollen 

Zahlenwerth der willkürlich Veränderlichen, bei welhem ' 
„ie ftattfindet, allgemein a nennen. Den bekannten Werth, 
den die abhängig veränderlihe Größe y bat bei dem Zah⸗ 
lenwerth a der willkürlich Weränderlichen, wollen wir in 
Ermangelung einer andern Bezeichnung barftellen durch 


T. Der Werth, in. welchen das Integral F(x) über» 
geht, indem man in demfelben a flatt x ſubſtituirt, wirb 
ausgebrüdt durch F(a). Diefe beiden bekannten Werthe 


* und F(a) können, wenn fie nicht ſchon gleich find, durch 
eine dem Werth Fla) zugefehte Conſtante C gleih gemacht 
werden, und die fo beflimmte Conſtante C ift dann allgentein 
die der Function 1 FC) zuzufeßende Gonftante. Man bat 


alfo die Gleichung y — Fa) + C, und folglich y — — Fa)=1t. 
Die etwa zuzufeßende Conftante {ft hiernach nie etwas 
Anderes, ald der Werth, den die abhängig veränderliche 
Größe für einen beflimmten Zahlenwerth a der willfürlich 
Veränderlihen annimmt, weniger dem Werth, den Das 
Integral für denfelben Werth der willkürlich VBeränderli: 
chen amimmt. Man Tann alfo bei jeder Integration die 
dem Integral zuzufegende Conftante auch gleich in beſtimm⸗ 
ter Geftalt einführen; und wenn F(x) das einer Function 
f(x) zugehörige Iutegral bedeutet, oder man die analytifche 
SIntegralgleihung Sf(x)dx = F(x) bat, fo kann man 
aus der Differentialgleihung dy —= f(x)dx bilden 


y=F@ +y— F(a) 
und alddann ift die Gonflante allemal richtig beftimmt. 


Am gewöhnliften kommt ber Fall vor, daß man 
den Werth Tennt, welchen die abhängig veränderliche Größe 
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für den Nullwerth der willkürlich Weränderlichen annimmt, 
oder wo unfer a — o ift, wie died auch in dem Beifpiel 
vom abgefürzten Kegel eintraf, wo man wußte, daß Der 
Eubifinhalt des Kegeld für den Nullwertb von x gleich 
Nul war. In vielen Fällen trifft es fich aber auch, daß 
man für einen andern Zahlenwerth der willfürlich Verän—⸗ 
derlihen den Werth der abhängig veränderlihen Größe 
aus der Natur diefer Größe unmittelbar beftimmen Tann. 

Es möge, um die Regel der Conftantenbefliimmung 
noch in einem Beifpiel zur Anwendung zu bringen, bier 
die Auflöfung einer der Rectification krummer Linien an- 
gehörigen Aufgabe folgen. Es fei die Curve afghi (Fig. 30) 
durch ſenkrechte Parallelcoordinaten nach der Gleichung 


yo 1,r ? gebildet, wobei der Nullpunkt der Abfciffe auf 


den Yunft a fallen muß, und das Abfciffenflüd ab — 1 
gefebt if. Es fol die Länge eines beliebigen Stückes bie- 
fer frummen Linie durch die ihm zugehörige Abſciſſe aus: 
gedrüdt werben. Aus $. 53 wiffen wir, daß der Diffe- 
rentialquotient der Curvenlänge und der Abfciffe gegeben 


ift durch die Function k +@2)]* der Abfeiffe, wobei 


alfo, damit * eine bekannte Function ſei, die Coordina⸗ 


tengleichung ber Curve gegeben fein muß. Da wir bier 
3 —. 


die Gleichung J haben, und alſo 47 = 2x ? 
und (7 en ) = 75% ift, ſo erſcheint die allgemeine Fun⸗ 
ction 1 ar} in unferm Kalle in der Geftalt 


1 
( 4 12 x) 2, Stellen wir nun durch L die unbefannte 


Function der Abſciſſe vor, welche die Qurvenlänge angibt, 
fo haben wir die Differentialgleichung 
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dl 9 N 
2 = tr)’. 
9 — | 
Die Zunction (1 + 3* 2 fallt ihrer Form nach zuſam⸗ 


men mit der $. 72 integrirten Function (a +bx)”, und 
es iſt jener Regel gemäß 


SCH 1 R 2.4)” 


ie 


Das Integral = ( 14 T6 I.x)° gibt, wie leicht zu fehen, 
die Gurvenlänge nicht richtig an, weil es ſich nicht bei 
fortgefegter Verkleinerung der Zahl x der Null nähert, wie 
doch offenbar die Curvenlänge thut. Hier ift nun der Werth 
der abhängig veränderlichen Größe oder der Eurvenlänge ber 
fannt für den Nullwerth von x, und war N er für diefen 


3 
Werth von x ſelbſt = 0. Das ana; Aare )® 


wird für denfelben Werth von x glei = Da nun Die 


Conftante gleich ift dem Werth der abhängig veränderli- 
chen Größe weniger dem Werth ‚des Integrals, beide für 
einen gewiffen Werth der willkürlich Veränderlichen genom- 


men, fo ift fie in diefem Falle = 0 — = Es folgt 


alfo aus der obigen Differentialgleichung 
dL 9 \- 
Frl (BE 2) Le 
32 9 _ı\% 
Im Punkte b 5. B: ift der Zahlenwertb x der Abſciſſe 
— 1, und ed ift alfo die zugehörige Eurvenlänge 


a, IN B_RIS R_,7 
(+ 16) ja va 
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Hat im Punkt e die Abfcifje den Zahlenwerth 32 3, fo iſt 


die zugehörige Curvenlänge 
32 9 1 32 sl 
304 öä— 7 56 


$. 75. 
Beifplele, in wel⸗ Dbgleich es natürlich unmöglich iſt, jeden gegebene 


—S — Differentialquotienten in unveränderter Geſtalt unmittelbar 
irgend einer analytifhen Differentialgleihung anzupaflen, 
am auf dieſe Weife die dem Differentialquotienten als ab- 
geleiteter Yunction zugehörige urfprüngliche Function zu 
finden, fo fann man doc, für jede abhängig veränderlick 
Größe, deren Differentialquotient direct aufgefunden if, 
einen gefegmäßig gebildeten Ausdrud barflellen dadurch, 
dag man den Differentialquotienten in eine Reihe auflöf, 
deren einzelne Glieder man zu integriren im Stande if. 
Eine jede algebraifhe Function Einer Veränderlichen ind 
befondere kann durch eine unendliche Potenzenreihe dieſer 
Veränderlichen bdargeftellt werden, und man erhält alfe 
fhon durch Anwendung der Integrationsregel einer Po: 
tenzfunction auf die einzelnen Glieder der Reihe einen ge: 
fegmäßig verlaufenden Ausdrud für die abhängig verän- 
derfiche Größe, welcher entweder unmittelbar einen Nähe: 
rungswerth diefer Größe gibt, oder in eimen folchen um: 
geformt werden kann. Wir wollen died Verfahren da 
Integration durch Reihen an einigen Beifpielen erläutern, 
und uns der Einfachheit wegen auf foldhe Functionen be 
fhränfen, welche unmittelbar Durch den binomifhen Lehr: 
faß ald Potenzenreihen der Veränderlichen erhalten werben. | 

1) Als erfle Aufgabe diefer Art diene und Das be 
rühmte Problem- von der Quadratur' des Kreiſes. 
Wir denfen und Die Flaͤche des Kreiſes, oder zunächfſt 
blo8 des Quadranten cai (Zig. 35) dadurch erzeugt, daf 
fenfrecht auf dem Radius ca, welcher ald Abfciffe dienen 
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fol, die veränderliche Ordinate der Kreislinie fortrüdt. 

Der Anfangspunft der Abfeiffe falle in den Punkt c. Hat 

der Radius des Kreifeß den Zahlenwerthb r, und das bee 

fiebige Abfeiffenftüd cd den Zahlenwerth x, fo iſt die zu- 

gehörige Ordinate bd bekanntlich Durch ("x oder 
1 


(r? — x’)? auszudrüden. Rad) $. 49 fallt aber der Werth 
ber Ordinate mit dem Werth des Differentialquotienten 
der Fläche und der Abfeiffe zufammen, und wir haben 
alfe, wenn wir den veränderlichen Werth des Flachenſtücks 
durch F vorflellen, die Differentialgleihung 


— (ee — 22)? - 
Run gibt * keine Function, durch deren Differentia⸗ 
1 


tion die Function (r? — x”)? erhalten würde; es bleibt 
uns daher, um den Zlächeninhalt eines Stüdes des Kreis⸗ 
quabranten zu finden, nichts übrig, als diefe Function in 
eine Reihe von Potenzen der Zahl x zu venvandein. Rün 
ift nach dem binomifchen Lehrſatz 

1 





1 1 _ 13 
(rf—x’) Tor .X ar Tgge x 


Are ro gap rt Tagen tn 
Folglich " 


dr ‚ 1... 13 , 
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p ı x 1 x 13 x 

— x — 5 Jar Teen 


Für den Nullwerth von x geht das gefundene Inte⸗ 
gral in Null über. Und da die durch Fortbewegung der 
Ordinate beſchriebene Flaͤche für den Nullwerth von x oder 
im Punkte c ebenfalls gleich Null iſt, fo iſt keine Con⸗ 
ſtante zuzuſetzen. Will man die Fläche des ganzen Qua⸗ 
dranten cai finden, fo braucht man nur x — r zu ſetzen, 
und erhält 
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? 1 e — — wırY- 
Fer ggg ger aa — 
| 1 1 13 1.3.5 
—= r 1l— — — — — oo — 
F — r (1 2.3 - 2.4.5 2.4.6.7 2.4.6.8.9 u ) 


und damit einen nad) feinem unendlichen Verlauf vorge 


fhriebenen gefeßmäßigen Ausdruck, welcher durch Das Zu: 
fammenzählen einer gehörigen Anzahl feiner Glieder den 
Flächeninhalt des SKrelöquadranten mit jedem beliebigen 
Grad annähernder Genauigkeit darftellt. 

2) Es fol die Länge eines Kreisbogen® durch eine 
gerade Linie, von welcher fie abhängt, ausgebrüdt, ober 
der Kreisbogen rectificirtt werden. Wenn wir den. Kreis 
durch fenkrechte Parallelcoordinaten erzeugt dächten, fe 
würde ber Differentialquotient der Kreidlinie und der Ab: 
feifje ebenfo wie in dem Beifpiel von der Nectificafion einer 
frummen 2inie, welches in dem vorhergehenden Paragra: 
phen gegeben ift, nach der Regel des $. 53 aufzuflellen 
fein. Wir wollen aber, um zugleich eine directe Auffin⸗ 


dung des Differentialquofienten damit zu verbinden, die 


Kreislinie nicht in ihrer Abhängigkeit von ber Ubfeiffe, fon- 
bern von einer andern geraden Linie betrachten. Ziehen 
wir an den Punkt b (Fig. 31) eine Tangente, fo wirt, 
wenn wir diefe Tangente veränderlich fegen, und von ihrem 
jedesmaligen Endpunft eine Linie nah dem Mittelpunft 
bed Kreiſes gezogen annehmen, einer jeden Größe be da 
Tangente ein beftimmter Kreisbogen hd zugehören. Die 
Tangente fol ald die willfürlich‘ Veränderliche betrachtet 
werden. Der Radius des Kreifes fol den Zahlenwerth 1 
haben, und der veränderliche Zahlenwerth der Zangente 
möge x heißen. Der der Tangente = x zugehörige Bogen 
wird bezeichnet durch Arc (tang = x). Lift man dic 
Tangente vom Yunkt c aus wachen um dad Stück cg, fo 
wächft der Bogen um das Stüd de. Es iſt alfo der 
Grenzwerth zu beftimmen, welchem ſich der Quotient der 
Zunahmen de und cg bei fortgefeßter Verkleinerung ohne 
Ende nähert. Da die Zunahmen de und cg nidht leicht 


- 


— — — — 


N 
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direet auf einander bezogen werden Fönnen, fo ziehe man 
mit dem Radius ac den Bogen cf ald Huülfslinie. Die 
Bogen de und ef werden bei jeder beliebigen Größe von 
cg ein unveränderliched Verhaͤltniß haben, und fich immer 


verhalten wie ad zu ac, oder wie 1 zu YI+x?. Bolglich 


"wird auch immer der Differenzquotient = um fo vielmal 


feiner fein ald der Quotient Fr ‚ wie 1 Meiner ift als 


vi-+x? und daffelbe wird natürlich auch von den Grenz. 
wertben diefer Quotienten gelten. Hat man’ alfo ben 


Grenzwerth des Quotienten r gefunden, fo braucht man 


denfelben nur durch YI+x? zu dividiren, um den Grenz- 
werth des Quotienten ae oder den Differentialquotienten 
Des Kreisbogend und feine Tangente zu erhalten. Um den 
Grenzwerth des Dusotienten m zu befommen, Tann man 


nach $. 54 entweder die gleichmäßig Wachfenden aufſuchen, 
Deren conflante Stärke des Wachſens mit der im Punfte c 
vorhandenen momentanen Stärte des Wachſens der ungleich: 
mäßig Machfenden identifch ift, oder man kann ohne Ber 


tered zuſehen, welchem Werth fih der Duotient — — , hi 


fortgefeßter Verkleinerung der Zunahmen ohne Ende nähert 
Wir wollen bier das letztere Verfahren anwenden. Bei 
fortgefegter Verkleinerung der Zunahmen cg und cf nähert 
fi) die Größe des Winkeld agb der Gleichheit mit dem 
Winkel ach, und der Bogen cf zugleich einer geraden Linie, 
welche auf der nach der Lage von ac zurüdgedrehten Linie 
ag ſenkrecht fleht, oder das gemifchtlinigte Dreied cfg 
nähert fi) ohne Ende einem rechtwinkligen Dreieck, weldyes 
mit dem Dreied ach gleichwinklig und ihm folglich ähnlich 
if. Beachtet man die ähnlichliegenden Seiten beider Drei: 
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ecke, ſo ſieht man, daß der Quotient r fh ohne Ent: 
vl+x' 
Bird biefelbe al8 der Grenzwerth des Duotienten rn ned, 





dem Duotienten a oder der Function nabet 


wie vorher gefordert, durch YyI + x? dividirt, fo erhalte 
wir in dem Ausdrud 1 * den Differentialquotienten 
des Bogens und ſeiner Tangente. Alſo iſt 
d Arc (tang = x) _ 1 
dx 1+x° | 

Da es Feine Function gibt, aus welcher der Differential: 

1 
1+x’ 
fann, fo wird derfelbe, in_der Form (1 + x°’)-!, nach dm 
binomifchen LZehrfa in eine Potenzenreihe von x vermwan: 
belt, und die Glieder der Reihe werden einzeln integritt. 
Nun ift | 
iI+N)"T=1—- X!+xX + — X" +... 
Alſo ift 


dArc (tang ——= x) f 4 ß 8 10 
— — * 1-2x 4x— x +x x’ +... 





quotient 





durh Differentiation erhalten werden 


3 8 7. 9 11 
Arc (mg=x)=x— 7 + nr — T + 5 — 4 4 
Da für den Nullwerth von x der Bogen gleich Null wird, 
und das gefundene Integral desgleichen, To iſt keine Cor 
flante zuzufegen. Gibt man der Tangente x einen ſolchen 
Zahlenwerth, Daß der zugehörige Bogen ein bekannter alı- | 
quoter Theil der ganzen Kreislinie ift, fo fann aus dem | 
nah diefer Gleichung berechneten aliquoten Theil die Länge 
der ganzen Kreislinie beſtimmt werden, Wäre z. B. die | 
Zangente bg gleich dem Radius oder — 1, fo wäre ber 
Binfel gab — 45°, und der der Tangente = 1 zugeh— 
tige Bogen he ber vierte Theil des Halbkreiſes oder gleich 











2 
[} 
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den -vierten Theil‘ der Zahl m. Alſo ift, wenn wir in 
obige Gleichung ftatt x den Zahlenwerth 1 fegen, 


n 1 1 | 1 1 


. eine Reihe, welche Leibnitz als eine der erften Früchte ſei⸗ 
: ned neuen Caltüls erhielt, und die er im Jahre 1687 mit 


den Worten Virgild: Numero Deus impari gaudet befannt 
machte. Sie heißt noch, gegenwärtig Furzweg Die Leib- 
nigifche Neihe, und ift zwar in diefer Geftalt wegen ihrer 
ſchwachen Convergenz zur Berechnung der Zahl z= „wenig 
tauglich, Tann aber Durch einfache in allen Lehrbüchern der 
Analyfis zu findende Verfahrungsweifen in eine ſtark con« 
vergirende umgeformt werden, aus welcher ein fehr genauer 
Käherungswerth ber Zahl m ohne Brühe erhalten wirb. 
In fo fern die Zahl 7 ald befannt angenommen wird, 
ift dur Die obige für Arc (tang == x) gefundene Reihe 
Die Aufgabe, aus dem Werhältniß der beiden Katbeten ei⸗ 
nes rechtwinkligen Dreiecks einen Winkel zu bereihnen, all 
gemein gelöfl. Denn die Zahl x, welche den Werth einer 
Zangente bo angibt für den Radius 1, fällt zufammen 
mit dem Bruch, den. man erhält, wenn man den Werth 
der Kathete be durch den Werth der andern Kathete ah 
dividirt. Setze ich alfo diefen Bruch flatt x in die obige 
Reihe, fo finde ich die Lange des Bogens bd für den Ra; 
dius 1. Diefer Zahlenwertb des Bogens heiße Be Da 
nun die Zahl x die Länge des Halbkreiſes ausdrüdt für 


den Radius 1, fo gibt der Bruch - an, der wievielte 


Theil des Halbkreifed der Bogen bd ifl. Der Winfel cab 
ift dann der ebenfo vielte Theil von 180 Graben, oder der 
Binfel cab iſt — >. 180%. Dividirt man, wenn die bei- 
den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben find, 
die Eleinere durch die größere, fo ift der flatt x in der 
obigen Reihe zu fubflituirende Bruch immer ein ächter, und 
Die Reihe liefert allemal einen richtigen Näherungdwertb, 


240 . Vierte Capitel. 


und es kann alfo vermittelft derfelben allgemein aus Dem 
Verhaͤltniß ber beiden Katheten der ber Peineren Kathete 
gegenüberliegende Winkel gefunden warden Wäre 3. D. 
die eine Kathete = 2 und die andere — 5, und fuhrt 
man den unter diefer Annahme für den Bogen B geltenden 
Werth ein, fo ift die Gradanzahl bed der Kathete 2 gegen: 
überliegenden Winkels 


IT 


3, 141592. 
Eine folche Aufgabe wird freifich in der Anwendung nicht 
durch diefe Reihe gelöft, weil fie da überhaupt nicht gelöft 
wird, fondern das Nefultat nur aus den für diefen Zweck 
berechneten Zabellen, den trigonomefrifchen Zafeln, abgele⸗ 
ſen wird. 

3) Es ſoll die Länge eines Kreisbogens noch durch 
eine andere mit ihm gefegmäßig zuſammenhängende Grade, 
nämlich durch den Sinus ded Bogens beflimmt werden. 
Der Zahlenwertb, welcher die Lange der Senkrechten de 
(Fig. 32) angibt für den Radius — 1, heißt befanntlich 
der Sinus des Bogens bd. Wir wollen den Sinus als 
die willfürlich Veränderliche annehmen und durch x bezeidh- 
nen, und den zugehörigen Bogen durch Arc (sin = x). 
Laſſen wir den Bogen bad wachen um das Stud dg, fo 


ift die zugehörige Zunahme des Sinus durch das Stüd fe | 


gegeben. Der Differentialquotient der beiden WVeränberli- 
chen wird angegeben durch den Duotienten der Zunahmen, 
welche die Veränderlichen angenommen haben würden, wenn 
fie mit der im Punkt d vorhandenen Stärke des Mach: 
ſens gleichmäßig wachſend fortgegangen wären, d. h. wenn 
die frumme Linie ald gerade fortgegangen wäre, und zwar 
‚ in der beftimmten Richtung, welche fie gerade im Punkt 

d hatte, alfo in der Richtung der Tangente dh. Alfo ge 
ben die Linien dh und fh an, wie die Zunahmen des Bo: 
gend und feines Sinus ſich verhalten Haben würden, wenn 
die im Punkt d vorhandene momentane Stärke des Wach 
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fens zur Ausführung gefommen wäre. Man konnte auch 
fo fließen: -Die Linien, die auf ab ſenkrecht flehen und 
bis zur Zangente dh verlängert werden, können betrachtet. 
werden al& die Parallefordinaten der Tangente, und find 
mit berfelben gleichmäßig wachſend. Die conftante verbält- 
nißmäßige Stärfe des Wachſens der wangente und ihrer 


Drdinaten wird Durch den Differenzquotienten 4 = gegeben. 


Daß nun die im Punkt d vorhandene momentane Stärfe 
des Wachſens des Bogens und feines Sinus mit der con- 
ſtanten der Zangente und ihrer Ordinaten zufammenfällt, 
folgt daraus, daß bei fortgefegter Verkleinerung. der Zu: 
nabmen dg und fg die Linte dg immer mehr mit der Tan- 
gente dh zufammenfällt, und daß folglich das gemiſchtli⸗ 
nigte Dreied fdg fich ohne Ende einem geradlinigten nü» 
bert, welches dem Dreied fdh ähnlich if. Mithin bildet 
das Verhältmiß der Seiten dh und fh den Grenzwerth, 
welchem ſich das Verhältniß der Zunahmen des Bogens 
und feines Sinus ohne Ende nähert, ober der Quotient 


— nit gleich dem Differentialquotienten des Bogens und fei- 


ne6 Sinus. „De das Dreieck fäh dem Dreied ade ähnlich 
ift, fo iſt AR n — a Nun ift nad) Annahme die einie 
ad — 1 und de — x, folglid ae — yı-x. Alfo 
iſt — = Toy und dieſe Function von x ift der 
j Differentiolquotient des Bogend und feined Sinus. Wir 
haben alfo die Differentialgleihung 
dArc(ein—=x) _ 
dx y- x 


gebört ebenfalls zu denjenigen, 





Die Function TER 3 


weiche nicht anders integrirt werben können, ald nach ihrer 
| | 
Verwandlung in eine Potenzenreihe von x. Wird yi- x 
&nelll. 16 


Beiſpiel der In⸗ 


Differentialquo⸗ 
tienten. 
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24 
in der Form (l — x?) 2 geſchrieben, und nach dem bi- 
nomiſchen Lehrſatz re fo erhalten wir 
PR 21 1.3.5 135.7 
—x' — x® ve 
A rg rg BErTanErTr u 


Alſo ift 
dArcisin=x) 1.3 1.3.5 vi 135.7 ,„ 
rt tages Tr 
| = 13 x 13.5 x’  135.7x° 
Arofelnon +5 AS t3a6 7 Taassy*” 





In fo fern man, wie wir bier zunächft thun, den Sinus 
nur in Dem erflen Quadranten befrachfet, wird für den 
Nullwerth von x ſowohl der Bogen, welcher dem sin==0 
zugehörig iſt, als das Integral gleich Null, und es iſt 
keine Conſtante zuzufegen. Diefe Reihe, in weicher wieder 
ein Kreisbogen ausgedrückt erſcheint durch eine mit ihm 
gefegmäßig zuſammenhaͤngende Gerade, kann natürlich auf 
dieſelbe zwiefache Weiſe wie die vorhergehende Reihe be⸗ 
nutzt werben, erſtens um die Ränge eines beſtimmten ali⸗ 
quoten Theiles der Kreislinie und folglich der ganzen 
Kreislinie zu berechnen, und zweitens um durch ein Gei« 
tenverbältniß eines rechtwinfligen Dreiecks einen Winkel 
deſſelben auszudrücken, ı was wir bier nicht weiter ausfüb: 
ren wollen. 


$. 76. 


Die bisherigen Beifpiele‘ der Auffindung einer Yun- 
ction durch Integration waren alle von der Urt, daß ber 
auf directem Wege erhaltene Differentialquetient unmittel 
bar als eine entwidelte Function der willkuͤrlich Veränder 
lichen fih darſtellte. Man könnte leicht denfen, daß ſich 
Died immer fo verhalten müßte, Es verdient aber auch au 
Diefer Stelle fhon im Allgemeinen wenigftens bemerft au 
werden, daß dies keineswegs der Fall if. Denn fehr bau: 
fig fritt der Kal ein, daß der direct zu beflimmende Dif: 
ferentialguotient zweier Veranderlichen die unbefannte Zur: 
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ction, welche den Werth der abhängig Weränberlichen dar: 
ftellen fol, ſelbſt in fich ſchließt. Diefer Fall begründet 
ein eigenthümliches und wichtiges Gebiet der Integralrech⸗ 
nund. Es ift nun zwar nicht unfere Abſicht, dies Gebiet 
zu betreten; aber wir wollen doch nicht unterlaffen, durch 
ein Beifpiel wenigftens ed anfchaufich zu machen, wie man 
auf diefe unentwidelten Differentialquotienten geführt wer⸗ 
ben kann. Und wenn wir den fo erhaltenen Differential« 
quöfienten auch der Integration unterwerfen, fo fol damit 
nur nachgewiefen werden, daß auch von der Integration 
folder Bormen die Rede fein Tann, und daß died eigens 
thümliche Gebiet der Integralrehnung, in welchem man 
übrigens bis jegt nicht weit vorgebrungen iſt, überhaupt 
vorhanden ift. 

Wir wählen ald folches Beifpiel den Beweis eines 
allbekannten Satzes, des Pythagoriſchen Lehrſatzes, welcher 
wie alle Säge der Elementargeometrie, die nicht los die 
Ausdehnung, fondern auch die-Art des Zufammenhanges 
der Größen beflimmen, durch die Differential» und Inte⸗ 
gralrechnung bewiefen werden fann. Wenn wir in einem _ 
rechtwinkligen Dreied bed (Fig. 33) die eine Kathete be 
unveränderlich denken, und ihren Zahlenwerth durch a vor« 
ftellen, die beiden andern Seiten bed Dreiecks aber ver- 
änderlich annehmen, fo find diefelben ungleichmäßig wadh- 
fende Größen. Die veränderliche Kathete fei Die willkür⸗ 
lich Veränderliche, und habe den Zahlenwerth x. Die un- 
befannte Function von x, welche den Werth der Hppote: 
nufe angibt, heiße y. Laſſen wir bie Kathete cd wachen 
um dad Stüd de, fo ift, wenn wir mis dem Radius bd- 
den Bogen df befchreiben, die Zunahme von y durch das 
Stück fe gegeben. Der Grenzwerth, welchem ſich ber 
Differenzquofient = ze bei fortgeſetzter Verkleinerung der Zu⸗ 
nahmen ohne Ende nähert, iſt leicht zu finden. Denn bei 
dieſer Verkleinerung nähert ſich die Größe des Winkels 


ked ohne Ende der Größe des Winkels bac, und der 
16 * 
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Bogen df einer geraden Linie, welche auf der in die Lage 
von bd zurüdgedrcehten Linie be fenkrecht ſteht. Alſo 
näbert fi) das gemifchtlinigte Dreied def ohne Ende 
einem rechtwinkligen Dreied, welches mit.dem Dreied bed 
gleiche Winkel bat, und ihm ähnlich if. ‚Denkt man fi 
das im Verfehwinden des gemifchtlinigten Dreieds fde 
angeftrebte rechtwinklige Dreied zur Ausführung gekommen, 
fo wird es feiner Geſtalt und Rage nach zufammenfallen 
mit dem Dreied dgh, in welchem die Linie gh mit der 
Zinie bd. parallel, und alfo der Winkel ghd dem Winkel 
bdc glei if. Das Verbältniß, welches die Zunahmen 
fe und de der Hppotenufe und der Kathete annehmen 
im Verſchwinden, oder mit welchem fie verfchwinden, ift 
alfo das Verhamiß der Linien ch und dh. Mithin iſt 


der Quotient J oder was daſſelbe iſt, der Quotient 
cd | 


hd d. h. * der Grenzwerth des Differenzquotienten 


=, oder der Quotient y ift der Differentialquotient Der 


Hppotenufe y und der Katbete x. Wir haben alfo Die 
Differentialgleichung = — y Hier ift nun der Diffe: 


renfialquotient der durch y vorgefteliten Function nicht 
blos ald Yunction von x gegeben, fondern er fließt Die 
unbefannte Function y felbft in ſich. 

In der vorliegenden Geftalt der Gleichung kann keine 
unſerer Integrationsregeln unmittelbar darauf angewandt 


— 


werden. Formen wir aber die Gleichung = — * um 
iny 2 =x, fo iſt zwar auch jegt durch die auf ber 


rechten Seite der Gleichung enthaltene Function nicht Der 
Differentialquotient der Zunction y gegeben, aber doch, 
wie leicht zu fehen, der Differentialquotient einer Function 
der Durch y vorgeftelten Function. Beachtet nıan nam: 
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lich die Regel, gemäß welcher nach $. 68 der Differential: 
quotient einer Function einer Function von x gebildet wird, 


| fo fieht man, daß 3 = der Differentialquotient der Fun⸗ 
d 
ction I if, oder daß u ift, in fo fen y 


ſelbſt eine Function von x angeſehen wird. Wir kön⸗ 
nen alfo feßen 








Daß bier die unbekannte Function von x, deren Differen- 
tialquotient gegeben und — x ift, nit in Form eines 
einfachen Zeichens ausgedrückt ift, thut natürlich nichts zur 
2 B 
Sache, und es folgt, indem * als die abhängig Veran⸗ 
derliche betrachtet wird, die Gleichung 
— 
277*060. 
Bei Beſtimmung der Conſtanten C bedenke man, daß 
2 2 
> das erhaltene Integral, und * bie abhängig veraͤnder⸗ 


liche Größe if. Da für den Nullwerth der veränderlichen 
Kathete oder des x die Hypotenuſe y gleich der unverän: 
derlichen Kathete oder gleich a wird, fo wird bie abhangis 


veränberliche Größe © L für diefen Werth von x gleich — 
und das Integral = * gleich Null. Folglich iſt nach der 
allgemeinen Regel des $. 74 die Conſtante C = 5 - 0. 
Wir haben alſo 

x’ a’ 2 2 
87— rmrt 


2 


y — 
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und damit die gefuchte Zunction der veränderlihen Ka⸗ 
thete, welche den Werth der Hppotenufe angibt. 


Man konnte ba ber Umformung der wrfprümglich ge- 
gebenen Differentialgleihung * = T vielleicht einfacher 


noch fo verfahren. In fo fern wir nämlich unter dy und 
dx Zahlenwerthe vorftelen, und zwar dann wie befannt 
die Zahlenwerthe der bupothetifchen Zunahmen, welche die 
ungleihmäßig Wachfenden y und x unter der Voraus⸗ 
feßung eines von dem Zahlenwerth x an eintretenden gleich» 
- mäßigen Wachfens angenommen haben würden, fünnen 
wir die Nenner auf beiden Seiten der Gleichung wegfchaf: 
fen, und aus * zz T bilden ydy = xdx. Um zu 
wien, welcher Groͤße wir das Integral von xdx, oder 


3, gleich zu feßen haben, müffen wir erſt beſtimmen, von 


weicher Größe der Ausdrud ydy das Differential iſt. Nun 
ift aber (nach $. 68 oder auch $. 71, 3) ydy das Differen- 
ttal von 5. Mithin Tann man die Gleichung ydy — xdx 
auch fchreiben 


Y 
(5) se dx 
2 
ſolglich = fxdx+C 
’_x 
5 9, +6 
wobei die Sonftante wie vorber zu beftimmen if. 

Sudlich Fonnte man auch die Gleichung ydy =. xdx 
in der Form ydy — xdx = 0, oder in der Form 
ydy — xdx —.dC fohreiben, indem man last Null Das 
. Differential einer Conſtanten C fett, und auf diefe Gleichung 


. unmittelbar die 8.71, A gegebene Integrationsregel anwen⸗ 
den, und hätte erhalten 
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Sydy-—--Sxdx = C 
_X_ 
gm | 

Es mag vorläufig hinreichen, bie Möglichkeit der Enkſte⸗ 
bung unentwidelter Differentialquotienten an einem Bei⸗ 
fpiel nachgewiefen zu haben. | 


— ⸗ on. -_—u — — —— 


Fuͤnftes Capitel. 
Von den Functionen mit veränderlichen Exponenten 
und der Differentiation derſelben. 


$. 77. 

Alle Functionen, welche bisher der Differentiation un⸗ Betengfunctionen 
terworfen worden find, waren entweder Potenzen einer fanchlonn IE {m 
Veränberlichen mit conflanten Exponenten, oder durch die 
-Dperationen der Addition, Subtraction, Multiplication 
und Divifion gebildete Zuſammenſttzungen ſolcher Poten⸗ 
zen, oder Potenzen ſolcher Zuſammenſetzungen mit ebenfalls 
conftanten Exponenten, und weitere ähnliche Zuſammen⸗ 
ſetzungen dieſer Formen. Dad weſentlichſte Kennzeichen 
derſelben bildete die Unveränderlichkeit der Erponenten. 
Auf ein ganz neues noch unbetretenes Gebiet von Functio⸗ 
nen kommen wir aber, ſobald wir die Exponenten ſelbſt 
als Werändeslie annehmen. Hierbei erhalten wir eine 
neue Fundamentalfunction, welche dann ebenfo wie Pie 
Potenzfunction Grundlage unüberfehliher Zufammenfegun: 
gen wird. Diefe neue Yundamentalfunction tritt ale eine 
weienttiche und fich von ſelbſt darbietende hervor, wenn 
wir auf die einfachfle elementare Bildungsweiſe der Fun⸗ 
cHionen einer Veranderlichen achten. Die einfachften Arten 
von Functionen bilden ſich offenbar, indem eine Weränder: 
liche mis einer Gonftanten verknüpft wird durch irgend eine 


248 Fünftes Capitel. 


Urt der arithmetiſchen Operationen. Nun köonnen zwei 
Größen arithmetifch nur verknüpft fein entweder ald Theile, 
"welche Verbindungsweife Addition und Subtraction zugleich 
umfaßt, oder ald Factoren, unter welche Verbindungsweife 
Multiplication und Divifion fubfumirt werden fönnen, oder 
endlich ald Grundzahl und Erponent. In fo fern eine 
Veränderliche x in der Form x! und eine Eonflante a in 
der Form ax" felbft ats Potenzen der Veränderlichen mit 
conftantem Erponenten betrachtet werden können, und ins⸗ 
befondere beim Differentüiren durchaus als folche genommen 
werden, fo erfcheinen die durch die erfien nier Operationen 
hervorgebrachten Verbindungen einer Weränderlichen und 
einer Conftanten ſchon ald Zufammenfegungen von Poten⸗ 
zen einer DVeränderlichen, und als die einzige ihnen zu 
Grunde liegende Clementarfunction tritt die Potenz mit 
conftantem Erponenten, oder die Function x* hervor. 
Welche von den Beiden durch Addition, Subtraction, Mul⸗ 
tipfication und Divifton verbundenen Größen ald Verän⸗ 
derliche und welche ald Conſtante genommen wird, ift, in 
fo fern fie ſaͤmmtlich nur als Potenzfuncttenen angefeben 
werden, für Die Differentiation gleichgültig, und ed find 


. x ® . 
die Formen x— a und a— x oder 7 und * gleicher⸗ 


weiſe in den Regeln für Zuſammenſetzungen von Potenzfun⸗ 
ctionen enthalten. Werden aber die Weränderliche und die 
Conftante ald Erponent und Grundzahl verbunden, fo ift 
dies nicht gleichgültig, und es unterfcheiden ſich dann, je 
nachdem die Grundzahl oder der. Erponent als veränder- 
lich angenommen wird, die beiden baburch berdorgehenden 
Sunctionen x: und a* wefentlich von einander. Da nun 
überhaupt zwei Größen nicht anders arithmietifch verfnüpft 
fein können, denn ald Zheile oder ald Factoren oder ale 
Grundzabl und Erponent, fo laufen, wenn man bie beiden 
erften Urten arithmetifcher Verknüpfung einer Veränderlichen 
und Gonftanten wie vorher bemerkt ald Zufammenfegungen 
von Potenzen mit conflantem Erponent betrachtet, alle Zu⸗ 
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fammenfegungen einer Veränderliden und einer Gonftanten 
auf die beiden Elementarfunctionen x* und a* zurüd. In 
ad baben wir alfo die bisher noch nicht betrachtete neue 
Glementarfunction einer Veränderlichen, welche ebenfo Die 
Grundlage für dad num Folgende bildet, wie es die Fun⸗ 
cttion x* für dad Vorhergehende war. Eine Potenz mit 
veränderlihem Erponenten nennt man aud eine Erponen- 
tialfunction, während die Potenz mit conflantem Exponen⸗ 


ten Potenzfunction fchlechthin heißt. - 


Die beiden Functionen x® und a* haben dag Gemein- 
fhaftliche, daß Grundzahl und Erponent von einander un- 
abhängig find, oder daß eine Veränderung der Einen dieſer 
Größen Feine Veränderung der Anderen nach ſich zieht. 
Ein wefentlih neuer Fortſchritt über dieſe Functionen hin- 
aus wird dadurch bezeichnet, daß Grundzahl und Expo— 
nent felbft in Abhängigkeit gefegt erfcheinen, „wie z. B. in 
den Functionen x* oder (x°)”* oder (a‘)“ und dergleichen 
mehr, welche faämmtlih unter der. allgemeinen Form 


165) kan begriffen werben können. Da für Functionen, 
in welchen zwei beliebige Zunctionen f(x) und (x) durch 
Addition, Subtractien, Multiplication unb Diviflon ver 
bunden find, die Regeln des Differentiirend in dem Vor: 
bergehenden ſchon enthalten find, fo ift nur die Verbindung 
der Sunctionen f(x) und Y(x) al Erponent und Grund: 
"zahl befonderd zu behandeln, fo wie denn überhaupt diefe 
legtere Verbindungsweiſe einer Weränderlichen mit einer 
Conftanten, oder einer Veränderlichen mit einer Weränder- 
lichen, oder einer Function einer Veränderlichen mit einer 

ſolchen Function im Weſentlichen Alles in fich fehfießt, was . 
außer den im Vorhergehenden aufgeftellten allgemeinen 
Lehrſätzen von der Differentiation gegebener Functionen 
gefagt werden Tann. Denn jede weitere Steigerung, bei 
welcher eine der als Exponent und Grundzahl verbundenen 
Functionen f(x) und „(x) felbft wieder folche als Erponent 
und Grundzahl verbundene Yunctionen in fich enthielte, 
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kann dann bei der großen Gefchmeibigkeit des Begriffes 
der Function auf eine wiederholte Auwendung der für bie’ 
- Function ep” geltenden Differentiationsregel zurück⸗ 
gebracht werden. Die Differenfiation der Functionen mit 
veränderlichen Erponenten wird aud auf die der Function 


lt(x)JꝰO führen, und alfo das ganze Gebiet der Differen- 
fiationdregeln gegebener Functionen umfaflen. 
Kehren wir jedoch zunäh zu unſern Functionen x° 
"und a‘ zurüd. Wir baben in jeder derfelben drei Größen 
zu unterfcheiden, nämlich die Grundzahl, den Erponenten 
und den Werth dieſer Verbindimg von Exponent und 
Grundzahl, oder die Potenz. In diefen Functionen ift nun 
immer nur eine Größe, entweder der Erponent oder "die 
Grundzahl conflant, und die beiden andern find veränder- 
ih. Da nun jede der beiden Veränderlichen als bie will: 
fürlich oder als die abhängig Veraͤnderliche befrachtet wer: 
den Tann, fo find in jeder diefer Functionen zwei Fälle zu 
. unterfcheiden. In der Function x*, in welcher die Grund» 
zahl und die Potenz die von iinanber abhängigen Veran- 
berfichen find, kann entweder die Grundzahl ald die will 
kürlich Weränberliche und bie Potenz als bie abhängig Ver⸗ 
aͤnderliche genommen werben, welches man, in fo fen y 
bie abhängig Weränderliche vorfbellt, durch bie Gleichung 
x®zuy bezeichnen würde, oder es Tann umgelehrt die Pos 
tn; als bie willkürlich Werändesliche und die Grundzahl 
als die abhangig Weränberliche genommen werden, welches 
man durch Die Gleichung y* == x Darftellen würde. Für 
beide Falle mußte die momentane verhältnißmäßige Stärke 
des Wachſens ber Beränderlidden x und y, oder der Werth 


des Differentialquotienten = durch eine Function von x 
ausgebrüdt werben. In dem einen Falle wollte man. wiſ⸗ 
fen, wie die Potenz wächſt, ober vielmehr momentan be 


ſtrebt iſt zu wachen, bei nem gewiſſen Wachen eines 
Beſtandtheils derſelben, naͤmlich der Grundzahl, und in 
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dem zweiten Kalle wollte man wiflen, wie der Beſtandtheil 
der Potenz beftrebt iſt zu wachlen bei einem gewiſſen Wach⸗ 
fen des Werthes der Potenz ſelbſt. Die Unterfcheidung 
diefer beiden Kalle war aber bei der Function x’ dadurch 
überflüffig gemacht worden, Daß die Regel der Differen- 
tiation einer Potenzfunction gleich) allgemein für alle Arten 
von Erponenten gegeben worden war, wodurch der zweite 
Hal ohne Weiteres auf den erften zurüdgeführt werden 
fonute. Denn man brauchte nur, um aus der Öleichung 
yı—x den Differentialquotienten “7 ald Function von x 
darzuftellen, Die Gleichuug y* — x in die Gleichung 
1 _ 


y=x* umzuformen, und bette dann wieder die will 
fürlih DVeränderliche als Grundzahl, nur mit gebrochenem 
Erponenten. 

Es konnte auch, da bier die beiden Veränderlichen, die 
Potenz und die Grundzabl, nur ihre Rollen taufchen ale 
willkürlich Weränderliche und als abhängig Veränderliche, 
ohne von der Differentiationsregel für gebrochene Exponen⸗ 
ten Gebrauch zu machen, aus der für die Gleichung x — y 
geltenden Differentiationsregel die andere für bie Gleichung 
y® — x geltende hergeleitet werden durch bloße Umkeh⸗ 
rung ded Bruches =, indem man feinen Zähler zum Nen⸗ 
ner und den Nenner zum Zähler macht, und bemgemäß 
auch den Werth des Differentialquotienten * verändert, 
und ibn als Function der nun angenommenen willfürlich 
Veranderlichen ausdrückt. Da dies zur Auffindung eines 
Differentialquotienten dienende Verfahren der Umkehrung 
in den Fällen, in welchen bie willkürlich und «abhängig 
Veränderliche ihre Rollen taufchen,. ein gleich in Ddiefem 
Capitel und in dem Kolgenden öfter zur Anwendung kom⸗ 
mended, und zugleich ein fehr einfaches und fruchtbares iſt, 
fo wird es wützlich und lehrreich fein, daſſelbe an unſerm 
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vorliegenden Beifpiel nachzumeifen. Wir wollen von den 
drei Größen, die Bier zur Sprache fommen, die Potenz 
durch P, die Grundzahl durch G und den Erponent durch 
E bezeichnen. Ift, wie in der Gleihung x = y, Die 
Srundzahl die willfürlich Weränberliche, und die Potenz 
die abhängig Weränderliche, fo Tut man bei der Differen- 
tiation den Differentialquotienten IL I6 Re. Function der will- 


kürlich Veränderliden G. - Da flatt P gefegt werden kann 
GE, und bei veränderfihem G vr , Differentialquotient 


dGE — E11: E—-ı 
> E.6T-1.ift, fo hat man = .G Kehrt 
1 


ap . dG 
man nun den Bruch 76 um, fo erhält man ; *»FIERA. 


Da jegt die Potenz P die willkürlich Weränderliche ift, fo 

muß der Differentialquotient der Weränderlichen € und P 

ald Function von P dargeftellt werden, welches, weil P=GE 
ı 


und PE — 6 ift, dadurch bewerfftelligt wird, daß man 
4 

PE ftatt G in den Werth des Differentialquotienten * 

ſetzt. Wir erhalten alſo 





de = 1 _1 1 _1 .-(C-%) 
Po apa) Enz 

— 1 pe! 

= 


Menden wir die Gleichung 5 — 4.pET!, in wel- 
cher allgemein für eine willfürfich veränderliche Potenz und 
eine abhängig veränderliche Grundzahl die Differentiations⸗ 
regel vorliegt, an auf die Gleihung y* — x, auf welche 
L_ 
fie unmittelbar paßt, fo erhalten wir = = 4 x® u 
welches derſelbe Differentialquotient ift, den wir nach 
Umformung der Gleihung y* — x in die Gleichung 


\ 
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1 
y x" gemäß der bekannten Differentiationsregel für 
gebrochene Erponenten befommen hätten. 

In der Function a* find die beiden von einander ab- 
hängigen Weränderlihen der Erponent und die Potenz. 
Es find bei derfelben auch zwei Fälle zu unferfcheiden, 
jenachdem der Erponent ald die willfürlih Veränderliche 
und die Potenz ald die abhängig WVeränderlihe genommen 
wird, welches durch die Gleihung a* — y audgedrüdt 
fein fol, oder jenachdem das Umgekehrte ftattfindet, wel 
ches durch die Gleichung a” — x dargeftellt fein mag. In 
beiden Fällen kann nad) der momentanen verhältnigmäßi« 
gen Stärke des Warhfend der beiden Weränderlichen ge- 
fragt werden. Man kann fragen, wie würde die Potenz 
wachfen bei einem gewiflen Werth und einer beliebigen 
Zunahme des Erponenten, wenn die bei diefem Werth des 
Crponenten vorhandene momentane Stärfe des Wachfens 
zur Ausführung käme, oder man fann fragen, wie würde 
bei einem gewiffen Werth und einer beliebigen Zunahme 
der Potenz der Erponent wachſen unter der Worausfegung 
eined bei diefem Werth der Potenz eintretenden gleichmä- 
Bigen Wachfend. Es ift alfo, wenn wir die beiden Ber- 
Anderfichen, die Potenz und den Erponenten, durch P und 


E vorftellen, ſowohl der Differentialquotient z ale auch 


der Differentialquotient 5 zu entwideln. 


Die Zunctionen mit veränderlichem Exponenten gehö- 
ren zu denjenigen, welche. man tranfeendente Aunctionen 
nennt. Die Beflimmung ded Begriffs einer tranfcenden: 
ten Sunction ift fo verfchieden gegeben worden, daß Diefer 


Begriff bisher etwas fehr Schwankendes behalten hat. 


Bald nimmt man ald wefentliched Kennzeichen einer tran- 
feendenten Function von x die Eigenfchaft derfelben, nur 
Durch eine unendliche Wiederholung von mit der Zahl x 
vorzunehmenden Operationen und nicht in einem gefchloffe- 





D © Fünfte Capitel. 


nen Ausdrud fi darftellen zu laſſen, bald die Eigenfchaft 
der Function, unendlich viele Werthe zu haben für einen 
beftimmten Werth von x, wie 3. B. der Bogen zu einem 
Sinus — x oder die Function Arc (sin—x) für denfel- 
ben Werth von x unendlich viele Werthe hat, bald noch 
andere Eigenfchaften derfelben. Dder wenn man gar nicht 
mehr weiß, was tranfcendente Functionen find, fo verlegt 
man den Unterfchied des Aigebraifhen und Tranſcendenten 
in die Operafionen flatt in die Zunctionen, und bezeichnet 
die algebraifchen Functionen als folche, in denen bie ver: 
änderliche Größe nur algebraifchen Operationen unterwor: 
fen wird, und die tranfcendenten als folche, in welchen die 
veränderliche Größe tranfcendenten Operationen unterwor: 
fen wird; wobei man nur eine Kleinigkeit vergißt, nämlich 
zu fagen, was denn tranfcendente Operationen find. Was 
für eine Operation ift ed denn 3. B., welcher in der tran⸗ 
feendenten Function a“ die VBeränderlihe x unterworfen 
ift? Iſt überhaupt Hierbei x einer Operation unterworfen 
oder ift a einer durch x beflimmten Operation unterwor: 
fen? Wenn sin x eine franfcendente Junction von x ift, 
fo fragt man, welcher Operation ift x dabei unterworfen. 
Stelt man den Sinus ber Zahl x dar in der gewöhnli⸗ 
hen Form, fo erfcheint er als eine Potenzenreihe von x. 
Da nun in der Yumction ein x die Zahl x blos algebrai: 
fhen Operationen unterworfen ift, fo ift diefe Zunction 
vielmehr eine algebraifche. Es bliebe dann nichts übrig, 
ald die ganze Folge von algebraifchen Operationen, wel: 
chen in ber Function sin x die Zahl x unterworfen ift, 
felbft eine Operation zu nennen, und fie für eine von ben 
tranfeendenten Dperationen auszugeben. Huf diefe Weife 
fönnte man jede beliebige algebraifche Zunction, in fo fern 
man den in ihr enthaltenen Compiler von Üperationen 
ſelbſt als eine beflimmte Operation betrachtet, mit einem 
befonderen Namen belegen, und fie für eine franfcendente 
Dperation ausgehen, wobei man denn außer dem Unter: 
Ihied des Wigebraifchen und Zranfcendenten auch noch Den 
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Unterfehied von Dperntionen und Functionen verloren hatte. 
Denn sin x 3. B. wäre nun ald eine Potenzenreihe von 
x mit conflanten Erponenten, erſtens eine algebraifche 
Function, zweitend auch, diefe ganze Folge von Operatio⸗ 
nen als eine tranfcenbente Operation betrachtet, eine tran- 
fcendente Bunction, und. dadurch zugleich auch eine Ope⸗ 
ration und eine Function, und überhaupt Alles mit 
einentmale. 

Daß bei folchen Begriffsbeflimmungen, wie die oben 
angegebenen, in der Darftellung der Eigenfchaften der Fun⸗ 
etionen auf diefe Eintheilung derfeiben in algebraifche und 


_ tranfeendente dann weiter gar keine Rüdfiht genommen 


wird, und fi) Alles fo verhält, als wüßte man nichts 
von diefer Eintheilung, verfteht fih von ſelbſt. Aber auch 
angenommen, man hätte eine fcharf beflimmte Eigenſchaft, 
durch welche dieſe Claffen von Yunckionen unterfchieden 
wären, fo wäre dieſe Eintheilung doch fo lange noch un: 
nüg, als die in eine Claffe vereinigten Zunctionen ſich nicht 
auch noch in anderen Beziehungen als verbundene und zu: 
fanımengehörige zeigten. Denn eine jebe Eintheilung hat 
nur dadurch Zweck und Bedeutung, daß die durch biefelbe 
gefchiedenen Gruppen von Dingen außer dem Eintheilungs⸗ 
merkmal auch noch durch andere Eigenthümlichkeiten ge⸗ 
ſchieden ſind. Wo ſollen aber bei dieſen Gruppen der al⸗ 
gebraiſchen und tranſcendenten Functionen die andern ge⸗ 
meinſchaftlichen unterſcheidenden Eigenthümlichkeiten her⸗ 
kommen, da ſie nicht einmal Eine haben, durch welche fie 
fireng bezeichnet wären. Wir meinen nun nicht, daß bie: 
fen Verſuchen zur Unterfcheibung der Functionen nicht 
etwas Wefentliched zu Grunde liege; vielmehr ſcheinen fie 
bervorgerufen durch die richtige Ahnung eines in ber That 
wefentlichen Unterfhiebed. Auch ‚würde man, wenn man 
nur eine zufällige und willtürliche Eintheilung hätte be- 
werfftelligen wollen, um ein äußerliches feſtes Unterſchei⸗ 
Dungsmerfmal nicht verlegen gewefen fein. Aber es ift bis» 
her noch nicht gelungen, den Hauptpunkt zu treffen, auf 
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weichen cd bei Eintheilungen der Functionen ankommt. 
Wenn man nichts deſto weniger eine Eintheilung der Fun⸗ 
tionen haben will, fo wäre wohl vorläufig dad Gerathenfte, 
fie nad) der Beftändigfeit oder Veränderlichleit der Erpo- 
nenten zu unterfcheiden, und Die Erfleren etwa algebraifdye 
und die Zweiten tranfcendente Functionen zu nennen, Denen 
dann die Zormen x* und a* als Fundamentalfunctionen 
zu Grunde lägen, jedenfalld aber vor allen Dingen Die 
eigenthümliche Art der arithmetifchen Zufammenfegung ins 
Auge zu fallen. Eine dur ein bloße Wort bezeichnete 
Zunction, wie sinx, cos x, würde, fo lange fie noch nicht 
durch Angabe der mit der Zahl x vorzunehmenden arith: 
metifchen Operationen als wirkliche Function von x gegeben 
ift, zu gar feiner Klaſſe gehören. Und wenn man den 
Unterfchied der algebraifchen und tranfcendenten Functionen 
auf die Beftändigkeit oder Weränderlichfeit der Exponen⸗ 
ten bafırte, fo würde der Sinus von x, da er in zwei 
Formen dargeftelt werden kann, in deren Einer x ale 
Grundzahl für conftante Erponenten, und in deren Anderer 
x ald Erponent für eine conftante Grundzahl erfcheint, bald 
durch eine algebraifche und bald durch eine tränfcenbente 
Function von x gegeben fein. Man würde dann die wid: 
tigen Umformungen der Erponentialfunctionen in Potenz: 
functionen und die umgekehrte Umformung ald Verwand- 
lung einer tranfcendenten Sunction in eine algebraifche und 
umgekehrt zu bezeichnen haben. Doch laſſen wir Diele 
Unterfuchungen zunächſt auf fich beruhen; wir haben der 
Benennung tranfcendenter Bunction bier nur Erwähnung 
getban, um und darüber zu rechtfertigen, dag wir auf dieſe 
@intheilung, die uns bei der gewöhnlichen Faffung für die 
Entwidelung der Eigenfchaften ber Functionen ganz bedeu- 
tungslos erfcheint, weiter Feine Nücficht nehmen. 
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In der Function a* find der Erponent x und die Differentiation 
Potenz a” die ungleichmäßig wachſenden Größen. Es ift Be 
bierbei anzumerken, Daß die Grundzahl a immer -pofifiv zu 
denken ift, fobald die Function a* mit ftetig wachfendem 
Erponenten einen allerwäartd möglichen veränderlichen Werth 
haben fol. Denn da die wachfende Zahl x auch die Werthe 
von Brüchen annimmt, deren Nenner eine gerabe Zahl if, 
und in diefem Kalle eine Wurzel aud a zu ziehen wäre, 
welche für eine negative Grundzahl unmöglich tft, fo muß, 
wenn a“ nur reelle Werthe haben foll, die Zahl a’ pofitiv ge⸗ 
dacht werden. lm die bei einem gewiſſen Werthe der Zahl 
x ftattfindende momentane verhältnigmäßige Stärke des Wach⸗ 
fens der beiden Veränberlichen zu beflimmen, verfahren wir 
der früher angegebenen allgemeinen Regel gemäß fo, daß wir 
zuerft die willkürlich veränderliche Zahl x um einen belie- 
bigen Zahlenwertb k wachfend annehmen, die damit ver: 
bundene Zunahme der abhängig Veränderlichen a* ausbrüf- 
ten, dann den Quotient diefer Zunahmen bifden, und zu⸗ 
fehen, in welchen Grenzwerth derfelbe übergeht bei An⸗ 
nullirung der Zunahme k. Wenn der Erponent x un k 
wächt, verwandelt fi) die Function a* in alt, welches 
bekanntlich gleich a“. ak iſt. Ziehen wir hiervon die ur: 
fprüngliche Function a* ab, fo erhalten wir a“. ak — a: 
oder ax. (at — 1) als die mit der Zunahme k des Erpo- 
nenten verbundene Zunahme der Function a“. Diefe Zu: 
nahme der Function dividirt Durch die Zunahme k ber will: 
Fürlih WVeränderlichen gibt und den Differenzquotienten, 


welcher alfo hier = a" (a —— —W a — iſt. 


Wenn wir fragen, in welche —8 von x dieſer 
Differenzquotient übergeht für ein annullirtes k, fo fehen 
wir gleih, daß derfelbe in der vorliegenden Geftalt zur 
Beantwortung diefer Frage nicht tauglich iſt. Er befteht 
aus zwei Kaetoren, von welchen der Eine a“ fein k enthält, 
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und alfo bei Veränderung des k und Annullirung deffelben 
a*—1 
k 
feinen beftimmten Grenzwerth liefert. Denn für ein an- 
nullirtes k wird a — a’ — 1, und mithin gebt in dem 


Ausdruck FT Zähler und Nenner zugleich in den Nul- 


werth über, wodurch der Grenzwerth Diefed Ausdrucks zwar 
nicht gleich Null, aber doch unbeftimmt und nichtöfagend 
wird. Nichtsdeftoweniger müſſen die ungleihmäßig Wach⸗ 
fenden x und a* für jeben Werth des x eine beſtimmte 
momentane verhältnißmäßige Stärke des Wachſens, und 
folglich auch einen beflimmten durch irgend eine Verbindung 
von a und x außbrüdbaren Differentialquofienten haben. Und 
da die durch Veränderung der. Zahl k beroorgebrachte Ver⸗ 
änderung des Differenzquotienten nur den in bemfelben ent- 
k 
baltenen Factor - — treffen kann, fo muß dieſer Factor 
einen beftimmten Srenzwertb haben, und berfelbe wird, ale 
nothwendig unabhängig von der Größe der Zunahme k, 
nur eine Function der Conſtanten a fein koͤnnen. Es ban- 





unverändert bleibt, und von welchen der Andere 








k__ 
delt fi alfo nur darum, den Ausdrud — fo umzufor- 


men, daß fein Grenzwertb für ein annullirte® k nicht ins 
Unbeftimmte zerrinne. In fo fern wir nicht andere entfernt 
liegende Lebrfäge der Analyfis zu Hülfe nehmen wollen, 
bleibt uns Fein anderes Mittel, ald die Potenz ab umzu- 
formen, und in einer Reihe darzuftelen. Da wir durch 
den bier allein vorausgeſetzten binomifchen Lehrſatz nur eine 
zweitheilige Größe in eine Potenzenreihe entwideln können, 
fo müſſen wir dem a, ohne feinen Werth zu ändern, Die 
Form einer zweitheiligen Größe geben. Man koͤnnte ſtatt 
a etwa ſetzen LH a— 1, und 1 ald den erften und a— 1 
als den zweiten Theil des Binoms betrachten, und dann 
würde die Reihe, welche die Entwidelung des Ausdrucks 
Il+(a— 1) gibt, der Form ak gleich zu ſetzen fein. 
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Da aber hierbei eine nach den auffleigenben Potenzen bes 
zweiten Theiles des Binoms oder der Größe. (a — 1) ges 
orbnete Reihe entfteben würde, und biefe nur Dann einen 
ur. Berechnung brauchbaren Werth liefert, wenn (a— 1) 
ein ächter Bruch, alfo a Heiner als 2 ift, fo wollen wir, 
obgleich auch die fo erhaltene Form als Grundlage weiterer 
Schtüffe gebraucht werden könnte, und mittelft berfelben 
en für. alle Werthe yon a brauchbarer Werth der Function 
von a fich bilden ließe, es doch vorziehen, gleich beſtimmte 
zur Berechnung unmittelbar brauchbare Formen für den 


K__ 
Grenzwerth des Ausdruds * aufzuſtellen. Wir brau⸗ 


hen nur die zwei Faͤlle zu unterföhiden, ob a größer oder 
Peiner als 1 ift. 

Angenommen a fei Feiner als 1, fo it I—a en 
ächter Bruch; und da 1 — (1—a) gleih a ift, fo kann 
[1 — (1 — a) flott ak gefegt werben. Nun ift 


aa 1) + Rama 


2 
= zT 1 Dan a-a'+ 


“1 —kil—-a)+ 
k(k—1)(k—2) 
ra 0 








kun, 





da) 
EL 
—ie-(d-)4, 0-3) 
_ K-DA=2 — 
Für ein ennulirie ; geht die rechte Seite vieler Glei⸗ 
chung über in die unendliche Rabe — (1 — a) — —R 


— — 2... welche die den Grenz⸗ 
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von a ift, und welche, da (1 — a) ein ächter Bruch ifl, 
convergirt, und bei beſtimmtem a auch einem ganz beſtimm⸗ 
ten Zablenwerth gleich if. Geben wir demnach in den 
oben Auf die Gunction a“ erhaltenen Differenzquotienten 
„(X —) fa fta tt ® U reinen nun gefundenen Grenz: 


werth, * erhalten wir Eden Differentialquotienten der Fun⸗ 
ction a”. Wir haben alfo für ein a, welches Tleiner als 
1 if, die Differentialgleichung 


Ba — I-a) — — (1—a)’— 1 a)‘ el]. 








Daß die in Klammern ftehende Reihe unter der Voraus: 
fegung, daß a Feiner ald 1 ift, einen negativen Werth bat, 
und folglich auch der Differentialquotient immer negativ 
bleibt, mußte‘ man erwarten, weil in diefem alle die 
höheren Potenzen von a immer Pleiner werden, und alfo 
bei wachfendem x der Werth der Function a“ immer ab- 
nimmt, wodurch bekanntlich ein negativer Differentialquo- 
tient bedingt ift. 


Nehmen wir zweitens an, daß a größer als 1 ſei, fo 
müffen wir auch bier a in Form einer zweitheiligen Größe, 
deren zweiter Theil ein ächter Bruch ift, zu fchreiben fuchen. 


Run ift zunachft 1 ein ächter Bruch. Ziehen wir den- 

felben von 1 ab, fo it 1— a—1 zwar nicht gleich a, aber 

doch, wie durch Ausführung der Subtraction leicht zu 
—1 

ſchen, gleih 2. Da num aber (-) — a if, fo ift 








_ n- 
‚auch 1: z ] — a Bir fönnen alſo flatt a* 
a—1 


— . 
auch J * | fegen. Wird diefer Ausdrud nach 


dem binomifchen Lehrſatz in eine Reihe entwidelt, fo 
erhalt man 
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 k(k+D(k+2)/a— IV 
+ 7375 — ) + 
K1ek (e=1) + —* — 
+ Ka+ + 1 3 
1.2 a 
u. 2-1 141 a— 11: 
I 7 tr737 ( r ) 
&+D&+2 a—1 
+ 7337 >) + 


Bei Annullirung der Zunahme k gebt die: nde Seite 
dieſer Gleichung in die Reihe 


a — 1 1/2 —- 1 a — 1 ve 
I) +5( —) + +3 +. 2 
über; dieſe ift Demnach die geſucte ẽ Funtin von a, welche 
den Grenzwerth des Ausdrucks Jaibt, und welche 
als eine convergirende Reihe einen eſtim ae— Zahlenwerth 
liefert. Dieſe Reihe alſo ſtatt — in den Differenz⸗ 
quotienten der Funttion a* eingeſetzt, erhalten wie für den 
Tal, daß a größer als 1 if, die Differentialgleihumg - 
da* ‚ffa—t Iya— 11  1/a—1Y 
==» ( a )+ 3 a ) + a )+-] 

Daß diefer Differentialquotient pofitiv ausfallen mußte, 
verftebt ſich von ſelbſt, da bei der num über den Werth 
von a gemachten Vorausfegung mit wachfendem Erponen» 
ten x auch die Zunction a* wachfen muß. 

Man fieht alfo allgemein, daß der Differentialquotient 
der Function a® immer nichts weiter iſt, als die Function 
a“ felbft multipliciet mit einem durch die conftante Grund- 
zahl a völlig beftimmten Zahlenwerth. WBezeichnen wir 
denfelben, als eine Function der Grundzahl a, der Kürze 
wegen vorläufig immer durch y(a), fo haben wir 


























Diffexentlation 


ber logarithmi⸗ 
c 


tion. WBeitändigkeit der Grundzahl und durch bie Veraͤnderlich⸗ 


fen 
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= — 8%, y (a): 

Unfere neue Fundamentalfunction a* befolgt demnach in 
Betreff der Veränderung ihrer momentanen verhälfnigmäßi- 
gen Stärke des Wachſens ein ſehr einfaches Geſetz. Denn 
die Stärke des Wachſens nimmt zu in demſelben Maße 
als die Function ferhft zunimmt. Iſt dee Werth der Fun⸗ 
ction doppelt oder dreimal fo groß, fo ift auch die Stärke 
des Wachfend doppelt oder dreimal fo groß, und f. w. 


$. 79. 
"Wir haben bei unferer Yunttion, welche durch die 


keit der Potenz und bed Erponenten bezeichnet ift, noch 


den umgekehrten Fall zu betrachten, in welchem die Potenz 
bie willkürlich Veraͤnderliche und der Erponent die abhän- 
gig Veraͤnderliche tft, und die verbältnißmäßige Stärke 
des Wachſens derfelben zu beftimmen. Dies iſt auferor: 
Dentlich Leicht, und kanmn eigentlich ohne Weitere durch 
eine bloße Betrachtung ber vorhergehenden Regel erfchlofien 
werden. Denn ba in dem Falle, ald die Potenz die ab: 
bängig Veraͤnderliche iſt, ber Differentialguotient, den man 
fih als einen vwirflichen Bruch denken mag, beffen Zähler 
und Nenner die hypothetiſchen Zunahmen der Potenz umd 
bed Erponenten find, im directen Verhältniß zur Potenz 
fteht, fo wird ber umgekehrte Bruch im indirerten Wer: 
haͤltniß zu derfelben flehen, für eine boppelt fo große Po⸗ 


tenz halb fo groß fein und f. w. Heißt die Potenz als 


willfürlih Veränderliche x, fo wird ber "Differentialquotient 
bed Erponenten und der Potenz gleich fein 1 — multiplicirt 
mit dem durch die Gruͤndzahl a beſtimmten Zeier, welcher 
ebenfalls Al fein muß. Man kann died äußerlih band: 


v(a) 
greiflicher fo darthun. Bezeichnen wir die Potenz durch 
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P, den Erponent durch E, und bie Grundzahl durch G, 
fo ift, wenn G conflant, P bie abhängig Weränderliche 
und E die willtürlich Va anderiche iſt, gemaͤß der vorher 


gefundenen Gleichung Se — a", y(a) jebt 
dP_ 
IE” GE. v (6). 


Durch Umtehrung dieſes Brut erhalten wir 


AP — 00) (6).GE 
Da P jest die willkürlich Verömderliche ift, fo muß der 
Differentiafquotient son E und P ald Function von P ge 
geben fein; und Dies kann man, weil P felbft gleich GE 
ift, ſchon dadurch erreichen, daß man in dem Differential: 
-quotienten P flatt GF fegt. Man hat alfo 

dE 1 1 

dP y(o) P 
Nennen wir nun wieder die Potenz als die willfürlic) 
Veränderliche x, und den Erponent y, fo fünnen wir nad) 
dem. Schema der vorflehenden Differentialgleihung aus 
der Gleichung a — x bilden die Differentialgleihung 

sy _ 1,1 

dx va)" x 
Nun nennt man ben Erponent y, auf deſſen Potenzgrad 
eine Grundzahl a erhoben werden muß, um die Zahl x 
hervorzubringen, den Logarithmus der Zahl x für Die 
Baſis a. Mithin kann, wenn wir ben Logarithmus ber 
Zahl x für eine belichige Baſis a jetzt dur log x be 
zeichnen, bie Sehtgefundene Differentialgleihung auch ges 
fchrieben werden 

deegx _ 1 1 

dx ya)‘ x' 

In dieſer Gleichung haben wir nun die Regel zur Bil- 
dung des Differentialquosienten der noch unbekannten Fun⸗ 
ction log x, fobald die Bafis a des Togarithmifchen Sp⸗ 
ſtems gegeben ift oder beliebig angenommen werden Tann. 
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Diefer Differentialquotient ift, da er nicht durch Differen: 
> tiation einer gegebenen Zunction erhalten worden ift, als 
ein direct aufgefundener zu betrachten. 

Hiermit find nun die Differentiafionsregeln vollſtän⸗ 
dig gegeben für alle Fälle der einfachen Fundamentalfun⸗ 
ction, welche dadurch entfteht, dag eine Veränderlihe und 
eine Gonftante ald Erponent und Grundzahl verbunden 
find, mag nun bei veränderlicher Grundzahl diefe die will- 
fürlich Veränderliche fein, wie in der Gleichung x = y, 
oder die abhängig Veränderlihe, wie in y’—=x, ober 
mag bei veränderlichem Erponent dieſer die . willfürlich 

- Veränberliche fein, wie in der Gleihung a”==y, oder bie 
abhängig Veränderlide, we mn —x 


$. 80. 
Entwigelung ber In dem Differentialgquotienten ber Bunction log x, 


u Her hen 
Mn Ku für eine Baſis a durch die Function —— 4 oder 
we v 70) x 


a5: x" gegeben ift, erhalten wir endlich die Potenz- 
function von x mit dem Erponent — 1 als Differential- 
quofient; wir wiſſen, daß diefe die einzige Potenzfunction 
von x ift, welche nicht aus einer andern Potenzfunction 
von x durch Differentiation entflanden fein Tonnte, weil 
fie allein dem allgemeinen Schema ded Differentialquotien- 
ten einer beliebigen Potenzfunction x”, oder dem Ausdruck 
mx=—1, nicht ‚angepaßt werben lomie. Wir ſehen jetzt, 
daß die Funetion x" ald Differentialquotient nur erhal⸗ 
ten wird, wenn die Potenz die willfürlich Veränderliche, 
und der biefer Potenz zugehörige Erponent einer conftan- 
ten Grundzahl die der Differentiation unterworfene Zun- 
ction iſt. Die Function x" ald Differentialguotient oder 
als abgeleitete Function führt demnach immer auf einen 
Logarithmus ald urfprüngliche Junction zuräd. 

Da wir den Differentialquotienten der Junction log x 
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nicht durch Differentiation diefer Function als einer gege- 
benen, fondern auf anderem Wege erhalten haben, fo kön⸗ 
nen wir aus demfelben die unbelannte Function log x 
durch Integration herleiten. Wenn man die Gleichung 
diogx as: == gr oder die Gleichung Ivlax _ 
gewöhnlich ſchon als die Integrationsregel der Function 
x! enthaltend anfieht, weil durch diefelbe der Differen- 
tialguotient x" auf einen Logarithmus von x mit belie 
biger Baſis als urfprüngliche Function zurüdgebracht wer- 
den kann, fo tft damit natürlich nur in fo fern etwas ges 
fügt, ald man entweder die Function log x ſchon Eennt, 
ober bei diefer Integration ein bloßes Refultat der Anwen- - 
dung erzielt, wobei einem freilich damit, dDaf man das In⸗ 
tegral als Logarithmus weiß, binlänglich gedient fein kann, 
weil man nun, ohne das Integral zu berechnen, den Werth 
deſſelben aus den für die Logarithmen entworfenen Zabel: 
len ablefen Tann. Im Grunde genommen haben wir die 
Zunction x"! jebt fo wenig integriren gelernt ald vorher. 
Und wenn wir fie nun wirklich integriren, fo kann es nur 
durch Mittel gefchehen, Die auch vorher in unjerer Gewalt 
waren, nämlich durch Entwidelung der Function in eine 
unendliche. Potenzenreihe. Wir haben fie nur vorher nicht 
integrirt, "weil das Intereffe dazu nicht vorhanden war. 
Da wir aber jest willen, daß das aus der Integration 


der Zunction za" abzuleitende Integral eine wich 


tige Function von x, nämlich der Logarithmus der Zahl 
x für die Baſis a iſt, fo entſteht natürlich die Frage nad) 
der Geſtalt und Zufemmenfegung diefer Function. Aus 


. 1 , 
der Sleichung “us: = v6) „x! erhalten wir 


— 1 — — I —ı a 
log x = (5° ix=.,f* X. 
Man könnte nun das Integral /x" dx wieder dadurch 


finden, daß man-die Zahl x in Form einer zweitheiligen 


266 dünftes Capitel. 


Größe ſchriebe, ſtatt x etwa fegte 4x — 1, nd x—1 
als den zweiten Theil des Binoms betrachtete. Den Aus⸗ 
druck [I + (x — DJ" kann man dur Hüffe des bino- 
mifchen Lehrfaßes in eine Reihe entwideln, welche bie auf- 
fteigenden Potenzen der Größe (x — 1) enthält. Und in- 
dem man diefe Potenzen von (x — 1) einzeln integrirt nach 
Anleitung des ‚$. 72, erhält man wieder eine Potenzen⸗ 
reihe ber Größe (x — I), weldhe mit dem aus der Bafis 
a auf die ſchon bekannte Weife zu berechnenden Factor 


— (a) multiplicirt, den Logarithmus der Zahl x angibt. 


Die auf diefe Weife durch eine Potenzenreiße von (x —1) 
ausgedrückte Function wäre natürlich. zunächſt in dieſer 
Geſtalt nicht für alle Werthe der Zahl x, fondern nur für 
Werthe innerhalb enger Grenzen zur Berechnung tauglich. 
Und obgleich fie, ald Grundlage weiterer Umformungen 
benutzt, in eine für alle Werthe von x brauchbare Reihe 
übergeführt werben Tann, wie in ben Lehrbüchern der 
Analyfis überall zu finden, fo wollen wir doch ein. einfa- 
cheres Verfahren einfchlagen. 

Da der Logarithmus einer beitebigen Zahl x bald 
pofitio und bald negativ ift, jenachdem x größer oder klei⸗ 
ner als 1 tft, To wird man den einfachften Ausbrud für 
den Logarithmus erhalten, wenn man die veränderliche 
Zahl nicht vom Rullwertb, ſondern vom Zahlenwerth 1 
aus entweder wachſen ober abnehmen läßt, oder wenn man 
die logarithmifche Function für die Zahlen I+x ode 
1—x aufftellt, in welchen Fallen die Logarithmen ent: 
weder nur poſitiv oder nur negativ ausfallen. Um aber 
die Function log (1 + x) durch Integration zu finden, 
müffen wir erft noch den Differentielquofienten berfelben 
aufftellen. Betrachtet man, wie es geftaftet if, I+x al 
eine Function von x, fo ift log (L+ x) eine Function einer 
Function von x. Der Differentialquotient‘ der Function 
log (t-+-x) in Bezug auf x als willfürlich Weränderfick 
kann alfo nach 8. 67 gefunden werden, und zwar fo, daß 


. ⸗ r 
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man zuerſt 14* als eine willkürlich Veraͤnderliche be- 
trachtet, und bezüglich auf dieſe willkürlich Weränderliche 
den Differentialquotienten ber Function log(14-x) nimmt, 
welcher vo ber Regel des vorhergehenden Phragrappen 
Pr iyx ift, und denſelben multiplicirt mit dem Dif: 
ferentiatquotienten ber Junction 14x bezüglich auf x als 
willkuͤrlich Weränderliche, welcher gleih 1 iſt. Alſo ift 


dloeg(I+x) _ 1 — 1 — 
a 5 7 7m: Mr. 


folglich log (1x) = 78 — (+9)! dx. 

Wird (1 +xX)" vermittelt des binomifchen Lehrfages in 
die Korm einer Potenzenteihe von x gebracht, fo hat man 
(i+xy!=1—-xı+7— + X — +... 

Die urfprängliche Yuncdion, aus welcher dieſe Potenzen⸗ 
reihe und folglich auch die FZundion (L-+x)”! dur Dif- 

ferentiation entſtanden ift / ift alfo die Reihe 


x? 
ytsTirsn .., oder es iſt 
x' X: 


SAr-'ak—ı— 2 x + 3 — 7 + 5 > 


und bog (14) = u (x - T 24* — T +. ) 


Der Werth der abhängig veranderlichen Größe log (14x) 
* bekannt für den Nullwerth von x, weil der Logarith⸗ 
mus von 1 immer == 0 iſt. Da nun das gefundene In⸗ 
fegral für den Nullwerth von x auch gleich Null wind, 
fo tft Feine Conſtante zuzuſetzen. 

Die Entwidelung der Function log (1 2) kaun aus 
der für log (L-Fx) gefundenen ..eigentlich ohne Weiteres 
entnommen werden, weil man weiß, daß bie Veränderung 
des Vorzeichend von x auf die Vorzeichen der geraden 
Potenzen von x ohne Einfluß ift, und die Worzeichen ber 
umgeraben Potenzen von x in Die entgegengeſetten ver⸗ 
wandelt. Maux erhielte alfo 


Allgemein gelten- 

ter Ausbrud des 
ogaritbmus, 
ee 
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x” 


1 x’ x’ 
ld: 3- 7-10 


. 2 2 4 

lg I—)— — 75 [x + T + Fr + +.) 
Man könnte zur Entwidelung der Yunction log (1 — x) 
auch daffelbe Verfahren anwenden wie vorher, nämlich den 
Differentialguotienten ber Junction log (1 — x) aufſtellen, 
ne = — kr .(1—x)7! erhalten 
hätte, den Ausdruck (L—x)1 in eine Reihe .entwideln, 
und die Glieder derſelben einzeln integriven; auf dieſem 
Wege wäre man zu demfelben Refultat gelangt. Der 


Factor 75 welcher als durch die Baſis des logarithmi⸗ 


ſchen Syſtems beſtimmt zu allen Logarithmen deſſelben 
Syſtems unverändert zutritt, wird ber Modulus des Lo⸗ 
garithmenſyſtems genannt. 


wobei man 


$. 81. 


Die eben entwickelten Formen der Functionen log(142) 
und leg (1— x) find zwar unmittelbar in dieſer Geſtalt 
zur Berechnung eines Logarithmus nur brauchbar, wenn 
bie Zahl x ein Achter Bruch ift, alſo die erfle Form für 


Zahlen zwifchen 1 und 2, und die zweite für Zahlen zwi- 


ſchen O und 1. Indeſſen können fie leicht in andere For⸗ 
men übergeführt werden, weldye allgemein für den 2oga- 


rithmus einer beliebigen Zahl gelten. Und obgleich Diefe 


Umformungen nur auf gewöhnlichen Kunftgriffen der Ana⸗ 
Infiö beruhen, und nicht näher zu unferem Gegenftanb ge: 


. bören, fo mögen fie doch Hier noch eine beiläufige Turze 


Erwähnung finden. . 
Erſtens ift Leicht zu fehen, daß Durch den für leg (l—x) 
gegebenen Ausdruck der Logarithmus einer jeden beliebigen 
Zahl ſchon durch eine Pleine vorübergehende Veränderung 
der Zahl felbft gefunden werden kann, Denn wollte man 








vn. 6% 
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durch denfelben 3. B. den Logarithmus der Zahl 872 fin- 
den in dem gemeinen logarithmifchen Syſtem mit- der 
Grundzahl 10, fo brauchte man die Zahl 872 nur durch 
eine folche ganze Potenz von 10 zu dividiren, daß eim 


ächter Bruch entfleht, und flatt 872 zu feßen Er Den 


Logarithmus Des Bruches oo; s72 000 fenn man nun durch den 


Ausdrud Ai log (1—x) enden; und man braucht, um 
die Zahl 55 der Form 1—x anzupaflen, flatt 5 nur 
zu ſetzen IT — 18 Da man nun weiß, daß bie Loga⸗ 


rithmen der Zahlen 872 und 700 872 D00 ſich nur Durch Die Kenn» 


ziffer unterfcheiden, und der ehe um den Logarithmus 
von 1000 oder um 3 größer ift ald der zweite, fo bat 
man auch den Logarithmus der Zahl 872. Und fo mit 
jeder beliebigen Zahl. Es lohnt fich nicht der Mühe nad) 
zuweifen, wie man dieſes fo eben auf einen fpeciellen Fall 
angewendete Berfahren verallgemeinern, und fehr leicht einen 
Ausdrud für logx gewinnen Fönnte, der für alle Werthe 
von x und für eine beliebige Baſis Gültigkeit hat. 


Das gewöhnliche Verfahren, um einen allgemein gel⸗ 
tenden Ausdrud für logx bdarzuftellen, ift folgendes. Man 
zieht die beiden für log(1-+x) und log(1—x) gefunde- 
nen Reiben von einander ab, und erhält, indem man zu- 
gleih für log (1 + x) — og (1—x) den gleihgeltenden 


Ausdruck 108 | + | fegt, die meh 


nee) (84-548 -.) 
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—;—3 —3— 
5)* a) 2 3 74*5 u 


—— 
log a) [2.:+42.242.5 + ] 





log 





1—x 


1-+x 2 1 1 
10g (77) = 75 (x tr35r"°t7z +). 
Betrachten wir die Zahl + = welche durch Wachfen 
der Zahl x von O bis 1 jeden denkbaren über die Zahl 1 
hinausliegenden Zahlenwerth geben Tann, als eine Zahl 
ſchlechthin, und flellen fie durch ein einfaches Zeichen u vor, 


fo müffen wir, wenn wir ſtatt = in der obigen Glei⸗ 








hung u ſetzen, alsdann auch flatt x überall Zn ſubfti 





tuiren, wie die Gleichung — — u zeigt, welche, wenn 


ſie in Bezug auf x aufgelöft wird , > — * gibt. 


Durch dieſe doppelte Subſtitution verwandelt fich die letzte 
der obigen 2 elaungen in 


u—l1 u—1 u—1 
logu = 5 (+3 J 43 *5 m) *4 | 
Für alle beliebigen Werthe der Zahl u iſt? = ein ächter 


Bruch, und folglich die nach den ungeraden Potenzen def: 
ſelben georbnete Reihe immer convergirend. Man bat alfe 
hiermit eine für Die Logarithmen aller Zahlen ‚abfotut gül⸗ 
— — 1 
tige Reihe. Wäre z. B. u=2, und demnach — — —5, 
und ſollte der Logarithmus von 2 für das gemeine Loga⸗ 
rithmenſyſtem mit der Grundzahl 10 berechnet werden, fo 
hätte man 
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2 l 1 ! :® 1L/1Y\ 
le? 710) 5 + 315 +,@)+- ! 
wobei vaio), welches wir us ein abgefürztes Zeichen für 
eine aus $. 78 befannte Zunction der Gonflanten 10 fetzen, 
nach ber Vorſchrift jenes Paragraphen noch beſonders be 
rechnet werben müßte. 

Die lebte für logu gefundene Reihe kann auch ge⸗ 
braucht werden, um Die. durch w(a) angedeutete Function, 
welche wir früßer, jenachdem a größer oder Meiner’ als 1 

war, in zwei verfchledenen Formen entwickelt hatten, im 
einer allgemein geltenden Borm darzuſtellen. Denn vie 
Entwidelung dee Funetion logu, welche für olle Werthe 
von u Geltung hat, kann auch gebraucht werden, wenn 
die Zahl u der Bafı 8 a gleich if}. Da aber. er Logarith: 
mus der Bafis ober loga — 1 if, fo ehält man ' 


= lt mr )+-- ] 


a—l a— 1 a— 1 
va=2 Ed+sn+ sr) + -| 
Mollte men alfo den Logarithmus einer Zahl u für die 
Baſis a in einer durchaus entwidelten Function ber be 
ftimmenden Zahlen u und a darftellen, fo brauchte man 
nur noch diefe Entwidelung von da) einzuführen, und 
erhielte endlich logu als volftäudig gegebene Function 

durch die Gleichung 


— +3 sem+ Am] +. 


5) 

CH) +, CH) +, CH) rt. 

Diefe * Eee für größere Werthe der Zahl u ſehr 
ſchwach convergirend wird, muß für die practiſchen Zwecke 
der wirklichen Logerithmenberechnung noch weiter umgeformt 
werden, und kann fo umgeformt werden, daß fie ſehr ſteil 
abfaͤllt, und daß eine auch ſehr genäherte Berechnung eines 
Logarithmus faft auf eine einfache Divifton Binausläuft. 


leg u = 
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Doch Fönnen wir dies bier füglich bei Seite laſſen, und 
in diefer Hinficht auf die Lehrbücher der Analyfis verweifen. 

Die letzte Eutwickelung der Function logu kann aud) 
angefehen werden als die allgemeine Auflöſung der fran- 
feendenten Gleichung a — b. Wenn man fragt, wie in 
diefem Falle die Zahl x allein auf eine Seite der Glei⸗ 
hung geſchafft, und durch eine Verbindung der beſtimmen⸗ 
den Zahlen a und b ausgedrüdt werden Tann, fo iſt Diefe 
Ftrage fehon dadurch beantwortet, daß die Zahl x nichts 
weiter iſt als der Logarithmus der Zahl b für die Baſis 
a, und alfo dem Ausdrud für diefen Logarithmus gleich 
if. Die vollftändige zöfung der Öleihung a — b if 
demnach gegeben durch 


GutsGmW+sGCW+- 
or Gr) +. 
$. 8. 


Die „Aetücfiäen, Man wird bemerkt haben, Daß bei den in diefem Ca⸗ 
hre Bas.  pitel betrachteten Funetionen, welche alle wefentlich eine 
Dotenz mit conflanter Srundzahl und veränderlihem Erpo- 

nenten find, eine gewifle Function der conflanten Grund: 

zahl, welche wir durch (a) bezeichneten, eine wichtige 

Role fpielt, indem fowohl die Differentialguotienten der 
Erponentialfunction und der logarithmifchen Function, als 

auch die logarithmiſche Zunction felbft diefe Function a) 

als einen maßgebenden Kactor zum fleten Begleiter haben. 

. Denn der Differentialquotient der Function a“ war w{a).a”, 


11 
yv(a) x’ 
und der Ex ri war eine Reihe der ungeraden Pot: 


zen der Zahl > — 55 
Wenn nun in allen dieſen Functionen irgend eine conſtante 


der Differentialquotient der Zunction logx war —— 


ET, multiplicirt mit dem Factor — 
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Grundzahl vorhanden fein muß, fo ift es doch natürlid) 
für die Natur diefer Function und für die Erforfchung 
ihrer Beziehungen und Zufammenhänge ganz gleichgültig, 
welche Zahl ald die conftante Grundzahl angenommen wird. 
Man überſieht daher leicht, daß alle Unterfuchungen in 
diefem Gebiete fehr vereinfacht werden könnten, wenn man 
die Grundzahl a fo wählt, daß die NRüdfiht auf den 
überall begleitenden Factor (a) wegfällt, d. h. daß der- 
felbe gleich 1 wird, und fomit.ald Factor nicht weiter in 
Betracht kommt. Die durch la) angedeutete Function 
einer Conftanten Tann nämlid) je nach dem Werth der Zahl 
a alle möglichen Zahlenwerthe annehmen, wie .man befon« 
ders aus der im vorhergehenden Paragraph aufgeftellten 
allgemein geltenden Entwidelung der Function w(a) fehen 
kann, welche. mit der allgemein geltenden Form des Loga- 
rithmus einer Zahl zufammenfällt; und fo gut jede belie- 
bige Zahl ald der Logarithmus irgend einer andern Zahl 
betrachtet werden ann, ebenfo gut kann daher jede belie- 
bige Zahl ald der Werth der Function y(a) für irgend 
einen Zahlenwerth a angenommen werden. Wir dürfen 
und Die Zahl a demnach auch fo denken, daß die Function 
(a) den Zahlenwerth 1 bat. Diefe noch unbefannte be- 
flimmte Zahl bezeichnet man in der Analyfid herfümmlich 
immer durch den Buchftaben e, fo daß alfo w(e) =1 ifl. 
Man kann nun alle Zunctionen mit conflanter Grundzahl 
und veränderlichen Erponenten, in allgemeinen Unterfuchun- 
gen wenigftens, auf diefelbe Srundzahl e beziehen, unb 
nennt das Logarithmenſyſtem, welches die Zahl e zur Ba- 
fiö bat, das natürliche, fo wie die Logarithmen deffelben 
natürlihe. Es fol in dem Zolgenden der natürliche Loga⸗ 
rithmus einer Veränderlihen x und einer Conftanten a zum 
Unterfchied von andern Logarithmen mit beliebiger Baſis, 
immer durch Ix und la bezeichnet werben. 

Che wir die durch Einführung der Zahl e entſtehen⸗ 
Den Vereinfachungen der Differentialquotienten unb der 
Logarithmifchen Yunction näher betrachten, wollen wir zu⸗ 

Snell ı, 18 
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erft Die Zahl e ſelbſt berechnen. Wir gehen u der Fun⸗ 
bosnentalfunction a“ zurüd. Da = — w(a)a“ gefunden 


worden, fo ift « — v(e).e*, und wel v(e) — 1 
fein fol, 


Wir haben hiernach in e* eine Zunction von der befondern 
Eigenfihaft, daß fie durch Differentiation in ſich ſelbſt zu: 
rückläuft, oder eine Function, deren Differentialquofient 
der Function felbft gleich ift, und bei welcher alfo ber je 
desmalige Werth der Function zugleich die veränderliche 
verhaͤltnißmaͤßige Stärke des Wachſens ausdrüudt. Aus 
diefer Eigenfchaft der Function laͤßt fih faft im Voraus 
erwarten, daß diefelbe eine große Rolle in ber Analyſis zu 
fpielen- beftimmt iſt. Durch den Zutritt eined conftanten 
Factors a wird diefe Eigenfchaft der Function nicht verän: 
dert, fo daß alfo ae* ald die durch Differentiation in ſich 
felbft zurüdlaufende Function betrachtet werben Tann. Ba 
die Function e* für x — 1 den Zahlenwerth e annimmt, 
fo brauchen wir, um e zu berechnen, die Function e* nin 
in eine Poftenzenreihe von x umzuformen, und in Diefer 
Reihe x — 1 zu feßen. Diefe Potenzenreihe der Werän: 
derlihen x muß alfo aud die Eigenfchaft haben, durch | 
Differentiation fich felbft wieder bervorzubringen, oder dab | 
ihr Differentialquotient ihr ſelbſt gleich ifl. Aus Dice 
Eigenfchaft kann Die Reihe leicht hergeftellt werben. Und 
obgleich aus diefer Eigenſchaft allein eigentlih nur ein 
Potenzenreihe von x folgt, welche der Function ae“ gleid 
ift, fo kann doch durch Hinzunahme der Eigenfchaft, das 
e* für x = 0 den Zahlenwerth 1 annimmt, die der Fun⸗ 
ction o* gleichzufegende Potenzenreihe von x völlig be 
flimmt werben. | 
Da die einzelnen Glieder der gefuchten Potenzenreik 
nicht in fich felbft zurüdiaufen können burch Differenkiatien, 
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weit fie Potenzen mit conflanten Erponenten find, und ihr 
Erponent bei ber Differentiation um eine Einheit Eleiner 
werden muß, fo kann es Die ganze Reihe nur dadurch, 
dag immer ein Glied der Reihe in ein anderes übergeht 
bei der Differentiotion. Wir wollen uns nun die Reihe. 
fo georbnet denken, daß dasjenige Glied, welches aus einem 
andern durch Differentiation entfleht, biefem andern un- 
mittelbar vorbergeht, oder daß jedes Glied der Reihe der 
Differentialquotient des nächftfolgenden Gliedes if. Der 
Erponent jedes Gliedes muß alfo um 1 größer fein als 
der des vorhergehenden Gliedes. Da der Werth der Fun⸗ 
cfion e* fich ohne Ende dem Zahlenwerth 1 nähert, wenn 
x fih endlos der Null nähert, fo folgt, daß alle Erponen- 
ten der Reihe pofitiv-fein müſſen, weil jede Potenz von x 
mit negativem Erponenten bei Verkleinerung ded x endlos 
wächft, und fich nicht einer conflanten Zahl nähern Fann. .- 
Weil alle Potenzen von x mit pofitivem Erponenten fich 
annulliren, wenn x = 0 gefeßt wird, in diefem Kalle aber 
die Function e* und folglich auch. die ihr gleichgeltende 
Reihe den Zahlenwertb 1 annimmt, fo muß bie Reihe 
das conflante Glied 1 oder x’ enthalten. Bei Ausfchluß 
Der negativen Erponenten wird alfo der Erponent O der 
möglichft niedrige, und x’ oder 1 das erfle Glied der 
Reihe fein. Der Erponent jebed folgenden Gliedes fol 
aber um 1 größer fein, und daher müflen die Erponenten 
Der aufeinander folgenden Glieder die auffteigende nafür« 
fiche Zahlenreibe darftellen. Da ferner bei der Differen- 
tiation der geordneten Reihe jedes Glied derfelben in das 
vorhergehende übergeht, fo wird das lebte Blied Der Reihe 
verfchwinden. Zugleich verfchwindet das erſte Glied als 
ein .conflantes, Doch wird feine Stelle erfeßt durch den 
Differentialguotienten des zweiten, und fo weiter. Nach der 
Differentiation ift alfo die ganze Reihe wieder da mit Aus- 
nahme bed legten Gliedes. Damit aber die Reihe trog 
Diefed Mangeld des letzten Gliedes fich felbft gleich bfeibe, 


muß fie unendlich fein, weil nur bei einer unendlichen Reihe - 
18 * 
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von einem abfolut letzten Bliede, und von einer Veran⸗ 
derung derfelben durch Abbrechen des letzten Gliedes Leine 
Rede fein Tann. Die gefuchte unendliche Potenzenreihe bat 
alfo in Bezug auf ihre Erponenten die Form x’, x’, x”, 
x’, x", .... Da durch Differentiation' einer Potenz mit 
pofitivem Erponenten das Vorzeichen niemald verändert 
wird, und in unfern alle durch dieſe Operation jedes 
Glied in das vorhergehende übergehen fol, fo müfien 
alle Glieder der Reihe gleiche Vorzeichen haben, und ent: 
weder ſaͤmmtlich pofitiv oder fammtlich negativ fein. Da 
die Zahl e ald Grundzahl mit veränderlihem Erponenten 
pofitjo zu fegen ifl, und demnach audy ber Werth der Fun⸗ 
cfion e* für alle Werthe von x pofitiv fein muß, fo. Eön- 
nen die Glieder der Reihe nur das Vorzeichen plus haben. 
Henn wir nun in der bezüglich auf Erponenten und Vor⸗ 
- zeichen völlig beſtimmten Reihe die noch unbeflimmten Coef: 
ficienten der einzelnen Glieder dur a, b, c, d,... aus⸗ 
drüden, fo nimmt diefelbe folgende Form an: 


et — 1I T ax br rer +dxr+.... 


Es fragt fich alfo nur noch, wie die Coefficienten ber 
einzelnen Glieder zu nehmen find, damit jedes Glied der 
Differentialquotient des nächfifolgenden ſei. Bei der Dif- 
ferentiation jedes Gliedes tritt der Exponent diefes Gliedes 


als Factor zu dem Differentialquotienten hinzu. Damit nun 


alfo 3. B. der Differentialquotient des Gliedes cx” durh 
den Hinzufritt des Factord 3 zu dem Factor c dem Gliede 
bx? gleich werde, fo muß c dreimal fo Mein fein als b; 


aus demfelben Grunde muß d viermal fo Hein fein als c 


und f. w. Der Coefficient a muß aber nofhwendig gleid 
I fein, weil der Differentialguotient des Gliedes ax? gleich 


1 fein fol. Da der Goefficient b doppelt fo Mein fein | 


muß ald a, fo ift er — Der Coefficient c muß drei⸗ 


1.2 


mal fo Mein ald b, affo 137 fein; der folgende iſt 
| | | 











- 
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viermal fo Mein ald c, alfo gleich 477 und f. w. 


Die Entwickelung von e* in eine Potenzenreihe iſt mithin 
vollſtandig folgende. 


ori 0 Ro) 
e -141+75+ 133 133507 + 


Diefe in der gefammten Analyfis häufig vorkommende 
Reihe führt den Namen der Erponentialreihe. Um vermit- j 
telft derfelben die Zahl e felbft, als die Baſis des nafür- 
lichen Logarithmenſyſtems, zu berechnen, brauchen v— wir nur 
x — 1 zu Teen, und hatten 


o-1 +75 r Sr + — rt 


Diefe ſtark abfallende Reihe gibt fihon bei einer geringen 
Anzahl von Gliedern die Zahl e mit großer Genauigkeit. 
Werden die erften zehn Glieder der Reihe addirt, fo wird 
der Näherungswerth von e ſchon bis zur febenten Deci⸗ 
malſtelle richtig, und man matt 

e —= 2,7182818.. 


$. 88. 


Indem nun die dur v(a) ausgedrüdte Function Die, Dperationen 
den Werth 1 annimmt, wenn in derfelben e ftatt a geſetzt Sogarittmen. 
wird, oder da y(e) = 1 ift, fo ergeben fi durd Ein» 
führung der Zahl e folgende Vereinfachungen der früher 
gefundenen Sleichungen. Für den Logarithmus einer Ver⸗ 
änderlichen x mit der Baſis a war die Differentialgleihung 

adlogsxx _ 1 1 
dx  v(a)x 
Mithin gilt für den Logarithmus einer Veraͤnderlichen x 
mit der Bafid e, oder für den natũrlichen Logarithmus 
1x die Differentialgleichung 
dlx 
dx 





1 
—— x' 
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Da der allgemeine Ausdrud des Logarithmus einer Zahl 
u für die Bafıs a 1) Dbigen zu Bolge if 


u—1 2 
logu — ol HT) + (en) + se) +. | 
fo wird der allgemeine Ausdrud des natürlichen Logarith⸗ 


mus einer beliebigen sah! a folgende: ° 
(=) (225 1 (ty 

"2 [(57) + 3 (er) +3 (fr af) + } 
Dan wird bemerken, op dieſe Entwidelung von la zu: 
fammenfält mit bem im $. 81 gegebenen allgemein gelten: 
den Ausdruc der Function y(a), und daß alfo die durd 
v(a) vorgeftellte Function einer Conſtanten a nichts Ande: 
res ift, ald der natürliche Logarithmus der Zahl a, oder 
daß y(a) — la ifl. In den Gleichungen ded eben er 
wähnten Paragraphen Fann alfo ſtatt vo auch überall 
la gefeßt werden. Man fchreibt daher fatt 2 — = w(a)a 
al 171 
auch · gewöhnlich Fol. a”, und flaft —* —* ——5 


7 1 

= la’ x u. ſ. w. 
un die nafürlichen Logarithmen, auf die man fo oft 
geführt wird, wirklich zu berechnen, falls man das nume: 


rifhe Refultat einer Aufgabe haben will, braucht man na- 


auch 


türlich nicht auf die allgemeine Formel zurückzugehen, fondern 
jedes einmal berechnete Logarithmenſyſtem bietet die Mitte 


dar, die Logarithmen jedes andern Syſtems auf eine fehr 


einfache Weiſe zu finden. Wollte man den natürliche . 


kLogarithmus der Zahl m finden, fo weiß man, daß Im der 
Erponent ifl, auf deffen Potenz die Zahl e erhoben werden 


muß, um die Zahl m bervorzubringen, oder daß e= — m | 


fl. Bezeichnen wir wie früher durch log Die Logarifhmen 
eines beliebigen Syſtemes, und formen wir die Gleichung 
em — m, indem: wir beiderfeits die Logarithmen Diefes 
Syſtems nehmen, um in die Gleichung Im.loge = logm, 
fo haben wir 
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_ log m 

—_JIoge’ 

d. 5. man dividire den Logarithmus von m in einem be: 
liebigen Spftem durch den Logarithmus von e deſſelben 
Spftems, fo hat man den natürlichen Logarithmus von m. 
Wenn wir fonach den gemeinen Logarithmus einer Zahl 
durch den gemeinen Logarithmus von e, welcher 0,4342944... 


2 222462 ., 1 
ift, dividiren, oder ftatt deſſen mit DAMM ' d.h. mit 


2, 302 5850 multipliciren, fo erhalten wir den natürlichen 
Logarithmus diefer Zahl. 
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Nachdem gezeigt worden ift, wie man den Logarith⸗ 
mus einer beliebigen Zahl berechnet, fol nun noch angege- 
ben werden, wie man aus einem gegebenen Logarithmus 
die zugehörige Zahl ableitet in jedem Logarithmenfyitem. 
Die Entwidelung der Function e*, welche vorher gebraucht 
wurbe, um die Baſis des natürlichen Logarithmenſyſtems 
zu berechnen, indem wir x gleich dem natürlichen Logarith⸗ 
mus der Zahl e, oder gleich 1 fegten, und alſo aus dem 
natürlichen Logarithmus einer Zahl die Zahl felbft ableite- 


Berechnung ber 
Zahlen aus ihren 
a either, 


ten, bat in dieſer Beziehung eine ganz allgemeine Anwend- 


barkeit, und bietet und das Mittel, aus dem natürlichen 
Logarithmus jeder beliebigen Zahl diefe Zahl felbft zu be- 
rechnen. Denn wenn ich den Werth von e* als eine be 
liebige Zahl betrachte, fo iſt x der natürliche Logarithmus 
dieſer Zahl. Indem ich alſo e* durch eine Potenzenreihe 
von x darſtelle, drücke ich damit eben eine Zahl durch eine 
Potenzenreihe ihres natürlichen Logarithmus aus, und kann 
mittelſt dieſes Ausdrucks die Zahl aus ihrem natürlichen 
Logarithmus berechnen. Sol die Gleichung des vor: 
letzten Paragraphen, welche die Entwidelung von e* ent- 
hält, dies anſchaulich darftellen, fo drüde man den Werth 
von e* durch ein einfaches Zeichen y aus, und fege e*==y, 


280 Fünftes Gapitel. 


und demgemäß x — Iy. Gubflituirt man nun in jener 
Gleichung y für e* und ly für x, fo erhält man 
iM Amr.. 
eine Reihe, in welcher * ber Form nach eine Zahl y 
durch ihren nätürlichen Logarithmus Iy ausgedrüdt erfcheint. 
Was die Entwidelung von e* für die nafürlichen Lo⸗ 
garithmen leiftet, das kann die Entwidelung der Function 
a* in eine Potenzenreihe von x für die Logarithmen mit 
der beliebigen Bafid a leiſten. Die Entwidelung der Exr⸗ 
ponentialfunction a" fann zwar in aber Weiſe wie Die 





von e* auß der Differentialgleichung E — = ıy(a) a" ent 


nommen werden, bier aber, wo wir Di Entwidelung von 
e* ſchon Fennen, am fürzeften aus Diefer abgeleitet wer: 
den. Denn wir fünnen a felbft ald eine Potenz; von e 
betrachten, und zwar ift der Erponent, auf deflen Potenz 
e erhoben werden muß, um a hervorzubringen, nichts An- 
deres als der natürliche Logarithmus von a, fo daB wir 
a — el“ haben. - Indem wir ftatt a“ feßen (e!*)*, oder 
was dafjelbe ift, e!", fo dürfen wir lax ald eine Verän⸗ 
derliche fchlechthin betrachten, und die für e* gegebene Ent: 
widelung auf e!* übertragen, und erhalten 

ax __ ex . (a (la.x)’ _ (la.x)’ 

ee — I + — 13 133 +... 

— ax la’x?  1a’x' 
oder a I Tr tis5t.- 

Nun ift x der Logarithmus der Zahl a” für die Ba- 
ſis a; und da die Zahl a* in diefer Reihe durch la und x 
ausgedrüdt erfcheint, fo zeigt biefelde überhaupt an, wie 
in einem logarithmifchen Syſtem mit der Baſis a eine Zahl 
berechnet werben Tann aus dem gegebenen Logarithmus 
diefer Zahl und dem natürlichen Logarithmus der Baſis. 
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Wir kehren nach Diefen Abſchweifungen, welche die —A 
Entwickelung der logarithmiſchen Function betreffen, zur unt und 355 


Aufſtellung der Differentiationsregeln zurück. Bisher haben 
wir die Differentiation der Exponentialfunction und der 
logarithmiſchen Function nur in den Fällen betrachtet, in 
welchen die willkürlich Veraͤnderliche x ſelbſt entweder ber 
Erponent war, oder die Zahl, von welcher der Logarith⸗ 
mus genommen werden follte. - Iſt nun nicht der Loga⸗ 
rithmus von x, fondern der Logarithmus von einer Fun⸗ 
ction von x gegeben, oder ift die Veränderliche der Expo⸗ 
nentialfunction felbft irgend eine Function von x, fo koͤn⸗ 
nen die fo zuſammengeſetzten Functionen in beiden Faͤl⸗ 
len als Yunctionen von Yunctionen betrachtet werden, 
und die Differentiation Taßt fi) nach der Regel des 5. 67 
ohne Schwierigkeit volzichen. Wir beziehen in dem Fol- 
genden der Einfachheit wegen Alles auf natürliche Loga⸗ 
rithmen. 


Haben wir z. B. die Function I(a x) zu differentiiren, 
fo iſt a P x die Function von x, welche den Operationen der 
logarithmifchen Function unterworfen gedacht werden fol. 
Betrachten wir die Function. a+x als eine Veränderliche 
fchlechthin, fo gibt uns die befannte Regel der Differen- 
tiation des kogarithums einer Veränderlichen die Gleichung 
= = Kun fol aber nicht der Differential 
quotient der Function I(a+x) in Bezug auf a+x als 
willtürlich Veraͤnderliche, fondern in Bezug auf x als will- 





fürlich Veränderliche gefunden werden, oder ed foll die 


Function von x angegeben werden, ‚welche dem Yusdrud 
2er gleichzufegen if. Nach der Regel des 5. 67 hat 


man. um dies zu erreichen, den Differentialquotienten ber 


als Yun- 


ae 
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Zunction I(a+x) in Bezug auf (a+x) als willkuͤrlich 
Veränderliche, alſo mit dem Differentialquotienten 
der Function a+x in Bezug auf x als willkürlich Weran- 
derliche zu multipliciren. Da nun der Differentialquotient 
der Function a+x gleich 1 ift, fo bat man 


dia+x) 1 
dx — 





Man erleichtert ſich beſonders bei zuſammengeſetzteren 
Functionen dieſe Dperationen ſehr, wenn man ſtatt der 
Function von x, welche erſt als willkürlich Veränderliche 
betrachtet wird, ein einfaches Zeichen einer Veraͤnderlichen, 
etwa, y oder 3 einführt, und den Differentialquotienten der 
für diefe Weränderliche vorgefchriebenen Function bilbet. 
Seht man in die erhaltene Differentialgleihung flatt v 
oder = die durch dieſe Buchftaben vorgeftellte Junction von 
x wieder ein, fo erhält man im Nenner das Differential 
diefer Function. Da nun flatt des Differentiald eine 
Function von x gefebt werden. fann der Differentiafquo- 
tient derfefben multiplicirt mit dx, fo erhält man, inbem 
man diefen Differentialquotienten im Nenner wegfchafft, 
den Differentialquotienten der Gefamnttfunction in Bezug 
auf x als willkürlich WVeränderliche. 


Hat man 5. B. die Function I(a—x) in Bezug auf x 
als willfürlich Veränderliche zu differentiiren, oder den Aus⸗ 


drud ur) durch eine Function von x barzuftellen, und 
fegt man ald einfaches Zeichen einer Veraͤnderlichen ben 
Buchſtaben z flatt a—x, fo hat man als = — und nad 





da 
Zurüdführung der Function a—x die Gleichung a 
- Run ift F -1 oder da—x)—= —I.dı. 
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Diefen Werth von d(a— x) in die vorhergehende Gleichung 
geſetzt, erhäͤlt man 





dl(a—x) 1 

—l.dx a—ı 

dla—x) _ 1 
dx x 


1x 
Es fei die Function Nax + x :) zu Differentiiren. In . 


ı 
dem man 2 flott ax + x? ſetzt, erhält man zuerft 21, 


on | 
ad ax+ 1?) 1 " 
und dann 77 =. De nun 
d\ax+ x?) ax+x? 


Bi 
ha talent) 


1 
= (2 + . x — :) dx iſt, fo erhält man nah Sub⸗ 


1 Ä 
ftitution dieſes Werthes von d (2 x+x?’ 9 in die vorher⸗ 
gehende Gleichung 


— —— 1 
(a+ I, r)ax ax+x? 


oder 


e \ 


I 
allax +x? )._ ar 22 
dx I 
ax+x? 
Wäre der Logarithmus von dem Logaritimus einer Ver 
änderlichen x, ober die Yunction Ilx gegeben, fo erhielte 
2 2 ı 


man, indem man zuerft = flatt Ix ſetzt, 7 = und 


284 Fünftes. Gapitel. 








dann —— allx = L. Da nun ax Lund dix = Iu 
alx lx dx. x x 

ift, fo bat man 

dilx — 1 

1 .dx ix 

x 

dllx _ 1 — 1 

dx x "1x 7 xl 


Alle diefe Fälle find enthalten in der allgemeinen Form 
f(x). In Bezug auf fx) als willfürlich Weränderlige 


bat man die Differentialgleichung I = en Statt 


df(x) den gleichgeltenden Ausdruck FD) dx fubfli 
tuirt, gibt 


dl ZN 1 
(1) ax f(x) — 16) 
dif(x) 1 df(x) 





dx f(x) ' dx ' 
Diefer Differentialquotient des eogarithmus einer Function 
f(x) iſt nur ein beſonderer Fall des in $. 67 gegebenen 
Differentialquotienten der Function Y[f(x)], und zwar de 
jenige, in welchem die Durch ꝙ im Allgemeinen angedeutet 
Function die Iogarithmifche iſt. Es fei noch die Function 
I(x+1x) nad diefer Berne zu bifferentiiren; man erhält 


di +1x) _ 1 
dx - on- (i + 2) 


Iſt in der Erponentialfunction a“ flatt x eine Fur 
ction von x ald veränberlicher Erponent enthalten, fo fan 
ganz ebenfo verfahren werden. Wäre z. B. die Zunckit 


* zu bifferentiiten, und ſetzte man * J vorläufig 3 


fo erhielte man nach bekannter Regel = — la.» u 
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nah Rüdführung von — ftatt 2, da" —jn.a. Da 
— | | 


x 








44 
— 
nun F d. h. — oder am =—ı?.dx,. 
fo erhält man 
1 — 
das — la. a* 
— 2. dx 
und 
4 1 
da* — la.a* 
x“ — x22 — — 
la.a“.—x ze 
Sei die — Function „(69 ; durch weldhe Sun 
(b*) 


auszudrüden? Statt b" gefeßt z, 





ction von x ig 4 


x 


„B) « 
— 1a..® ) Da 





wird —A a’, und folglich 4 





ih 
ap⸗ 
—— und abe — Ib. bt.dx, fo ift 
a. 289 
| Ib.bi.dx a. 
(b*) ; 
. —1a.a In.» 
x 


Es fei der Differentialquotient der Function e*!“ zu 
bilden. = flatt xix gefebt, ifl die Function e*, und dann 
.„ de* ‚. derk 

bekanntlich * = e* (9. 82) und folglich — Gi) =e 


Es ift nun noch der Differentialquofient der Function xix, 
als eines Probuctes zweier Zunctionen zu entwideln. Nach 


$. 65 iſt aber + k-l+ix ode 


d(xix) = (I+lx)dx. Diefer Ausdrud in die obige 
Gleichung eingefchoben gibt 
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_ dert — eık 

Ayik)a —° 
folglich 

ZT — e:x (1 +Ix). 


Wir brauchen Feine weiteren Beifpiele zuzufügen. In⸗ 
dem man auf diefe Weiſe überall flatt einer Yunction von 
x ein einfaches Zeichen fubftituirt, und vielleicht auch, wenn 
die Beflimmung ded Differentiald diefer Yunction zu com- 
Hlicirt erfcheinen follte, noch eine zweite Subflitution der 
Art vornimmt, theilt man fich die Urbeit, und bat es 
immer nur mit der Differentiation einfacher Kunctionen zu 
thun. Man fieht leicht, daß, fo fern die Differentiationd- 
regeln der einfachen Zunctionen ald bekannt vorausgefegt 
werden, es dabei nichts weiter zu denken und zu erflären 
gibt, und das Ganze nur eine Art Handarbeit ift. 

Sind die Zunctionen Ix und a” mit andern Yunctio- 
nen oder mit fich felbft durch die Operationen der Adbi- 
tion, Subtraction, Multiplication und Divifion verbunden, 


wie in oder in a*.ix u. dergl mehr, fo bedarf die 


Differentiation folcher Formen Feiner weiteren Nachweifung, 
weil die Regeln des vorhergehenden Capitels über die Dif- 
ferentiation der durch die genannten Operationen zufammen- 
gefegten Functionen fi) auf alle beliebigen in der Zuſam— 
menfegung enthaltenen Functionen beziehen. Oder wären 
die Functionen Ix und a‘ der Potenzirung unterworfen, 
wie in (Ix)" und (a*)”, fo fällt die Differentiation folcher 
Formen unter die allgemeine Regel des $. 67, und könnte 
auch,, da man aus $. 68 weiß, daß bei einer beliebigen 


Sunction f(x) die Gleichung OF nfgp- Es 


ftatt hat, den Differentialquotienten aller folcher Formen 
gleich fpeciell diefer Gleichung anpaflen, und würde alfo 


3. D. für die Function (Ix)” erhalten aux)" 1 





— L1L 
dx =n(x) "x 
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In den biöber betrachteten einfachen Functionen, auf Yunctionen mit 
deren Differentiationsregeln wir die Differentiation zufam« seht ML und ment — 
mengeſetzter Functionen zurückgebracht haben, waren Grund⸗ 
zahl und Erponent unabhängig von einander. Es iſt nun 
noch der Fall vorzunehmen, in welchem eine WVeränderliche 
x mit ſich felbft, oder mit einer Function von x, oder 
auch eine Function von x mit einer Function von x als 
Erponent und Grundzahl in Verbindung gefegt erfcheinen. 

In allen diefen Fällen find Grundzabl und Erponent 
in Abhängigkeit von einander. Wenn wir eine Veränder⸗ 
liche x in der Form von x" felbft als eine Zunction von 
x betrachten, fo laufen die eben aufgezählten Zälle auf 
Einen hinaus, nämlich auf den, in welchem Functionen 


von x x ald Erponent und Grundzahl verbunden find. For⸗ 


‚men der Art, wie x", (a)*, (x”)**, (ar)!= find alle mit- 


begriffen in der allgemeinen Form [f(x)] PR, und da wir 
in den Lehren des vorhergehenden Gapiteld ſchon Regeln 
erhalten haben zur Differentiation von Functionen, in wel 
chen andere Functionen auf. jede andere Weiſe arithmetifch 
verfnüpft erfcheinen, nur nicht als Erponent und Grund» 
zahl, fo fehlt zur Volftändigkeit der Differentiationsregeln 
gegebener Sunctionen einer Veränderlihen nur noch diefer 
Bull. 

Die Differentiation diefer Functionen läßt ſich vermit- 
teln durch die logarithmifche Function, weil durch Zurüd- 
führung der Zahlen auf ihre Logarithmen die Verbindung 
der Zahlen ald Erponent und Grundzahl in eine Verbin 
"dung von Factoren verwandelt wird. Denn da der Loga⸗ 
rithmus der Form ab oder 1a” gleich ift bla, fo bat man 
durch Logarithmen diefe Umänderung der Verbindungsweife 
völlig in der Gewalt. Man erhält alfo den Logarithmus einer 
Zunktion von x, in welcher andere Zunctionen von x als 
Erponent und Grundzahl verbunden erfcheinen, und welche 
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Zunction wir durch y” vorftellen wollen, in zwei verfchiebe: 
nen Formen, indem hy” — zly if. Nimmt man beider 
ſeits die Differentiale dieſer Kormen, fo werden dieſe auch 
untereinander gleich fein. Da nun das Differential des 
Logarithmus einer beliebigen durch u vorgeftellten Function 


von x gleich if a , alfo auch das Differential von 15* 


inerſeits gleich if £- , und anderfeits das Differenticl 


von ziy ald eines Vructes zweier Functionen (nach $. 65) 
gleich ift der Summe der Producke, -welche entflehen, wenn 
man jede einzelne Function mit dem Differential der an- 
dern multiplicrt, fo fieht man leicht, dag man das Diffe- 
rential der Gefammtfunetion y* auf diefe Weiſe ausgedrückt 
erhält durch die Differentiale der einzelnen Yunctionen in 
Verbindung mit den einzelnen Functionen und der Ge 
fanmtfunction ſelbſt. Wäre die einfachfte Form foldyer 
Bunctionen, namlich x* geachen, und gefragt, welcher Zun- 


ction von x ber Ausdrud © Ir gleich fei. Man bat zu: 


nächſt 1x“ —= xx. Baterfit die Differentiale genommen, 
. erhalt man 
= x. = Lix. dx = (1 +1x)dx 
‚folglich = — xl + 1x). _ 
Betrachten wir unfere Aufgabe gleich in der höchften All⸗ 
gemeinheit. Seien f(x) und g(x) beliebige Functionen von 
x und die Function tyjjee⸗ zu differentiiren. Man hat 
pK]?? — 6(0)1(. Setzt man die Differentiale 
dieſer Formen gleich, ſo erhaͤlt man 
9x) 

dal)” __P).dfe) eng 
Da nun. die Differentiale der Functionen f(x) und g (x) 
oder dflx) und dy(x) nichts weiter vorfiellen als Die 
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Differentialquotienten biefer Functionen multiplicirt nıit dx, 
oder ‚gleich find (I de >) ax x und (22@) dx, fo fann, 
unfere Diferentialgfeisung auch fo geichrieben werden: 
arm?” _ 4) At) 
[f 81 f&) 

= [1@. 0 ar 2. ar, 


dx + 10.12) ax 


f(x)" dx 
folglich 
p(x) x 
2 — [fx rn. (+ 9 Linz 2). ee 


Auf der rechten Seite der Gleichung ift nichts enthal- 


ten ald die gegebene Function pP” und befannte Fun⸗ 
ctionen f(x), g(x) und If(x) in Verbindung mit dem Dif- 
ferentialquotienfen der einzelnen Functionen f(x) und g(x). 
In fo fern alfo die Differentialquotienten der Zheilfunctio« 
nen f(x) und p(x) für fih ald Functionen von x darge 
ſtellt werden, ift auch der Differentialquotient der Gefammt- 
function [Ex durch eine völig- gegebene Function 
vor x ausgedrüft. 

Wäre 3. B. die Function [I+ ep“ zu Differentiiren, 
fo erbielte man, indem man in vorftehender Gleichung ftatt 
f(x) nur ( + x?) und ‚Haft p(x) überall x" ſetzte, 





1+x’ 3 2 
—E— +8) — 429? ar .mee-i]. 
Als Biferentinlqustiens der Function ar)" erbielte man 


d(m)“ m m—] =] 
— = (x w | ‚mx"-! + Ix®, —|- 

Man kann fich Teicht überzeugen, daß mit diefer zulegt 
entwidelten Regel der Bildung des Differentialguotienten 
einer Function von der Form ſtoyje die ganze Lehre 
von der Differentiation gegebener Functionen einer Verän- 

Snel Li 19 
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derlichen völlig gefchloffen if. Die Unendlichkeit möglicher 
verfehiedener Functionsformen fteht dieſer Umfaßbarkeit der: 
felben durch einfache Regeln nicht im Wege. Iſt nämlid 
eine Function einer Beränderlihen x gegeben, fo ift eine 
beflimmte arithmetifche Verknüpfung der Veränderlichen x 
mit ſich felbft und mit Conſtanten vorgefehrieben. Größen 
fönnen aber arihmetifch verfnüpft fein entweder ald heile 
(Addition und Subtraction) oder ald Factoren (Multipli: 
cation und Divifion) oder ald Erponent und Grundzahl. 
Diefe Verbindungsweifen können ſämmtlich flaftfinden fe: 
wohl für eine Veränderlihe und Conftante ald auch für 
beliebige Functionen einer Veränderlichen. In dem vorher: 
gehenden Gapitel waren ſchon die Differentiafionsregeln ge 
geben für Functionen einer VBeränderlihen, in welchen an- 
dere Functionen ald Theile und als Factoren verbunden 
find, und bier ift die Regel gegeben für Functionen, in 
welchen andere Zunctionen als Erponent und Grundzahl 
verbunden find. Da wegen der volllommenen Flüſſigkeit 
des Begriffs der Function jede durch eine der genannten 
arithmetifchhen Verkmüpfungsweifen zu Stande gebradte 
Verbindung von Zunctionen felbft wieder fihlechthin ale 
eine Function befrachtet werden kann, fo gibt jede beliebig: 
weitere arithmetifche Verknüpfung für folche aus der Zu: 
fammenfegung von Zunctionen beftehende Functionen im 
Mefentlichen nichts Neued. Man wirb überall, indem man 
beliebige verbundene Functionen als Eine betrachtet, doh 
immer nur auf diefelben arithmetiſchen Verbindungsweifen 
flogen, und in dieſer Art der Zufammenfegung umgcebt 
man jede Steigerung und jede neue Form, wenn man je | 
weitere Compflication immer auf den nachgiebigen Begriit 
der Yunction ableitet. Hätte man 3. B. die Function 


ax + x Ip" zu bifferentüren, fo hindert nichts bir | 


Bunction (ax + ſchlechthin als eine Kunction ver 
x zu befrachten, und die ganze zu differentürende Functior 


der Differentiationsregel für die Korm (769) Ma zu unter | 
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werfen; und da in dem dadurch erhaltenen Differentialquotien⸗ 
ten noch der Differentialquotient der Function (ax 4x)(14 bꝰ) 
als unentwidelte Function vorkommt, fo braucht man ben- 
felben, da (ax +) auch eine Function von der 


Form It(x)]0) if, nur nach eben diefer Regel als Zun- 
ction von x zu entwideln, und diefe Entwidelung in den- 
Differentialquotienten der Gefammtfunction einzufchieben. 
Dur ähnliche fucceffive Entwidelung der in einem Diffe 
renfialquofienten noch vorkommenden unentwidelten Differen- 
tialquotienten gewiffer Zheilfunctionen wird man überall 
zum Ziele kommen. Nimmt man noch dazu, daß jede Fun⸗ 
cfion von x derjenigen Operation oder der Zolge von Ope⸗ 
rationen unterworfen gebacht werden Tann, welche durch 
irgend eine Function von x für die Veränderlihe x felbft 
vorgefchrieben ift, und daß die Differentiation einer fo ge- 
bildeten Function, ald Function einer Function, nad) $. 67 
ohne Schwierigkeit ausgeführt werden Tann, fo ift über: 
haupt Feine gegebene Function einer Veränderlichen denkbar, 
welche nicht Durch die bisher entwidelten Regeln differen- 
füirt werden Tönnte. Iſt eine Function von x nur durd) 
ein bloßed Wort bezeichnet wie sinx, cosx und bergl. m.,. 
und nicht gegeben durch eine beftimmte arithmetifche Zufam- 
menfegung der Veränderlihen x mit Conſtanten, fo kann 
nafürlih davon nicht die Rede fein. Iſt mir eine ſolche 
Function als entwidelte_Funttion gegeben, fo wird ihr 
Differentialquotient nach den bekannten Regeln gefunden. 
Eind mir aber gewiffe Beziehungen der Weränderlichen x 
und einer durch sinx bezeichneten Function gegeben, aus 
Denen man auf ihre momentane verhältnifmäßige Stärke 
Des Wachſens fchließen Tann, fo bat dies Verfahren der 
Directen Beftimmung des Differentialquotienten einer unbe⸗ 
kannten Yunction, welches in den vorhergehenden Capiteln 
ſchon an vielen Beifpielen erläutert ift, mit den allgemei- 
nen Differentiationsregeln beliebig arithmetifch zufammen- 
geſetzter Ausdrüde nichts zu fehaffen. 
19 * 


Integrations⸗ 
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$. 87. 
Es fol noch in der Kürze der Integrationdregeln 


regeln, bie au . F 
ben Echren bieles gedacht werden, welche aus ben Regeln dieſes Capitels 


Gapitels folgen. 


durch einfache Umkehrung der analytiſchen Differential» 
gleihungen hervorgehen. Dbgleich Hier leicht ſchon eine 


"ziemlich große Anzahl ſolcher Regeln erhalten werden könn⸗ | 


ten, fo wollen wir doch nur die aus den Differentialquo: 
tienten der Functionen a“ und Ix hervorgehenden erwähnen. 
d-—.a* 

da* — x la _ 
Da x 7 la.a*, fo folgt daß * 
als Differentialquotient gegebene Exponentialfunction a* iſt 
alſo die aus der Function . a durch Differentiation ab- 


geleitete Sunction, und kann demgemäß integrirt werden; 


— ar. Eine jede 





oder aus der Gleichung da — ardx folgt 
ax 1 x 
Jedx = 122" 


Da ferner = — oder de — e“.dx, fo folgt 


Ser.dx = ex. 
. F dix 1 
Aus der Differentialgleichung ı., > x-1 oder 
dix — x71.dx folgt 
Jxtdx = Ix. 


Die wirkliche Darftelung des Integrals von x'Idx Tann 
hiernach nur durch eine unendliche Reihe gegeben werben, 
weil Ix nicht anders als durch eine unendliche Potenzenreibe 
von x entwidelt werden kann. Indeflen läßt man es in 
der Prarid natürlich bei der Zurüdführung dieſes Integrals 
auf die Function 1x bewenden, weil man für die logarith- 
mifche Function ausführlich berechnete Tafeln befigt, je 
wie man überhaupt den Zweck der Integration für erreicht 


anfieht, fobald man ein Integral auf eine Function zurück 


. N 
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geführt hat, deren Werthe man aus Zafeln ablefen kann. 
Es gibt eine gewiffe Anzahl von Functionen einer Veraͤn⸗ 
derlichen, welche außerordentlich häufig gebraucht werben, 
und die fich ſämmtlich nur durch unendliche Potenzenreihen 
der "Veränderlichen berechnen laſſen. Um diefer mühſamen 
und weitläufigen Berechnung bei der Beſtimmung eines 
numerifchen Refultates überhoben zu fein, bat man bie 
Werthe ſolcher Functionen ein für allemal berechnet, und 
in Zafeln zufammengeftelt. Ein großer Theil der Snte- 
gralrechnung beſteht nun in der Zurüdführung der Inte 
grale auf Functionen, für die man Tafeln beſitzt. Es ver 
ficht fich, daß die Integralrechnung, in fo weit fie fich mit 
diefer Zurückführung befchaftigt, ein durch die gerade bes 
rechneten Tafeln beflimmtes fehr zufällige Anfehen gewinnt. 
Denn befüße man Zafeln für die Werthe anderer Fun- 
ctionen und nicht für die Logarithmen und Kreisfunctionen, 
fo würden biefe Regeln ũberfluſſ ig werden, und andere 
ausgedacht werben müſſen. 

da—) 1 


. d(a+x) _ 1 
Da nach $. 85 — und — 7 


d— I — 
d-la—) _ _, fo fieht man, daß die als 
| 


Differentialquotienten gegebenen Functionen und a_ı 


auf Logarithmen ald ihre urfprüngliche Function zurüdges 
führt menden tönnen. Aus den Gleichungen d(la-+x) 


‚dx und I-1a-n)=.—. dx folgen alfo 


oder. 


== = 
Die Integralgleihungen 


1 
iix' de = l(a+x) 


1 
S—: dx — — la— x). 


Diefe beiden Integrationsregein kommen dadurch häufig 
zur Anwendung, daß man gebrochene Yunctionen von x 
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in eine Summe von Partialbrüchen zerlegt, deren Zähler 
conftant find, und Deren Nenner von der Form a+x oder 


a—x find, und welche Partialbrüche von der Form 5* 
oder c. demnach einzeln, integrirt werden fünnen. 


Wir wollen, ohne die Regeln der Zerlegung der gebroche: 
nen Zunctionen in Partialbrüche bier weiter nachzumeifen, 
welches eine Sache der Algebra ift, durch ein ganz einfa- 
ches Beifpiel von dieſem Verfahren der Integration eine 
ungefähre Worftellung zu geben ſuchen. Die Yunction 


—- fei mir gegeben ald Differentialquotient einer unbe 
kannten Zunction y, fo daß 2 = ——— Die gebrochene 


Function a fann als die Summe zweier Brüche 
n ı 


— 


dargeftellt werden, indem ——— {Ir = + —— gleich 


ift, wie man fich durch wirkliche Addition der selben * 
leicht überzeugen kann. Unſere gegebene Differentialgleichung 


dy _ 1 | 
x - kann alſo auch gefchrieben werden 











y_1ı_1 I 1 
dx ?2t+x 21—x 
ı 1ı ‚1.1 
oder Tem — 





folglich y— fl dx+7 5 * 
a 


y ll 9- 10 


\ 
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| da J + x) — Id gleich iſt + ‚ fo bat man 


I+x 
= 31 . 


Nun ift freilich a1 : + 2) als entwickelte Function nad) 





8.81 nichts Anderes ald die unendliche Reihex Har+sr+.. 


und diefe Reihe hätten wir auch ohne Zerlegung der ge: 
brochenen Zunction in Partialbrüche erhalten können, wenn 


wir die Function a ohne Weiteres durch eine Reihe 





integrirt hätten, d. b. wenn wir die Function in der 


Geſtalt (1 — x’)! nach dem binomifchen Lehrfag in eine 
Potenzenreibe entwidelt, und die Glieder berfelben einzeln 
integrirt hätten; aber die Darftellung eines Integral in 
einer gefchloffenen wenn gleich unentwidelten Form Tann 
begreiflicherweiſe ihre Vortheile und Bequemlichkeiten haben. 
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Von der Differentiation und der Entwickelung der 
Kreisfunctionen. 


g. 88. 


Bon den Reit Nachdem wir bie allgemeinen Regeln der Differentia- 


gemeinen. 


tion entwidelter oder nach ihrer arithmetifchen Zufammen- 
feßung gegebener Functionen Einer VBeränderlicden kennen 
gelernt haben, wollen wir noch die Differentialquotienten 
und die Entwidelungen einer befondexen Klaſſe von Yun- 
ctionen in Unterfuchung nehmen, Derjenigen Yunctionen 
nämlich, durch welche der Zufammenhang und die Abhan- 
gigfeit der Kreisbogen und gewifler ihnen zugehöriger gera- 
der Rinien angegeben wird, und welche kurzweg Kreisfun- 


- ctionen beißen. Es verfteht ſich von felbft, DaB von einer 


Aufſtellung der Differentiationsregeln diefer Yunctionen nur 


- in fo fern die Rede zu fein braucht, als dieſelben unmittel- 


bar aus den Eigenfihaften des Kreifed abgeleitet werden 
follen, und die Zunctionen felbft als unbelannt vorausge⸗ 
feßt werden. Aus den direct aufgefundenen Differential 
quotienten diefer Zunctionen follen fie dann ſelbſt erttwidelt 
werden. Daß diefe Functionen von einer befonderen Mid: 
tigkeit und von der ausgebehnteften Anwendung find über: 
al, wo ber Zufammenhang der Beftandtheile und Beſtim— 


- mungen der Raumgeftalten feftgeftellt werden fol, iſt Leicht 


zu ermeflen. Denn alle Beflimmungen der Raumgeftalten 
fommen auf zwei abfolut beferogene erzeugende Urelement: 
des Raumes zurück, und diefe find die reinfortfchreiteni« 


- 
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Bewegung und bie drebende Bewegung, oder als Reſul⸗ 
tote diefer Bewegungen auögefprochen die gerade Linie und 
der Winkel. Die Größenbeflimmung an diefen Elementen 
ift die Lange und der Richtungsunterfchied. Alle Beziehun« 
. gen diefer beiden Elemente und die Darftelung ihrer gegen- 
‚ feitigen Abhängigkeit wird nur möglich gemacht durch ein 
Raumgebilde, in welchem eine Drehung oder ein Richtungs⸗ 
unterfchied mit einer Zänge fo verbunden cerfcheint, daß die 
Zange im geraden Verhältniß der Drehung waͤchſt, und 
daß das Eine für dad Andere gefeßt werden oder als Maß- 
flab defjelben dienen kann. Dieſes Raumgebilde ift allein 
das Durch die Drehung einer. Linie felbft erzeugte, nämlich 
der Kreid. Durch die Kreislinie werden die Drehungs⸗ 
größen oder die Richtungsunterfihiede in Längen umfehbar, 


indem für denfelben Radius bie Längen von Kreisbogen 


fi) verhalten wie die ihnen zugehörigen Winkel am Centrum, 
ober wie die Drehungsgrößen. Alfo nur ein Raumgebilbe, 
welches Drehung und Länge zugleich, und zwar das Eine 
in demfelben Maße ift ald es das Andere ift, d. h. ein 
Kreisbogen, Fann die Brüde zwifchen diefen abfolut hete⸗ 
rogenen Begriffen bilden. Nun erfcheint bekanntlich der 
Zufammenhang zwifchen Längenverhältniffen der geraden 
Linien und zwifchen Winkeln am engften in der Figur von 
der möglichft geringen Seitenzahl, in dem Dreied, in wel⸗ 
chem von den Längenverhältniffen der Seiten, oder wie 
man kurz fagt, von den Seitenverhältniffen unmittelbar 
die Winfel, und von den Winkeln unmittelbar die Seiten- 
verhältniffe abhängen; und in fo fan man Dreiede mit 
einem conftanten Winkel betrachtet, wie z. B. die recht 
winfligen, hängen von Einem willkürlich zu nehmenden 
Winkel die Seitenverhältniffe des Dreiedd, und von Einem 


! 


Seitenverhältniß die Winkel. ab. Während nun zwar bei - 


dem rechtwinkligen Dreied aus dem Einen Beftandtheil die 
anderen folgen, daſſelbe aber als folches gar Fein Mittel 


bietet, diefe Beftandtheile auch zu folgern, oder waͤhrend 


Durch das rechtwinflige Dreied die Ausdehnung eines Zu⸗ 


N 
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fammenhangs gegeben ift, defien Urt und Weiſe füch jeder 

. näheren Beflimmung entzieht, fo fann durch Betrachtung | 
der rechtwinkligen Dreiede, welche in einem Kreis mit den 
veränderlichen Kreisbogen zugleich und in Abhängigkeit von 
demfelben erzeugt werden, bie Urt und Weife bes Zufam: 
menhangs Yon Länge und Drehung volllommen Dargelest 
werben. 

Indem man durch eine Function der Zahl, welche fiir den 
Radius — 1 die Länge des Bogens ab (Fig 34) angibt, ent: 
weber die Länge der Linie ba ober ed oder ae (mobei hd 
und ae fenfrecht auf ca gedacht werden) ausdrückt, oder um: 
gekehrt Durch Zunctionen der Zahlen, welche die Längen dieſer 
geraden Linien angeben, Die Länge des zugehörigen Kreisbogens 
ab ausdrüdt, fo bat man bekanntlich durch diefe Ausdrücke 
ale Mittel in Händen, aus jedem Winkel eined rechtwinf: 
ligen Dreiecks bie Seitenverhältniffe, und aus jedem Sei⸗ 
tenverbältniß die Winkel berzuleiten. Da in dem Kalle, 
ald der Radius den Zahlenwerth 1 bat, diejenige Zahl, 
welche die Länge der Linie bd angibt, zugleich Der Zahlen: 
werth Led Duotienten ch ift, und mithin ein Seitenver: 
bältnig oder vielmehr den ſogenannten Erponenten des Ber: 
bältnifjes angibt, ſo kann flatt des Quotienten dieſer zwei 
Seiten auch der Zahlenwerth der Linie bd genommen wer: 


den. Ebenfo kann für denfelben Ball, daß der Radius den 
Zahlenwerth 1 Hat, flatt des Duotienten der Seiten cd 


und ch, oder flatt = der Zahlenwerth der kinie.cd und 





| ftatt des Quotienten r der Zahlenwerth der Linie ae 


gefeßt werden. Obgleich man nun eigentlich die verhält⸗ 
nigmäßige Stärke des Wachſens ſowohl ald die Abhängig- 
feit des veränderlichen Bogen ab und der GSeitenverhält: 
niffe des rechtwinkligen Dreieds bed beflimmen will, fo 
fann man doch, weil bloße Verhältniſſe und ein Bogen 
wenigſtens zur directen Auffindung ihres Differentialguo- 


ır ım en 
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tienten nicht dienen können, flatt der Zahlenwerthe. ber Sei⸗ 


‚tenverbältniffe oder der Duotienten zweier Seiten die Zah: 


lenwerthe beflimmter gerader Linien fubftifuiren, und fo im 
homogenen Elemente der Raumgrößen bleibend die von ein» 
ander abhängigen veränderlichen Größen in Bezug auf die 
verhältnigmäßige Stärke ihres Wachſens leicht beflimmen. 
Die verhältnißmäßige Stärke des Wachſens ded Bogens 
und der geraden Linien bd, cd und ae bat alfo zugleich 
den Sinn, die verbältnigmäßige Stärke des Wachſens des 
Bogens und der drei Seitenverhältniffe des rechtwinkligen 


Dreieds bed zu fein. Nimmt man die Duofienten n 


3 und 2 —, 1, welhe die drei Seitenverhäftniffe des Dreiecks 


bed angeben, und Sinus, Coſinus und Tangente heißen, 
chb cb und 4 cd in 
ha’ Ti ba’ 

welcher fie die Namen Cofecante, Secante und Cotangente 
führen, fo kann auch nad) der verhälfnigmäßigen Stärke 
des Wachfens diefer Seitenquotienten und des Bogens ab 
gefragt werden. Daß auch die Zahlenwerthe dieſer Duos 
tienten mit den Zahlenwerthen gewifler gerader Linien zu⸗ 
fammenfallen, und zwar für den Radius — 1 der Quo: 


in umgefebrter Form, in der Form — 


tient 2 oder die Secante bes out ab mit-dem Werth 
der Linie c e, der Duotient 27 2 ober die rt mit dem 


Werth der Linie cf, und der Quotient = 5 d oder die Co⸗ 


tangente mit dem Werth der Linie gf — iſt 
bekannt. Es können demnach auch dieſe Seitenquotienten 
durch die genannten geraden Linien mit dem Kreisbogen 
auf eine anſchauliche Weiſe in Vergleichung geſetzt werden. 
Man erhält alſo ſechs verſchiedene von einem Bogen ab 
abhängige Zahlenwerthe, die alle nur einen - Duotienten 
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zweier Seiten des dent Bogen ab zugehörigen rechtwink⸗ 
ligen Dreiecks bed bärftellen. 


Es kann nun von den in Abhängigkeit von einander 
wachfenden Bogen und geraden Linien entweder der Bogen 
-al8 die willfürlich Veranderlihe x angenommen werden, 
und die geraden Linien ald die abhängig Veränderlichen, 
und man erhält die Differentialquotienten der den Zahlen: 
werthen Diefer geraden Linien entfprechenden Seitenquo⸗ 
tienten sinx, cosx, tangx, Cosecx, secx und cotangx, 
| dsinx 
dx ’ 


u. f. w. dargeſtellt werden, oder es können Die 





d. 5. Functionen, durch welche die Ausdrüde 


dcosx 
dx 


geraden Linien al& die willfürlih Veränderlichen angenom- 
men werden, und der Bogen, welcher einem Sinus, Coſi⸗ 
· nus u. f. mw. von dem Zahlenwerth x zugehört, und wel- 
cher durch arc (sin — x), arc (cos — x) u. f. w. bezeich⸗ 
net wird, als die adhängig Weränderliche, und ed werden 


dadurch Functionen für die Ausdrüde d.arc(sin — x), 


dx 
darc (cos —=:x) 

dx 
zwölf Differentialgleihungen geben, durch welche die Gefeße 
der verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens eined Bogens 
und aller denkbaren Seitenquotienten eines mit dem Bogen 
in der angegebenen Weife veränderlichen Dreieds vollftan- 
dig dargeftelt werden. Indem man aus diefen Differen- 
tiafgleichungen die abhängig Veränderlihen durch Integra⸗ 
tion als Functionen ihrer willfürlich WVeränderlichen ent: 
widelt, erhält man in ebenfalld zwölf Gleichungen jeden 
‚der ſechs Seitenquotienten durch Den zugehörigen Kreis- 
bogen, und den Kreisbogen durch jeden diefer Seitenquo- 
tienten ausgedrüdt. Diefe letzteren Gleichungen, durch 
welche die Geſetze der Abhängigkeit von Winkeln und Sei- 
tenverbältniffen im rechtwinkligen Dreied allfeitig dargeftelit 


u. fi w. erhalten werden. Es wird alſo 
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werben, enthalten dann bie vollftändige Löfung des Fun⸗ 
bamentalproblems der ebenen Zrigonometrie. 


5.8. 


Es ſollen zuerſt der Bogen als die willkurlich Veraͤn⸗ ber Pannen 
berfiche x, und die geraden Linien, deren Zahlenwerthe für BE 
einen Radius == 1 den Seitenquotienten entfprechen, ale 
die abhängig Weränderlichen betrachtet werben‘, und bie 
Differentialquotienten der unbekannten durch einx, eosx 
u. |. w. angedeutefen Sunctionen aufgefucht werden. 

1). Heißt der Zahlenwerth des Bogend ab (Fig. 35) 
als die willfürlich Veränderliche x, fo tft sinx der Zahlen- 
werth der geraden Linie db. Läßt man den Bogen wach⸗ 
fen um den Werth von be, fo wächſt der Sinus deſſelben 


um den Werth von ge. Der Duotient. ift alfo der 


Differenzquotient. Der Grenzwerth, welchem ſich diefer 
Differenzquotient bei fortgefeßter Verkleinerung der Zunah— 

men ded Bogend und feines Sinus ohne Ende nähert, ift 

leicht zu. beftimmen. Denn je Heiner die Zunahme be des 
Bogens gefebt wird, defto mehr fällt fie mit der Tangente 
bf des Punktes b zufammen, und defto mehr nähert fich | 
das gemifchtlinigte Dreied gbe einem geradlinigten, wel- 

ches diefelben Winfel wie das Dreied gbf hat, und ihm 
ähnlich if. Die Seiten gf und bf ftellen alfo das Ver: 
bältniß dar, welchem fich das Verhältnig der Zunahmen 

ge und be endlos nähert bei Verkleinerung diefer Zunah— 


men. Der Quotient ET ift als ber Grenzwerth des Diffe: 


renzquotienten * demnach der Differentialquotient des 


Sinus und ſeines Bogens. Man konnte zu demſelben 
Reſultat etwa auch durch folgenden Schluß gelangen. Der 
Differentialquotient des Sinus und des Bogens gibt bekannt⸗ 
lich an, wie die Zunahmen dieſer Veränderlichen ſich ver⸗ 
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halten würden, wenn diefelben mit der im Punkte b vor- 
bandenen momentanen verhältnigmäßigen Stärke des Wach— 
ſens gleichmäßig mwachfend fortgingen, d. h. denn, da bie 
geraden Linien db, he, nur mit einer geraden gleichmäßig 
wachfend fein fönnen, wenn die krumme Linie mit Der Ric: 
tung, die fie im Punkte b bat, als gerade Linie oder in 
der Richtung der Tangente bf fortginge. Alſo ftellen gf 
und bf zwei zufammengehörige beliebige hypothetiſche Fu: 
nahmen vor, welche die Veränderlichen- unter der Voraus— 
fegung des im Punkte b eintretenden srdmäßigen Wat) 


ſens angenommen hätten, und ber Quotient 77 er: der 


Differentialquotient ded Sinus und des —8 Da das 
Dreieck gbf dem Dreied cdb äbnlih, und der Paint 


fbg dem Winkel chd gleich ift, fo ift der Quotient 7 3 


gleich dem Duotient CC, oder gleich dem Coſinus des Be 


gens x. Mithin haben wir 

dsinx 

dx 

Der Differentialquotient der unbekannten Function sins 
erfcheint bier zwar noch durch eine ebenfalls unbekannt: 
und unentwidelte Zunction von x ausgedrüdt; Doch Fan, 
wie wir weiter ſehen werden, diefer durch Differentiaticn 
bervorgebrachte Uebergang der Einen Function in die Ir: 
dere felbft zu ihrer Entwidelung benußgt werden. Zunädi 
laffen wir und an dem Refultate genügen, daß Die. veri: 
derliche momentane verhältnißmäßige Stärke des Wachſen 
ded Sinus und feines Bogens durch den jedesmaligen Wert 
ded Coſinus dieſes Bogens gegeben ift. 


Die Richtigkeit der gefundenen Differentialgleichun 
fann auf bemfelben anfchaulichen Wege der Conſtructien 
durch alle vier Duadranten des Kreifes leicht nachgemida 
werden. Findet man Died zu weitläufig, und wid mau 





== C0BX. 
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den Sat, daß sin(a+b) — sina — 2sin Sb. cos +2 by 


ft, welcher ebenfalld ohne Kenntniß der Yunctionen auf 
conftructivem Wege aus den Eigenfchaften des Kreifed abge- 
leitet werden Tann, ald befannt und feine Gültigkeit als 
für ale Quadranten erwiefen befrachten, fo fann durch 
denfelben auch ohne Hinblid auf Conſtructionen auf rein 
operafivem Wege der Differentialquotient des Sinus gefun- 
den werden. Denn läßt man den Zahlenwerth x des Bo- 
gend um die Zahl k wachen, fo wird die Function 
sin (x + k); und zieht man davon den urfprünglichen 
Werth der Function, namlich sinx, ab, fo ift sin(x-+k) 
— sinx, oder was nach obiger Gleichung daſſelbe if, 


2 sin ak. cos(x + k) die mit. der Zunahme k des Bo— 


gens "verbundene Zunahme. des Sinus. Wird diefelbe 
durh die Zunahme k ded8 Bogens dividirt, fo ftellt 
2 sin ak. cos (x +2 k) 2 sin ir 
EEE "EEE oder L 





‚cos (<x+ SR) 


sin Ir 


l 

Pu 
Sinus und des Bogend dar. Der Grenzwerth Diefes 
Differenzquotienten ift fehr Leicht zu beflimmen. Denn da 
der Sinus eines Bogend und der Bogen felbft fich bei 


Verkleinerung des Bogens ohne Ende der Gleichheit nähern, | 


sin—<k 





.c08 (x + > k) den Differenzquotienten Des 





fo nähert fich der Werth des Bruches bei Verklei⸗ 


Sk 


nerung der Zunahme k des Bogens ohne Ende der Zahl 
1, und I ift der Grenzwerth, dieſes Bruches für ein annul⸗ 


lirtes k. Und da +: =) für ein annullirtes k ın 
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balten würden, wenn biefelben mit der im Punkte b vor- 
handenen momentanen verhältnigmäßigen Stärke des Wach: 
fend gleichniäßig wachfend fortgingen, d. b. denn, da die 

geraden Linien db, he nur mit einer geraden gleichmäßig 
wachfend fein können, wenn die frumme Linie mit der Rich: 
tung, die fie im Punkte b hat, als gerade Linie oder in 
der Richtung der Tangente bf fortginge. Alſo ftelen gf 
und bf zwei zufammengehörige beliebige hypothetiſche Zu⸗ 
nahmen vor, welche die Veränderlichen- unter der Voraus⸗ 
fegung des im Punkte b eintretenden gleicnaſia m Wach⸗ 


ſens angenommen haͤtten, und ber Duotient 77 if der 


Differentialquotient des Sinus und des —8 Da das 
Dreieck gbf dem Dreied cdb ähnlih, und der Winfel 


fbg dem Winkel cbd glei ift, fo ift der Quotient ge 


‚gleich dem Duotient — - , oder gleich dem Sof mus des Bo⸗ 


gend x. Mithin haben wir 

dsinx 

dx 

Der Differentialquotient der unbekannten Function sinx 
erfcheint bier zwar noch durch eine ebenfalls unbekannte 
und unentwidelte Function von x audgedrüdt; doch Tann, 
wie wir weiter fehen werden, diefer durch Differentiation 
bervorgebrachte Uebergang der Einen Function in die An— 
dere felbft zu ihrer Entwidelung benugt werden. Zunaͤchſt 
laffen wir und an dem Refultate genügen, daB Die. verän- 
derliche momentane verhältnigmäßige Stärke des Wachſens 
des Sinus und feines Bogend durch den jedeömaligen Werth 
des Cofinus dieſes Bogens gegeben ift. 


Die Richtigkeit der gefundenen Differentialgleichung 
fann auf demfelben anfchaulichen Wege der Conftruction 
durdy alle vier Duadranten des Kreifes Teicht nachgewiefen 
werden. Zindet man Died zu weitläufig, und will man 





== (C08SX. 
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den Satz, daß sin(a+b) — sina — 2sin Sb. cos +2 b)- 


ft, welcher ebenfalld ohne Kenntniß der Functionen auf 
conftructivem Wege aus den Eigenfchaften des Kreifes abge- 
leitet werden Tann, ald bekannt .und feine Gültigkeit als 
für ale Quadranten erwiefen betrachten, fo kann durch 
benfelben auch ohne Hinblid auf Conftructionen auf rein 
operafivem Wege der Differentialquotient des Sinus gefun- 
den werden. Denn laßt man den Zahlenwerth x des Bo- 
gend um die Zahl k wachfen, fo wird die Function 
sin (x + k); und zieht man davon den urfprünglichen 
Werth der Function, namlid) sinx, ab, fo ift sin(x-+k) 
— sinx, oder was nach obiger Gleichung daſſelbe if, 


2 sin ak. cos(x + ak) die mit. der Zunahme k des Bo— 


gens derbundene Zunahme. des Sinus. Wird diefelbe 
dur die Zunahme‘ k ded Bogens divibirt, fo ftellt 


2 sin Ik. cos (x +, 5 2 sin 1, 


2 
L oder L 





.cos (x + 3% 


sin 1, 
1, 


Sinus und des VBogend dar. Der Grenzwerth dieſes 
Differenzquofienten ift fehr Leicht zu beflimmen. Denn da 
der Sinus eined Bogend und der Bogen felbft fich bei 
Verkleinerung des Bogens ohne Ende der Gleichheit nähern, 


sin —k 





. C08 (x + > k) den Differenzquotienten des 





fo nähert fich der Werth des Bruches bei Verklei⸗ 


Sk 


nerung der Zunahme k ded Bogens ohne Ende ber Zahl 
1, und 1 ift der Grenzwert dieſes Bruches für ein annul- 


lirtes k. Und da +: =) für ein annullirtes k ın 


— — — — — — — — —— 
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cosx übergeht, fo ift 1.cosx der Grenzwerth des Diffe- 


sin —Kk 
renzquofienten — — .„os(x+- * und alſo wie vor: 


— ir 


200.5 
ber cosx der Differentialquotient des Sinus und feines 
Bogend. 


2) Es fol der Differentialquotient des Cofinus und 
des Bogens beftimmt werden. Inden der Bogen ab 
(Fig 35) um den Werth von be wächft, nimmt der Cofinus 
cd um den Werth von dh oder bg ab, oder die Zunahme 
des Gofinus ift der negafive Zahlenmwerth der Linie bg. 


Folglich ift der Zahlenwerth des Duotienten ve negativ 


genommen, oder — 2 Ausdrud des Differenzquotienten. 





Der Grenzwerth des Duotienten m 


angegebenen Gründen nichts Undered als ber Quotient 
5, weil das gemiſchtlinigte Dreieck gbe bei Verkleine- 


rung des Bogens be fich ohne Ende einem gerablinigten 
Dreied nähert, welches dem Dreieck gbf ähnlich iſt. Da 


nun der Duotient ® dr gleich ift dem Quotienten 2, oder 


gleich ift dem Sinus des Bogens x, fo ift der Sinus von 
x negativ genommen der Differentialquotient des Coſinus 
und des Bogend, oder 
d cos x 
dx 


Man. konnte diefe Differentialgleihung auch ſchon ver- 


ift aus den vorher 





> mittelft der vorhergehenden finden, indem man den Coſinus 


des Bogend x buch den Sinus defjelben ausdrüdte. Denn 


da cosx — sin Fu — ) ſo braucht man nur * 
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als eine Function von x, und sin 5 — x) als Function 
einer Function von x anzuſehen, und nad) $. 67 den Dif- 
ferentialquotienten von sin GC — ) darzuſtellen, um 
den Differentialquotienten von cos x zu haben. Setzen wir 
der Einfachheit wegen ſtatt * — x den Buchflaben - 2, 





fo baben wir d = 008 z, und nach Rüdführung des 
d sin (z —x 





Werthes für z, 


6») 


nun = — 1loded 3“ — — 1. dx, 
ſo eilt man durch Einführung dieſes Werthes von 


al-- — -x) die Gleichung nie — de 6-2) 


—1.dx 
ua — x) 


oder 1x = — ol — ) Werden nun 
in diefer Gleichung flatt cos 8 — ) und sin (> — x) 
die ihnen gleichgeltenden Ausbrüde sinx und cosx wieder 


fubflituirt, fo erhält man wie vorher —— sin x. 
3) Die Differentialquotienten der Zangente, der Go- 
tangente, der Secante und der Cofecante fünnen zwar 
fammtlih auch wie die des Sinus und Cofinus aus 
ber Betrachtung der Figur abgeleitet werden, indem Die 
Zahlenwerthe der Linien ae, &f, ce und cf (Fig. 34) bie 
Werthe von Zangente, Cotangente, Secante und Eofecante 


Des Bogend ab vepräfentiren; doch wollen wir ber Kürze 
Snell 1. 20 
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wegen es vorziehen, dieſe Functionen durch Sinus und 
Coſinus auszudrüden, und die Differenfialquotienten der- 
felben gemäß den Regeln, durch welche die Differentiation 
zufammengefegter Zunctionen auf die einfacher Functionen 
zurüdgeführt wird, beflimmen. Zuerft iſt tang x — — 
Da man die Differentiationsregeln ver Zunctionen sin x 


und cosx bat, fo ift die Form u 





< ald Quotient zweier 














cosx 
Funktionen nah $. 66 zu differentiiren. Wir erhalten 
a m) 
con C0O8X.COSx — sinx. —sinx _(ewsx)'4-(einx)) 
(cosx)" (cosx)? ’ 
} =:) 
2 I: cosx ⸗ | 
und, da (cosx)’+ (sinx)’—=1 if, — —— — Ta 
. dtangx - 1 
Folglich dx (cos) 
( cos x ) 
COSX „ sinx 
4) Da cotang x = nz iſt, und — X 
-Gin xx(cosx __ (sinx)’+cosx)’ _ l. 
— (sin x) — (sinx)? — (sin x)ꝰ 
en > d cotang x — 1 - 
jo iſt ix — 0 (may 


5) Die Secante eined Bogens x wird erhalten durch 
Umkehrung des Bruches, welcher den Werth des Cofinus 


angibt, oder ed tft secx = 





in 





1 
Freund Man fann — 


0 
x ß [2 “ “ 
der Form von os. ld Quotient zweier Functionen be: 


(Ge: 3) ex 0-1,- sin: 
(cosx)” 





trachten und erhalt nach $. 66 


sin x 


1 . 
== oder m 
(max)? an fann. — in der Form von 








x 
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(cos x)—1 als Zunction einer Bunction betrachten, und er⸗ 
hält nah $. 67 


d(cosx)! 24 _ sinx 
— = (cosx)-?.—sinx—==(cosx) ‚sinx = (cosx)"' 


Alfo ift 


GC ———— m U ————  SÄSEED — — 


6) Da die Cofecante eined Bogens x dur) die Um: . 
kehrung des Bruches, welcher den Sinus des Bogend x 





darftellt, erhalten wird, oder cosec x — a und 
(u) _ sinx.0 — 1.cosx cosx fo iſt \ 
— Ein x) — — (einx)”’ ' 
desex  _ cosx _ cotang x 
dx (ea)? —  siax 


Die ſechs Functionen sinx, o0sx, tangx, cotangx,-secx - 
und cosecx haben, wie aus den vorftchenden ſechs Diffe- 
renfialgleichungen zu erfehen, das Eigenthümliche, Daß der 
Differentialquotient einer jeden durch irgend eine andere 
oder durch eine Verbindung von mehreren diefer ſechs Fun⸗ 
ctionen gegeben ift, und daß ‘man bei der Differentiation 
dieſer Functionen immer innerhalb des Kreiſes derſel⸗ 
ben bleibt. 


§. 90. 
Es 3 if num nod ber umgekehrte Fall zu betrachten, Di entladen, 
in weldhem die geraden Linien am Kreis, deren Zablen«» nm bi arhängig 


werthe den einzelnen Seitenquotienten des mit dem Bogen 
zugleich veränderlichen rechtwinkligen Dreiedd entfpreshen, 
die willfürlich Weränderlichen find, und der einem durch 
den Zahlenwerth x gegebenen Sinus, Cofinus u. f. w. zu⸗ 
gehörige Bogen die abhängig Weränderlihe ift, und es 
find die Differentialquotienten der Functionen arc (sin=x), 
arc (cos—=x) u. f. w. als Functionen der Beränderlichen x 
darzuftellen. Wie diefe Differemtialquotienten ſehr einfach 
20 * 
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und anſchaulich aus der Betrachtung der Figur abgeleitet 
werden können, indem man den geraden Linien und dem 
Bogen zuſammengehörige Zunahmen ertheilt, und zufieht, 
welche Linien durch ihr Verhältniß den Grenzwerth des 
Differenzquotienten darſtellen, iſt ſchon $. 75 an zwei Bei⸗ 
fpielen gezeigt worden, wo die Differentialquotienten 
darc (ein: a =X) md darc (ang. — auf dieſe Weiſe ge⸗ 
funden wurden. Daß für die übrigen den Werthen der 
Functionen Coſinus, Cotangente, Secante und Coſecante 
- entfprechenden geraden Linien und die ihnen zugehörigen 
Bogen die Differentialquotienten auf demfelben Wege an- 
ſchaulicher Conftruction gefunden werden fönnen, ift leicht 


zu fehben. Bir wollen daher jetzt der Abwechfelung wegen 


ein anderes Verfahren einfchlagen. Da wir Differential: 
gleihungen fuchen zwifchen denfelben Weränderlichen, welche 
in den Differentialgfeihungen des vorhergehenden Para- 
graphen vorkommen, nämlich zwifchen einem Bogen und 
den zugehörigen Sinus, Coſinus, Zangente, Cotangente, 
Secante und Gofecante, und die Veränderlichen nur ihre 
Rollen taufchen ſollen als willkürlich Weränderliche und als 
- abhängig Weränderliche, fo brauchen wir Die vorher gefun- 
denen Differentialquotienten nur umzukehren, und dieſelben 
als Functionen der nun angenommenen willkürlich Verän⸗ 
berlichen auszudrüden. Nun find die hierbei angenommenen 
willkürlich Weränderlichen die Sunctionen Sinus, Coftnus 
u. ſ. w. und die Differentialquotienten derfelben find, wie 
vorher gefunden, ſaͤmmtlich wieder irgend welche von Diefen 
Wunctionen. Wir werden alfo zu unfern Iwede kommen, 
wenn wir im Stand find, jebe von. diefen Yunctionen 
durch die Andere, die als willtürlih Veränderliche gilt, 
auszubrüden. Die Art, wie von diefen Functionen Eine 
durch.die Andere ausgedrüdt werben Tann, wollen wir da⸗ 
bei als bekannt vorausfeßen, indem dies theild aus Der 
Betrachtung der Figur 34 leicht gefunden werben Bann, 
und theils Diefe Weberführungen ber einen Function in Die 


- 
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andere in den Elementen’ der Zrigonometrie überall abge: 
handelt werden. 
. . . deinx 

1) Unfere erſte Differentialgleihung war gg eosx. 
Durch Umkehrung diefes Differentialquotienten erhalten wit 
a = nn Da die Function sinx jebt als die 
willkürlich Veränderliche betrachtet werden fol, fo drüden 
wir fie durch ein einfaches Zeichen einer Veraͤnderlichen, 
durch den Buchflaben = aus, und feten da ſtatt deinx. 
Ift aber z der Sinus eines Bogens x; fo it der Bogen 
x felbft natürlich nichts Anderes als ein Bogen, deffen Si⸗ 
nus gleich z ift, und es iſt flatt x zu fegen arc(sin — 2), 
"und flatt dx ebenfo darc (sin — 2). Indem alfo, wenn 
. stax als die willfürlich Veränderliche genommen wird, der 


Ausdrud rear), haben 





_: fih verwandelt in 





wir ‘auch noch den Werth diefes Ausdrucks, nämlich r 
durch = oder sinx ald die nun angenommene willfür- 
ih Veränderliche auszudrüden Nun ift bekanntlich 
coox — Yl— (sinx). Gemäß unferer Subflitution 
muß alfo flatt oos x gefegt werden YI—-#. Bir er 
halten demnach 


d are Ein — 1 
dz N 


Wil man wieder, wie gewöhnlich, die willkürlich Beränder: 
liche durch x vorftellen, fo bat man 
‚darc(en=x) _ —. 
dx yi-x 
Man wird bemerken, daß diefe durch Umfehrung des Dif- 
ferentialquotienten erhaltene Differentialgleihung Ddiefelbe 
ift, welche wir in $. 75 auf conflructivem Wege abgelei« 
tet haben. | 
2) Der Differentialquotient des Cofinus eined Bo— 





310 Sechetes Capitel. 


gens x war gegeben durch die Braun 





—_ —sinx. 


_ 1 

dcosx six’ 
zeichnen wir den Cofinus des Bogens x durch 2, und 
folglih den Bogen x felbft durch arc (cos—z), und fehen 
wir demgemäß dz flatt doosx und darc(cos—=x) flatt 
dx, fo haben wir noch den Werth des Differenfialquo- 


darc (cos =%) . 1 
— —, welcher iſt — durch = oder 





Durch Umkehrung erhalten wir 


tienten 


cos x auszubrüden. Nun ift snx —= Yl— (cosx)’ 

= yl— 2° und folglich 
darc (cos == 2) 
dd Ts 


3) Durd) Umkehrung des in der Gleihung ——— —— 


7 (x: gegebenen Differentialquotienten baten wir 


a — (cosa). Wird in diefer Gleihung = flatt 
tang x, und demgemäß arc (tang — z) flatt x gefeßt, und 
ebenfo dz flatt dtangx und darc(tang—z) flatt dx, 
fo ift nur noch cosx durch tangx oder z auszubrüden. 





1 1 
O Am —— — — — —— — 2 
a nun cosx — 7; —— — und(cosx) 
= 1 fo Haben wir 
darc(ang= 2) 1 
dz — 1+: 


Hier haben wir diefelbe Differenfialgleihung, welche oben 
$. 75 aus den Linienverhältniffen der : ‚Figur 31 abgeleitet 
worden iſt. 

dc — l 
4) Wird in der Differentialgleihung — —— > an! 
dx 


die Umkehrung vorgenommen, 10 haben wir 7 cotang x 








t 
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== — (sin * Wenn wir z ſtatt cotang x und folglich 
arc (cotang = 2) flatt x feßen, fo haben wir, um den 


d arc (colang ⸗ 3) 
da 


Differentialquotienten als Function von 


3 zu erhalten, nur noch elux durch cotang x oder 2 aus⸗ 
1 1 


zudrüden. Da nun SinxX = ———— —— — 
Y1-+ (cotang x)’ — 


und (kin x) ⸗ * Irz' fo ift 





darc on — =2) _ — — 
da _  I+® 
5) Aus der Gleichung —— — * = - 2 folgt FF sec x 


ner Wir ſetzen z * sec x und arc (sec — 2) 
ftatt.x. Es find noch die Zunctionen cos x und tang x 
beide durch sec x oder 2 auszubrüden. Nun ift cos x 

1 1 — — — 
ec 1 und tag x = V (sec x” — ll vR— l, 
CUSX 











und folgli —— i 
folglich rn * J Alſo iſt 
d arc —* — 2) 
*7 7 22— 1 
6) Endlich folgt aus —— _ TE - dur) 
Umkehrung Dee — nn — Wird cosee x als 


die willkürlich Veränderliche Durch = und x durch arc(cosec=z) 
dargeftellt, fo find noch sin x und cotang x Durch cosec x 
1 ı 


CoBeccX = 
und cotang x = Y(cosccx”" — I = Yz’— 1, und alfo 
sin x 1 — 
colangx — =: Mithin ift 
E darccsece=2) | 
da 2 — 1 





oder a auszudrücken. Nun iſt sin x — 
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Man wird unter den in diefem und in dem vorbergeben 
den Paragraphen aufgeftellten Differentialgleihungen ben 
wefentlichen Unterfchieb bemerken, daß die Differentialquo⸗ 
tienten der unbefannten oder noch unentwidelten Functio⸗ 
nen sinx, cosx u. f. w. ſich ſaͤnmtlich durch eben dieſe 
noch unbekannten Zunctionen der Veränderlichen x darſtel⸗ 
len, daß aber die Differentialguotienten der Functionen 
arc (iin —x), arc (cos — x) u. f. w. durch völlig ent 
widelte und zwar fehr einfache Funetionen der willkürlich 
Veränderlihen x gegeben find. 

Daß die in den beiden legten Paragraphen aufgeftel- 
ten Differenfiationdregeln der Kreisfunctionen von Der aller 
audgebreitetften Anwendung find in der ganzen Differen- 
tialrechnung, wird man in Betracht der beiden Raumele⸗ 
mente, auf welche fie fich beziehen, von felbft erwarten. 
- Sind die Kreidfunctionen mit fich felbft ober mit alkdern 
Functionen zu einer Function combinirt, oder find Fun⸗ 
ctionen einer Kreifunction gegeben, fo wird, da nun die 
Differentialguotienten der einzelnen Kreisfunctionen für fich 
befannt find, die Differentiation aller folder zufammen- 
gefegten Functionen keine Schwierigkeit mehr darbieten, 
und nach den für alle Arten arithmetifhen Zufammenfegung 
geltenden Differentiationsregeln zu bewerkſtelligen fein. 

Wäre die Function z. B. cosx.sinx zu differentiiren, 
fo bat man ein Product zweier Functionen, deren Differen- 
tialquotienten einzeln genommen befannt find, und es folgt 
aus der allgemeinen Regel des $. 65 
un. sinx — (cosx) — (sa). 

Die Function (sinx)” gibt ald Function einer Fun- 

ction nah $. 67 die Differentialgleichung un 
— m (sinx)”"-1.cosx, oder man feße, wenn Died beut- 
licher ift, ſtatt sinx erft ein einfaches Zeichen =, und har 


dat _ mz=—!, und na Rüdführung des Werthes 





da 
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d (sin x)® d — 


eins — n (sin x)" -1. Run if 


— 008 x Oder dEInxX —= wsx.dx, und nad Eufih- 
rung dieſes Werthes von dsinx in die letzte Glei⸗ 


von = zunächft 





. d (sin x)* ml 
chung erhält man rd >” (sin x) oder 
m — m (sinx)"-1.cosx wie vorher. 


Es fei der Logarithmus einer Kreisfunction z. B. 
Itang x als die zu bifferentitrende Function gegeben. Wird 
zuerft = flatt tang x gefeßt, fo bat man nad) bekannter 











dis 1 ditangx 1 
Regel = und demnad) . Timgx ungr' ‚Rum 
‚„Atangx 1 
ift ir — (osx) oder d tang x — (css .dx, und 
folglich, nach Einführung dieſes Werthes von d tang x in 
ditamgx 
die vorftehende Gleichung, IT OS aa oder 
na xy 
al tang _ 1 1 
dx  tangx (cos)? 


Es fei der. Differentialquotient der gunctien cos ginn x 
zu bilden. Nach der im 8. 86 gegebenen allgemeinen Dif- 


ferentiationsregel einer $unction von ber Form ray?” 
erhält man 


inx 8 
er cos xextin 3 (cos x .lcoox — ee), 





C08 X 

Diefe wenigen Beifpiele mögen binreichen, indem es 
fi) ja von felbft verfteht, daß bei Worausfegung der Dife 
ferentiationdregeln der einzelnen Sreidfunctionen für fich 
genommen alle möglichen Zufammenfegungen von Kreid« 
functionen mit fich felbft und mit andern Functionen zu 
ihrer Differentiation nichtd erfordern Tönnen, was in ben 
allgemeinen Regeln nicht enthalten wäre. 


Gntwidelung ber 


Kreisfunctionen. 
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Es bleibt nun noch übrig, die Functionen ſelbſt, deren 
Differentialquotienten in den beiden vorhergehenden Para⸗ 
graphen aufgeftellt worden find, gu entwideln. Die Ent: 
widelung wird, da die Differentiolquotienten auf directem 
Wege gefunden find, durch Integration bewerkſtelligt wer- 
den fünnen, vorausgefeßt, Daß die erhaltenen Differential: 
quotienten nicht feibft noch unbekaunte Funetionen der will 
kürlich Veränderlichen find, ‘ober folche Functionen in ſich 
ſchließen. Bei ber Einen Klaſſe der Kreisfunctionen, bei 
derjenigen nämlich, in welcher Eins der Seitenverhältniſſe 
Sinus, Eofinus, Zangente u. f. w. die willfürlich. Werän: 
derliche x ift, und der Bogen oder Winkel die abhängig 
Veränderlie, alfo bei den Functionen arc (sim — ı) 
arc (cos = x) arc (fang = x), u. f. w., welde gewoͤhn⸗ 
lich cyclometriſche Zunctionen heißen, bat diefe Entwide 
lung nicht die geringfle Schwierigfeit. Denn die Differen- 
tialquotienten diefer Functionen find als fehr einfache ent: 
widelte Functionen von x gegeben, welche ſaͤmmtlich nad, 
dem binomifchen Lehrſatz ald unendliche Potenzenreihen der 
willkürlich Veränderlichen dargeſtellt, und in dieſer Geftalt 


. ohne Schwierigkeit integrirt werden können. Auf dieſem 


Wege haben wir fhon im $. 75 zwei von dieſen Functio⸗ 
nen, nämlich arc (sin — x) und arc (tang = x), entwidelt. 
Da dieſes fehr einfache Verfahren der Entwidelung bei den 


- übrigen cyclometriſchen Funetionen ganz bafjelbe ift, und 


die Ausführung deflelben fehr monoton ausfällt, fo wollen 
wir und mit derfelben nicht aufhalten. Uebrigens können 
die beiden Functionen arc (cos = x) und arc (cotang = x) 
auch ohne Integration ſchon unmittelbar aus den Yunctio: 
nen arc(sin = x) und arc(tang = x) abgeleitet werden. 
Denn da arc(cos = x) = 3 arc (ein = x), ſo haben 
wir mit Benußung der oben für arc (sin — x). gefundenen 
Reihe ohne Weiteres 











J 
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arc(cos —= x) et, 1 13x 1358 
rg 23 245 2467 7 
und ebenfo verbaft es fich mit arc (cotang — x), Da 


arc(cotang = x) = — — arcltang = x) ift. | 


nr 
2 

Hat man aus einem Seitenverhältniß des rechtwink⸗ 
ligen Dreiedes oder aus der den Zahlenwerth dieſes Sei⸗ 
tenverhältnified repräfentirenden geraden Linie den zugehö⸗ 
rigen Bogen im erften Quadranten berechnet, fo verfteht 
fich die Mebertragung auf die andern Duabranten von feldft, 
indem ed hierbei nur auf eine anders zu wählende Con⸗ 
ftante ankommt. Wir können aber diefes und das Detail 
der Anwendung diefer Functionen überhaupt bier füglich 
bei ©eite lafien, da es mit ben Grundbegriffen der Diffe 
renfial- und Integrafrechnung nichts weiter zu ſchaffen hat, 
und den Gegenfland der Zrigonometrie bildet. 

Was aber die Entwidelung der dur einx cosx u. 
f. w. angedeuteten unbefannten Functionen betrifft, welche, 
in fo fern fie den cyclometrifchen Functionen entgegengefegt 
werden, unpaffend goniometrifche Functionen heißen, weil 
chefometrifch und goniometrifch ganz daſſelbe ift, indem eine 
Winkelmeſſung nur durch eine Kreisbogenmeffung vermittelt 
wird und mit derfelben zufammenfällt, umd welche befjer 
trigonometrifche Yunctionen heißen, weil durch Diefelben 
eine Dreiecdöfeite oder ein Seitenverhaͤltniß berechnet wird, — 
was alfo die Entwidelung dieſer trigonometriſchen Functio⸗ 
nen aus ihren Differentialgleichungen betrifft, fo ift es da⸗ 
mit eine ganz andere Sache ald mit der Entwidelung der 
cyclometriſchen. Da nämlich) die Differentialquotienten die 
fer Sunctionen felbft unbekannte Zunctionen find, fo kann 
von einer Entwidelung des Sinus z.B. aus der Gleichung 
: — cosx durch eigentliche Integration natürlich nicht 
die Rede fein. Die weitere Unalyfe des Begriffs der ver: 
häaltnigmäßigen Stärke des Wachſens zweier Weränderlichen, 
und die Beſtimmungen an benfelben, welche man als hö⸗ 
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here Grabe ihrer verhäftnigmäßigen Stärke des Wachſens 
betrachten Tann, deren Unterfuhung aber dem zweiten 
Theile unferer Schrift vorbehalten if, geben nun allerdings 
zur Entwickelung diefer Functionen fehr einfache Mitte, 
welche, ohne eigentliche Integration zu fein, doch mit der- 
felben fehr verwandt find, und in ihrem Effeete zum Theil 
mit ihr zufammenfallen.__ Es werden daher diefe Mitte 
gewöhnlich in Bewegung gefet bei der vorliegenden Auf: 
gabe. - 
Indeffen ift doch Teicht zu fehen, daß auch ſchon bie 
Differentialgleihungen d — cos x und “or == — sin, 
und die in denfelben ausgeſprochenen Cigenfchaften der 
Functionen sinx und cos x hinlängliche Mittel zur Ent: 
widelung derfelben bdarbieten. Iſt eine dieſer Yunctionen 
befannt, fo Fönnen dann natürlich alle übrigen durch Sub: 
ftitution diefer Entwidelung, und darauf folgende Integre: 
tion leicht gefunden werden. Da der Differenfialgquotient 
der Function sinx die Function cos x ift, und der Diffe 
rentialquotient diefer letzteren Yunction wieder sinx ift, nur 
negativ genommen, fo fiebt man, daß die Function sinx 
die Eigenfchaft hat, fich felbft hervorzubringen nur mit ent: 
gegengeſetztem Vorzeichen, fobald man von ihrem Differen- 
tialquotienten wieder den Differentialquotienten nimmt. Es 
verſteht fih nämlich von felbft, daB man jeden Differen: 
tialquotienten ſchlechthin als eine Function der Veränderfichen 
betrachten, und ber Operation bed Differentiirend unter: 
werfen kann, oder von jeden Differentialquotienten wieder 
den Differentialquotienten genommen denken Tann. Diefelbe 
Eigenfchaft, durch zweimalige Differentiation fich felbft her⸗ 
vorzubringen mit entgegengefeßtem Vorzeichen, bat auch 
die Function -coox. Denn der Differentialquotient von 
cosx ift — sinx, und der von — sinx iſt — cosx. Rimmt 
man nun noch die andern aus der Betrachtung des Kreiſes 
fi ergebenden Eigenfchaften der Functionen sinx und 
cos x dazu, namlich daß für x :- O der Sinus von x 








se 


Bon der Differentiation x. der Kreisfunctionen. 347 


ebenfalld gleich Null und der Coſinus von x gleich 1 wird, 
und daß für ein negatives x der Sinus fein Vorzeichen 
wechfelt, der Coſinus aber nicht, fo hat man in diefen 
Eigenfchaften die Mittel zur Entwidelung diefer Functionen 
volftändig zur Hand. 

In fo fern man die Zunctionen sinx und cosx burd) 
Potenzenreihen von x darftellen wollte, brauchte man zu« 
nächſt nur, was fehr Leicht ift, Potenzenreihen von x auf 
zufinden, welche die Eigenfchaft haben, durch zweimalige 
Differentiation ſich ſelbſt hervorzubringen mit entgegenge- 
ſetztem Vorzeichen. Da aber die Functionen sinx und 
cosx durch die eben genannte Eigenfchaft die größte Aehn⸗ 
lichkeit haben mit der Erponentialfunction e*, welche durch 
einmalige Diffesentiation fich felbft hervorbringt, fo ift ber 
zunächit liegende Gedanke, diefe Functionen nicht durch 
Potenzfunctionen von x, fondern durch Erponentialfunctio« 
nen von x mit der Grundzahl e darzuſtellen. Hierzu führt 
und die Betrachtung des Differentialquotienten der Fun⸗ 


ction e”. Denn da = — me” (fiehe $. 85), und 


der Differentialquotient von me”x felbft glei) m’emx und 
der Differentialguotient von m’e== gleih m'ems ift, u. f. 
w., fo fiehbt man leicht, daß man durch den der Veränder⸗ 
lichen x zugefegten Factor m, deſſen auffteigende Potenzen 
in den folgenden Differentialquotienten zu der urfprünglichen 
Sunction em: als Factoren zutreten, es völlig in .feiner 
Gewalt bat, zu beftimmen, nach wie vielmaliger Differen- 
fiation die Erponentialfunction mit der Grundzahl e ſich 
felbft bervorbringen fol entweder mit gleichem oder mit ent« 
gegengefegtem Vorzeihen. Man braudt nur die Zahl m 
fo zu wählen, daß irgend eine beſtimmte Potenz derfelben 
gleich +1 oder —Lif. Sol z. B. die Function e"‘ 
fo. fein, daß fie nach zweimaliger Differentiation, wo fie 
m’,.e”< wird, fich felbft bervorbringt mit ungeändertem 
Vorzeichen, fo muß m’ — +1 fein, und folglich kann 
ftatt m ſowohl +1 als — 1 gefebt werden; oder die Ex⸗ 
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ponentialfunctionen e* und e-* haben bie geforberte Eigen- 
ſchaft. Sol aber die Function em nach zweimaliger Dif- 
ferentiation fich ſelbſt bervorbringen mit entgegengeſetztem 
Vorzeichen, fo muß m’ — — 1 und folglich m —= A, 
und zwar + y—ı und — y{I fein. Functionen von 


diefer Eigenſchaft fi find alfo eV md ey ‚und trefe 
fen alfo in diefer Beziehung mit den Funefionen sinx und 
cosx zufammen. 


Nun müffen auch noch die übrigen charakteriftifchen 
Eigenfchaften des Sinus und Cofinus in Betracht gezogen 
werden. Die Zunction sinx foll für x — 0 ſelbſt gleich 
Nul, und cosx unter denfelben Umftänden — 1 werben. 


Die Zunctionn e”’-! und e */ nehmen für x — 0 
den Wertb 1 an, und den Sinus von x kann alfo eine 
einzelne biefer Functionen jedenfalls nicht darftellen, höch⸗ 
flend den Coſinus. Da aber ferner die Function cosı 
ungeändert bfeiben muß, wenn man das Vorzeichen von x 
verändert, und von den beiden Functionen eV unbe Tr 
feine ungeändert bleibt bei Veränderung des Vorzeichens 
von x, fondern jede in die andere übergeht, fo kann auch 
feine dieſer Functionen für ſich allein den Coſinus von x 
darftellen. Indem aber bei Veränderung des Vorzeichens 
von x jede Diefer Functionen in die andere übergeht, fo 
fieht man, daß blos die Summe diefer Functionen Die 
Eigenschaft hat, bei Veränderung des Vorzeichend von x 
fich felbft gleich zu bleiben, in fo fern zugleich Die Eigen: 
fhaft der Function, durch zweimalige Differentiation fich 
felbft hervorzubringen mit enfgegengefegtem Vorzeichen, er: 
halten werben fol. Auf die Function er/-iı Fate du 
bat alfo die Veränderung des Vorzeichens von x feinen 
Einfluß. Nun fol die Zunction cosx für x — 0 gleid 


1 werden; damit nun die Function er Fu.) Sud u 
welche für x — 0 den Zahlenwertb 2 annimmt, unter 
dDiefen Umfländen gleich 1 werde, braucht man nur jeden 





Bon ber Differenciation x. der Kreisfunctionen. 319 


a derfelben zur Hälfte zu nehmen, und erhält J — 


Fun, v1 
+4 y.® ° 
Die geforderten Eigenfchaften des Gofinus, nämlich nach 
zweimaliger Differentiation fich felbft hervorzubringen mit 
entgegengefegtem Vorzeichen, für x —= 0 den Werth I an⸗ 


Diefe Erponentialfunction von x hat alfo 


junehmen, und bei Veränderung des Vorzeichen von x fi 


felbft gleich zu bleiben. Als Erponentialfunction dargeſtellt 


erhalten wir mithin 
C0O8X = zo 


ya, 1 -va 
+ Fl . 


Um auch bie Kanction sinx durch Erponentialfunctio- 
nen von x barzuftellen, braucht man nicht mehr die für 
die Auffindung des cosx angewandte Schlußreihe zu wie. 
derholen, fondern Tann gleich von der Differentialgleichung 


doosx _ _ nz Gebrauch machen. Dieſelbe belehrt ung, 


dx 
xy-1ı 





dag der Difaentialquotient von cosx oder von 
4 -1 
flelt. Die Ausdrüde der übrigen trigonometrifchen Fun⸗ 
ctionen in Erponentialfunctionen von x verftehen fi dann 
ganz von felbft, da diefelben auf Zufammenfegungen der 
Functionen sinx und cosx hinauslaufen. 

Wir wollen aber diefe für die trigonometrifchen Fun⸗ 
ctionen fo einfach fich Darbietenden Formen, die bei ihrer 
weiteren Verfolgung auf ein zwar höchſt wichtiges und 
intereffantes, aber unferm Hauptgegenftand ganz fremdes 
Gebiet führen, und die zugleich, wenn ihre Bedeutung 


mit — 1 multiplicirt den Sinus von x dar- 


gerechtfertigt erfcheinen fol, noch eine anderweitige ausführ⸗ 


liche Srundlegung verlangen, bier bei Seite laſſen, und 
vielmehr diefe Functionen durch Potenzenreihen von x dar: 
zuftellen fuchen. Es find zwar auch dieſe Potenzenreiben 
eigentlich ſchon durch die gefundenen Exponentialfunctionen 
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gegeben, weil wir eine Funttion von der Form e== nach 
§. 82 ja felbft als Potenzenreihe von x darſtellen können, 
und wir alfo cosx dadurch in einer Potenzenreihe von x 
erhalten, daß ei bie Regel jenes Paragraphen auf die 
beiden Theile — Lv und ne 
und Die erhaltenen Potenzenreihen addiren. Indem wir 
aber hier überhaupt das Recht des Gebrauches imaginärer 
Formen auf fich beruhen laffen, wollen wir uns auf ſolche 
Formen auch nicht flügen, und die Potenzenreihen urfprüng- 
lich entwideln. 

Es fol, zuerft die Reihe für cosx aufgeftellt werben. 
Eine Potenzenreihe der Veränderlichen kann nach zweima⸗ 
figer Differentiation fich felbft hervorbringen nur dadurch, 
dag jedes Glied der Reihe bei diefer Operation in ein an« 
deres Glied der Reihe übergeht, wobei die Reihe zugleid) 
unendlich angenommen werden muß. Wir denken uns bie 
Reihe fo geordnet, daß jedes Glied derfelben nach zweima- 
figer Differentiotion in das nächft vorhergehende übergeht. 
Mithin muß, da bei jeder Differentiation einer Potenz der 
Erponent um 1 vermindert wird, ber Erponent jedes fol 
genden Gliedes um 2 größer fein ald der des vorhergehenden. 
Weil die gefuchte Reihe für x — 0 ben Zahlenwerth 1 
annehmen fol, fo müfjen die Erponenten alle pofitiv fein. 
Und da Potenzen von x mit pofitivem Erponenten ſich alle 
annulliren für den Nullwerth von x, fo muß die Reihe 
das conftante Glied + 1 oder + x’ ald niedrigfte Potenz 
von x enthalten. Die folgenden Potenzen von x find alfo 
x’, X... Damit die Reihe mit lauter pofttiven Expo⸗ 
nenten nach zweimaliger Differentiation ſich felbft hervor: 
bringt mit entgegengefegtem Vorzeichen, fo müffen die Vor: 
zeichen der aufeinander folgenden Glieder abwechſeln. Nen⸗ 
nen wir die Coefficienten der auf das erſte Glied 1 folgen» 
den Glieder a, b, c, d..., fo bat die Reihe für cosx die 
Form 1— ax’ +bx! — cx +dr—... Es find alfo 
nur noch die Goefficienten a, b, c, d zu beflimmen. Das 


U einzeln anwenden, 
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Glied ax’ fol nach zweimaliger Differentiation gleich 1 
werden. Der Differentialquotient von ax? ift 2ax, und 
der Differentialquotient von 2ax ift 2a. Alſo ift, da 


ı  ı la 

mi Ic} Das Glied bx’ gibt 
nach ber erften Differentiation A.bx?, und nach der zweiten 
3.4.bx’. Und da 3.4.bx? — ax, alfo 3. 4. = a 


l .. . 1 
oder 3.4.b = F fein fol, fo iſt b=1937 Ebenfo 


gibt Das Glied cx’ nach der erften Differentiation 6.cx°, 
und nad) der zweiten 5.6.cx'. Nun fol 5.6.cx"—bx‘, 


2a —1 fen ſoll, a — 





alfo 5.6.0 = b, ober 5.6.0 = Tag fein. Folglich 


. “ 1 . 
ie = IAIITA Ebenfo findet man d= 7575678 


u. ſ. w. Wir erhalten alfo nach Einführung der für Die 
Eoefficienten a, b, c, d gefundenen Werthe die Gleichung 
2 4 x® 


X X 
cosxs — 1754 7334 13356 rt 


Aus diefer Entwidelung ded Coſinus ergeben fich leicht 
die Entwidelungen der übrigen trigonometrifchen Zunctionen. 
| dcosx 

Da erftend - 1x 
Differentialquotienten der eben für cosx gefundenen Reihe 
nur mit — 1 zu dividiren braucht, um die Reihe für sinx 
zu baben. Der Differentialquotient der obigen Reihe ift 

3 5 7 





— — sinx, fo fiehf man, Daß man den 


x x X 
tg Ta + Tassen Di 


felben durch — 1 dividirt, Erhalten wir 
3 5 - 


e X x 
snx=—=x — 


X 
123 + 1a3a5 12367 tr" 


Dder da —— 
x 
für cosx die Entwickelung deſſelben ſetzt, die Function 
sin x durch Integration gefunden werden. Denn man bat 
Snell li. 241 


7 





— cosx, fo fonnte auch, wenn man 
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dsinx X x x 

i I Tetra ea rt 
x x* Sf x® 

einx = J1.dxZ DE kerreu 123456 


x° xy’ 


x’ . 
nn gg ta mas Fo 





Die andern trigonometrifchen Functionen ergeben fich 
aus diefen beiden. Da tang x = 3, ſo braucht man 


die Entwickelung von sinx nur durch die von cosx zu divi⸗ 
Diren, und erhält | 


angx — ct gW + — X +... 


—8 
Oder man konnte, da — > as (fiehe $. 89) mit 


dem Duadrat der Entwidelung von cosx in 1 dividiren, 
und die fo erhaltene Potenzenreihe integriren, und wäre zu 
demfelben Refultat gefommen. 


Die für tangx gefundene Reihe hat den Mangel, daß 
Die Coefficienten der einzelnen Potenzen von x nur als 
numerifche Refulfate ohne Angabe ihrer inneren Structur 
und Zufammenfegung erfcheinen, und daß diefelbe fein 
Geſetz über den Fortgang der Coefficienten liefert. Sollte 
in dem Falle, als die Function tangx auf Dem bier ange: 
gebenen Wege entwidelt wird, auch das Geſetz der Eoef 
fieientenbildung beflimmt werden, fo werden dazu einige 
Säge erfordert, die wir nicht als bekannt annehmen wol⸗ 
Ien, und deren Aufftelung und von unferm Gegenftand 
gänzlich abführen würde Wir laſſen es daher bei den 
numerifchen Werthen der Coefficienten fein Bewenden haben. 
Mit den Eoeffictenten der Entwidelungen der Functionen 
cotangx, secx und cosecx verhält es fich ebenfo. In fo 
fern man aber auf dieſes Coefficientengefeg verzichtet, fo 
können die Gntwidelungen dieſer Yunctionen durch die 
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. 1 
Gleichungen cotangx — any, see = und 
cosecX — — ohne Weiteres abgeleitet werben. 
$. 92. 
Die Entwidelungen ſaͤmmtlicher Kreisfunctionen ftellen Xbgefünte Inte 


fih, wie aus dem Vorhergehenten erfichtlich, in unenblichen dle aus dem Bor 
Potenzenreihen der willkuͤrlich Veränderlichen dar. Es ver⸗ vs A e 
ftebt fich Daraus von felbft, dag man fih, ſobald man bei 
der wirklichen Berechnung eined Winkels aus einem Seiten: 
verhältniß des rechtwinkligen Dreiedd oder eined Seitenver ⸗ 
hältniffes aus einem Winkel von diefen Reiben Gebrauch 
machen wollte, überall durch außerordentlich weitläufige 
und mühfame Rechnungen aufgehalten fehen würde. Man 
bat daher für die Bedürfniffe der Anwendung Zafeln, die 
fogenannten trigonometrifhen, entworfen, aus welchen men 
für jeden gegebenen Winkel des rechtwinkligen Dreiecks je⸗ 
des von bdemfelben abhängige Seitenverhältnig, und für 
jedes gegebene Seitenverhältniß jeden davon abhängigen 
Winkel ablefen Tann. Nur in fo fern demnach eine Kreis: 
function immer als eine ihrem Werthe nach befannte Größe 
betrachtet werben darf, kann von Integrationsregeln, durch 
welche die Integrale gewifler Formen auf Kreisfunctionen 
flatt auf unendliche Reiben gebracht werden, die Rede fein. 
Denn in den im vorhergehenden: Paragraph gegebenen 
Entwidelungen der Kreisfunctionen bat man die eigente 
liche Integration biefer Formen. Man weiß 3. B. daß 


Sare (an Or) _ = * oder darc(tang =x)= „dx. 





1 
I+x 


Das Integral von ——.dx kann freilich nur durch eine 


+ 

unendliche Reihe dargeftellt werden, und wir wiflen, daß 
3 ‚& . 

d<=x— 7 + r .... Da aber arc (tang = X) 

21 * 


A 
1+x° 
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bei Vorausfegung trigonometrifcher Tafeln für die Anwen⸗ 
dung wenigftens ald eine entwidelte Function gelten kann, 
fo recht man den Zweck der Integration, wenn man ftatt 


Ir. * zdx kurzweg arc (tang — x) ſetzt. Auf dieſe 


Weiſe bildet man aus den oben in den $$. 89 und 90 
aufgeftellten zwölf Differentialgleichungen ebenfo viele abge: 
fürzte Integrationsregeln, oder Regeln zur Zurüdführung 
gewiffer Integrale auf berechnete SKreiöfunctionen. Diefe 
Kegeln verftehen ſich zwar nad) jenen Differentialgleichun: 
gen ganz von felbft, doch follen zur beſſeren Einpragung 
und der leichteren Meberficht wegen die auf die Weiſe ent- 
ftebenden fo häufig angewandten Subftitutionsformeln bier 
zufammengeftellt werben. | 
Scoosxdx = sinx S—sinxdx = cosx 


1 1 
Saas 1x = uns x  (Giax): — cotang x 


tang x . dx = sec /- solang x — cosec x 
cos x sin x 


N ı 
[= dx=arc(sinx) [— T 1x=arc(cos =x) 
1 1 
fi I .dx=aro(tang—x) [— 1 23-dx=arc(cotang—x) 


N 1 
— i=areeo =) /- ya .dx=arc(cosec=x). 

Die in Ddiefem Gapitel betrachteten Functionen find 
ungeachtet ihrer audgebreiteten Anwendung natürlich doch 
nur eine fpecielle und willfürlih aufgeftelte Klaffe von 
Zunctionen, indem fo gut ald für die Kreislinie auch für 
jede andere frumme Linie Sunctionen gebildet werden koͤnn⸗ 
ten, welche den Zufammenhang zwifchen Eurvenftüden und 
geraden Linien, die von denfelben abhängen, barftellen, 
oder ebenfo auch Functionen gebildet werben Fönnten, 
weiche den Zufammenhang zwifchen andern beliebigen Ele 
menten der Figuren angeben. Uber es find an Wichtigkeit 
keine anderen Functionen diefen, welche den Zufammenhang 
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der Urelemente aller räumlichen Bildungen, ber geraden 
Linie und ded Winkels darftellen, zu vergleichen. Weberdies 
fcheinen die SKreiöfunctionen, deren nächfte Beziehung frei⸗ 
ih auf räumliche Elemente geht, doch noch einen weiteren 
und innigeren Zufammenhang mit dem allgemeinen Weſen 
der Zunctionen überhaupt, d. b. mit dem Wefen der arith- 
metifchen Operationen und der durch Diefelben zufammen- 
geſetzten Formen, und eine tiefere Bedeutung für daffelbe 
zu haben, welde Bedeutung aber bis jebt mehr geahnt 
als erforfcht ift. | 
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Uebungsbeiſpiele zur Anwendung der Differential. 
rechnung. 


g. 98. 


Veberbliden wir dad bisher dDurchlaufene Gebiet, fo Schze vom Bröf- 
fehen wir, daß ed außer den Grundbegriffen der Differen n⸗ 
tial⸗ und Integralrechnung vollftändig die Regeln zur Bil⸗ 
dung ded Differentialquotienten gegebener Functionen, oder 
den operativen Theil der Differentialrechnung, und die 
durch Benutzung der analyfifchen. Differentialgleichungen 
fih Ddarbietenden Integrationsregeln gewiffer Sunctionen 
enthält, nebft den direct beftimmten Differentialquotienten 
. einer befonderen Klaffe von Functionen, nämlich der Kreis» 
functionen, und der Entwidelung derfelben. Auf dem bie- 
berigen Standpunkte ift überall nur davon die Rebe ge 
wefen, die momentane verhältnigmäßige Stärke des Wach⸗ 
fens zweier Veränderlichen zu beftimmen, und diefelbe all- 
gemein in ihrer Abhängigkeit von der willlürlih Veran: 
derlichen oder ald Function derfelben darzuftellen. Der 
nächfte Hauptfichritt, welcher nun in der Grundlegung un- 
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ferer Wiffenfchaft zu thun wäre, ift eine weitere Verfol⸗ 
gung und tiefere Analyfe des Begriffs der verhältnigmäßi- 
gen Stärke des Wachſens zweier Veränderlihen. Demn 
wenn die verhälmigmäßige Stärke des Wachſens veränder- 
(ich ift, fo wird das Wachſen der abhängig Veränderlichen, 
bezüglich auf ein als gleichförmig vorausgeſetztes Wachen 
der willfürlich Weränderlichen, entweder ein befchleunigtes 
oder retardirted fein, je nachdem die Stärke bes Wachſens 
im Zunehmen oder Abnehmen begriffen ift, und es kann 
die Frage entflehen nach der Größe oder dem Maß Diefer 
Befchleunigung des Wachſens, welche als die Stärke des 
Wachſens von der Stärke des Wachſens der Veränderlichen 
zu betrachten ift. Und da diefe Befchleunigung oder Retar⸗ 
dation des Wachfens ſowohl eine zur Ausführung fommende 
oder eine conftante fein ann, als aͤuch wieder eine flefig 
veränberlihe, fo wird fie im letzteren Falle ald bloßes mo- 
mentaned Beftreben zu einer beflimmten Befchleunigung 
bes Wachſens vorhanden fein, und es find die Mittel zur 
Beſtimmung der momentanen Befchleunigung des Wadı: 
fend anzugeben. Und da ferner die Befchleunigung des 
Wachſens, wenn fie veränderlich ift, entweder im Zunehmen 
oder Abnehmen begriffen fein muß, fo Tann nad) der Stärfe 
des Wachſens der Befrhleunigung des Wachſens gefragt 
werden, mag Diefelbe num conftant oder ſtetig veränderlich 
fein, und demnach zur Ausführung fommen oder als blo- 
Bed momentanes Beſtreben vorhanden fein, u. f. w. Doch 
ehe wir und zu dieſem zweiten Hauptfchritt, durch welchen 
die Analyfe der verhältnißmäßigen Stärke bes Wachſens 
vollendet wird, rüften, wollen wir, noch auf dem bisherigen 
Standpunkt verweilend, von dem zurüdgelegten Wege, 
welcher bisweilen Durch ziemlich Fahle Streden der Abftra- 
ction gegangen und dadurch mühfam geworben ift, ein 
wenig ausruhen, und die Anwendung der Differentialrech- 
nung noch in einigen Beifpielen, welche die allgemeine 
Auflöfung umfaflender Probleme enthalten, nachweifen. Da 
die in dem Vorbergehenden gegebenen Beifpiele der Anwen: 











Uebungsbeifpiele zur Anwendung d. Differentialeechnung. 327 


dung größtentheild Ableitungen der Yunctionen aus ihren 
direct beflimmten Differentialquotienten waren, wobei die 
Differentiationsregeln gegebener Zunctionen nur mittelbar 
durch die in ihnen enthaltenen Integrationsregeln zur An⸗ 
wendung fommen, und wir in Betreff der Differentiation 
gegebener Zunctionen uns auf die Aufftelung der Opera- 
tionsregeln befchräntt haben, ohne eine unmittelbare An⸗ 
wendung diefer Regeln nachzuweiſen, fo follen die bier fol« 
genden Beifpiele gerade diefen unmittelbaren Gebrauch bes 
Differentiirend gegebener Functionen zeigen. Wir wählen 
hierzu die Auflöfung zweier allgemeinen Probleme, nämlich 
die fogenannte Lehre vom Größten und Kleinften, und das 
Ziehen der Zangenten an beliebige krumme Linien, deren 
Coordinatengleihung gegeben iſt. Diefe beiden Probleme 
mögen, abgefehen davon, daß fie zur Erläuterung des Ge⸗ 
brauchs ber Differentialrechnung fehr inſtructiv find, auch 
beöwegen bier eine Behandlung finden, weil fie die erften 
umfaflenden Aufgaben gewefen find, welche Leibnig durch 
feinen neuen Calcül löſte, und weil die Verfuche zu ihrer 
Zöfung, fo viel man weiß, ald erfte Veranlaffung zur Er: 
findung der Differentialrechnung gedient haben. 

Mir betrachten zuerft die Lehre vom Größten und 
Kleinften. Wir willen, daß mit dem Wachſen der willfür- 
lih VBeränderlichen nicht blos ein Wachſen oder Abnehmen 
der abhängig Veränberlichen, fondern auch abwechfelnd bald 
ein Wachſen bald ein Abnehmen derfelben verbunden fein 
kann. Denken wir diefen letzteren Fall, fo wird die abhän- 
gig Veränderliche, welche bis zu einem gewiffen Punkt oder 
Werth der willkürlich Veränderlichen gewachfen ift, und 
dann abgenommen hat, in diefem Punkt einen größten 
Werth in Bezug auf ihre unmittelbar vorhergehenden und 
nachfolgenden Größenzuflände angenommen haben. Und 
bat die abhängig Weränderliche bis zu einem gewiflen Punkt 
der willkürlich VBeränderlichen abgenommen, und ift dann 
ind Wachfen übergegangen, fo bat fie in dieſem Punkt 
ebenfalld relativ zu unmittelbar vorhergehenden und nadı- 


328 Siebentes Capitel. 


folgenden Größenzuftänden einen Feinften Werth angenom- 
men. Betrachten wir z. B. die Ordinaten ded Kreifes 
(Zig. 1), indem wir den Durchmeſſer bh ald Abfciffenlinie 
nehmen, fo erreicht bei einem gewiflen Punkt der Abfciffe 
der Werth der Drdinate ein Marimum. Oder es fei, um 
auch ein anfchauliches Beifpiel von einem Minimum zu geben, 
in Fig 36 der Fortfchritt auf der Linie ae vom Punkt a 
aus die Abfeifjenlinie einer Curve, bie nach der Gleichung 
y= x’ —5x+3gebilde if. Die Linie ab fei gleih 1. 
Am Punkt a, wo x — 0 ift, wird gemäß der gegebenen 
Steihung y oder die Ordinate af— 3. Fürx—1wird 
die Ordinate bg = 1. Für x = 2 wird die Ordinate 
ch=]1, für x=3 wird die zugehörige Ordinate di=3 
u. f. w. Die Ordinaten waren ſonach bei wachiendem x 
anfangs im Abnehmen, und dann im Zunehmen, und haben 
alfo für einen gewiffen Werth der Abfciffe einen kleinſten 
Werth erreicht. 

Es Tann nun die Frage entftehen, wie man in ber 
gleichen Fällen denjenigen Werth der willfürlih Veraͤnder⸗ 
lichen findet, bei welchem die abhängig Weränderliche einen 
größten oder kleinſten Werth annimmt. Man weiß ($. 36), 
daB der Differentialgquotient zweier VBeränderlichen pofitiv 
ift, fobald mit dem Wachfen der willfürlich Veränderfichen 
ein Wachſen der abhängig Weränderlichen verbunden ift, 
und daß derfelbe negativ ift, fobald mit dem Wachſen der 
willfürlich Veränderlichen ein Abnehmen der abhängig Ver- 
änderlichen verbunden ift. Gebt alfo bei wachfender will- 
fürlich Veränderlichen die abhängig Veränderliche aus dem 
Wachſen ind Abnehmen über, oder erreicht fie ein Maximum, 
fo gebt der Differentialquotient aus einem pofitiven Werth 
in einen negativen über; und geht die abhängig Veränder: 
liche aus dem Abnehmen ins Wachfen über, fo geht der 
Differentialquotient aud einem negativen Werth in einen 
pofitiven über. Da dieſer Uebergang aus einem pofitiven 
Werth in einen negafiven, und der umgekehrte Uebergang, 
in fo fern er ftetig fein fol, wie bei fletiger Veränderung 
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der Stärke des Wachfend oder bed Differentialquotienten 
nothwendig ift, nur durch den Nullwerth ftattfinden Tann, 
fo muß im Zuſtand des Marimums oder Minimumd der 
abhängig Veränderlichen der Differentialquotient den Werth 
Null annehmen. Wenn ich aber weiß, daß für folche Zu« 
ftände der Differentialquotient gleich Null fein muß, fo 
brauche ich nur den aus der gegebenen Function ableitbaren 
Differentialquotienten gleich Null zu feßen, und in der erhal« 
tenen Gleichung die willfürlich Weränderliche auf eine Seite 
der Gleichung zu fihaffen, um denjenigen Zahlenwerth der⸗ 
felben zu finden, für welchen die abhängig Weränderliche 
ein Marimum oder Minimum wird. Iſt der Differential- 
quotient nicht ald eine entwidelte Sunction der wilfürlih - 
Veränderlichen dargeftellt, und will man dieſe Entwidelung 
nicht vornehmen, fo muß man aus den Relationen, welche 
die unentwickelten Functionen in dem gleih Null geſetzten 
Differentialquotienten zeigen, die Bedingungen entnehmen, 
unter welchen ein Minimum oder Marimunı ftattfindet. 
Um alfo 3. B. in der Curve fghi (Fig. 36), deren 
Coordinatengleihung „=x’— 3x +3 war, den Werth 
der Abfciffe zu finden, für welchen die Ordinate ein Mi- 
nimum wird, bildet man zunächft den Differentialquotien- 


ten der Coordinaten, und erhält a7 = 2x —d In 


dem Moment, wo bei wachfender Abfeiffe die Ordinate ihr 
Minimum erreiht, gebt der Differentialquotient 2x — 3 
in den Nullwerth über. Aus diefer Bedingung, daß 
2x — 3 fein fol, folgt aber 2x=3, oder 2. 
Folglich ift in der Mitte zwifchen den Punkten b und c, 
wo x den Zahlenwerth = bat, das Minimum der Ordi⸗ 


nafe erreicht. Dder wenn wir in_dem Kreis (Fig. 1) ben 
Durchmeſſer bh als Abfeiffe nehmen, und den Radius =r 


1 
ſetzen, fo haben wir die Ordinate y= (21x — x’)?, und 


Beifpiele zur ” 
Lehre vom drht- 
ten und Kleinſten. 
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d 1, — r—x u 

Fr =; (Arx— x’) ? (AR ——— . gür 
(2rx— x’)? 

den Zuftand des Maximums der Ordinate haben wir alfo 


die Bedingungsgleichung — 0 oder —x—=0, 
(Arx— x’)? 

alfo r—=x, und fehen, daß die Ordinate im Mittelpunfte 

bes Durchmeffers ihr Marimum erreicht. 


Man wird hieraus erfehen, daß das Differentüren ge 
gebener Zunctionen allgemein die Mittel darbietet, denjeni- 
gen Werth der willkürlich Weränderlichen zu finden, für 
welchen der veränderliche Werth der Function oder die ab» 
haͤngig Veränderliche ein Größtes oder Kleinfted wird. Ob 
aber der Differentialquotient bei feinem Einfritt in den 
Nullzuftand aus einem pofitiven Werth in einen negativen, 
oder umgefehrt aus einem negativen Werth in einen pofiti- 
ven übergeht, d. h. ob bie abhängig veränderliche Größe 
ein Marimum oder ein Minimum erreicht, died kann bier: 
durch allein nicht entfchieden werden, fondern erfordert eine 
Beachtung des Werthes des zweiten Differentialquotienten. 
Da wir aber bier von dem zweiten Differentialquofienten 
noch feinen Gebrauch machen, fo wollen wir in den fol: 
genden Beifpielen dieſes, ob die abhängig Veränderliche 
ein Marimum oder Minimum annimmt, ſchon ald befannt 
vorausfegen, wie man es benn auch in der Regel im 
Voraus fchon weiß, und blos die Werthe der willfürlich 
Veränderlichen für diefe Zuftände auffuchen. 


$. 9. 


1) Denken wir bei einem fenkrechten Cylinder bade 
(Fig. 37) die eine ebene Örenzfläche be weg, wodurch der: 
felbe wie ein cylindriſches Hohlmaß erfcheint, fo wird, wie 
leicht zu ſehen, bei demfelben Cubilinhalt des Cylinders 
die Oberfläche fehr verfchieden ausfallen, je nachdem man 
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das Verhältnif des Rabius der Grundflähe und der Höhe 
annimmt, und zwar fann fowohl durch unmäßige Verklei⸗ 
nerung des Radius ca und entfprechende Vergrößerung 
der Höhe ab, als auch umgekehrt durch Vergrößerung des 
Radius ca und entfprechende Verfeinerung ber Höhe die 
Derfläche des Cylinders jeden beliebig großen Werth an- 
nehmen, ohne daß der Eubifinhalt verändert wird. Man 
kann alfo fragen, in welchem Verhältniß muß man den 
Radius der Grundfläche und die Höhe eined Cylinders 
nehmen, damit für denfelben Cubilinhalt die Größe der 
Dderflähe ein Minimum wird, oder, um ein praftifches 
Intereffe daran zu knüpfen, welche Form muß man einem 
cplindrifchen Hohlmaß geben, damit man das wenigfte Ma: 
teriol zu demfelben verwendet. Der Radius der Grund- 
fläche und die Oberfläche des Cylinders feien die von ein: 
ander abhängigen veränderlichen Größen. Denft man fid) 
irgend einen beftimmten Gubifinhalt des Cylinders, und 
zuerft den Radius fehr Hein, fo wird mit wachſendem 
Radius die Größe der Oberfläche anfangs abnehmen, und 
endlich bei fortgefehtem Wachfen des Radius wieder zu- 
nehmen, und alfo bei einem gewifien Werth des Radius 
ein Minimum erreichen. Wir -müffen -zumächft die verän- 
derliche Oberfläche als Function des willkurlich veränderli- 
hen Radius ausdrüden. Heißt der veränderliche Radius 
x, die zugehörige Höhe des Cylinders h, und der unver⸗ 
änderliche Cubikinhalt C, fo iſt befanntlih O=—=x’rz.h 
und folglih h= 5, . Die gebogene Seitenfläche des 
Cylinders ift = 2xan, oder, für h feinen eben gefunde- 

'Ixn.C 2C 
nen Werth gefeht, — „7° 


die gefammte Oberfläche, die gebogene mit Einſchluß der 


ebenen Grundfläche, durch F vorftellen, fo ift F— 2 + xn. 


Penn wir nun 





Folglich * — -- 20x? + 2x. Für den Zuſtand 
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des Minimums der Oberflädhe Fit — 2Cx?-+2xn=0, 
3 


oder 2 nx = 20 alfo el oder x = VC. 
x 7 


Bei jedem gegebenen Cubifinhalt C wird man bier: 
nach den Werth des Radius beftimmen koͤnnen, bei wel- 
chem die Oberfläche des Hohlmaßes die möglichft Heine ift. 
Wollen wir aber allgemein die dabei flattfindende Form 
des Gefäßes beflimmen, fo brauchen wir nur noch den 
Werth zu berechnen, welchen die Höhe h für einen Radius 

3 


— VS annimmt. Wie vorher bemerkt, ift h= ni ,‚ und 


7 x 


3 
folglich, flatt x den Werth ‘C geſetzt, 
v? 


7 
3 2 
h C (* 0) . (Y „) / C 
= 7 u ⏑ 7 
(Yo). Kl) 
(Yr) 
Die Oberfläche des Hohlmaßes erreicht alfo ihr Minimum, 
wenn die Höhe ten Radius der Grundfläche gleich ift. 
Man Eonnte bei der Auflöfung diefer Aufgabe auch 
die Oberfläche F conftant annehmen, und den Eubifinhalt 
.C veränderlih, und hätte dann gefragt, welche Form muß 
das Hohlmaß haben, damit bei derfelben Oberfläche der 
Eubifinhalt ein Maximum werde. Es wäre dann der ver: 
änderliche Cubikinhalt durch eine Function des veränderli- 
hen Radius x auszudrüden. Nun ifl, wenn wir die Be 
deutung der Buchftaben C, F und h beibehalten, F=x’n 


2 
+ 2axh,, und folgli =”. Und da O —xa.h, 
| x’. n(F — x’n) 


fo ift, flatt h fein Werth gefegt, C = 5 


x(F— x’) Fx—nx’ ‚a dC 1 3, 
m gm Jg Folglich iſt nat 3 nX. 
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Für den Zufland des Marimums ift — F— —R 

oder ot und x = vE Setzt man in die Glei⸗ 
37’ — V 3n' 

F— x’ 


Inx ” flatt x den für das Maximum gel» 





hung h = 
tenden Werth 3 fo erhält man nach gehöriger Zus 


fammenziehung h= 32 alfo wie vorher Die Höhe 


gleich dem Radius der Grundfläche. 

Molte man für einen Cylinder, deſſen beide ebene 
Grenzflächen mitgerechnet werden, die Form beflimmen, bei 
welcher feine Oberfläche ein Diinimum wird, fo würde man 
durch Anwendung deſſelben Verfahrens finden, daß die 
Höhe des Cylinders doppelt fo groß fein muß als der Ra- 
dius der Grundfläche. 


2) Sol ein prismatifcher Stab, defien Duerfchnitt 
ein Parallelogramm ift, und der an feinen Enden unter: 
fügt ift, durch ein in feiner Mitte angebrachte Gewicht 
oder durch einen Drud zerbrodhen werden, fo ift Diefer 
Drud, bei übrigens beliebig angenommener Zeftigfeit des 
Stoffes, abhängig von der Länge, dee Breite und der Höhe 
oder Die des Stabed; und zwar wächlt, wie bier als 
befannt vorausgefegt werden fol, diefer Drud im einfachen 
Verhaͤltniß der Breite, im quadratifchen Verhältniß der 
Höhe, und im umgekehrten Verhältniß der Länge des Sta- 
bes, fo daß, den Drud durch P, die Länge durd) L, die 
Breite durch B, und die Höhe durch H vorgeftellt, 
P = * iſt. Man ſieht hieraus, daß bei einem Stabe, 
deſſen Breite und Höhe verſchieden find, zum Zerbrechen 
ein ungleicher Drud erfordert wird, wenn man ihn auf 
die breite Seite und wenn man ihn auf die fehmale Seite 
fegt, indem hierbei die Größen B und H ihre Rollen tau: . 
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ſchen. Ein Lineal z. 2. fei 10 Linien breit und 1 Linie 
did. Sieht man von der Länge, weil fie unveränderlich 
ift, ab, fo werden die zum Zerbrechen des Lineald nöthigen 
Drudftärken, je nachdem man daffelbe auf die breite oder 
auf die ſchmale Seite legt, fich verhalten wie 10.1? zu 1.10%, 
wie 10 zu 100. 

Sollte nun aus einem cylindrifchen Baumſtamm, def 
fen Querfchnitt der Kreis abfge (Fig. 38) iſt, ein paral- 
lelopipedifcher Balken gefchnitten werden, fo wird nicht, 
wie man anfangs wohl zu denken geneigt fein würde, der 
quadratifche Balken der flärkfte fein. Denn denkt man in 
dem Quadrat abde die Höhe de ein wenig vergrößert, 
und die Breite etwas verkleinert, fo wird anfangs beim 
erften Heraustreten aus der Figur ded Duabrats die Höhe 
faft ebenfo viel zunehmen ald die Vreite abnimmt, und 
folglich das Product der Breite und der zweiten Potenz 
der Höhe, ald Ausdrud der Feſtigkeit des Balkens, offen- 
bar im Wachfen begriffen fein. Wenn aber durch dies Ab- 
nehmen der Breite der Balken ſchon fehr ſchmal geworben 
iſt, fo wird mit einer fehr geringen Zunahme, ber Höhe 
eine fo bedeutende Abnahme der Breite verbunden fein, daß 
das Product der Breite und der zweiten Potenz der Höhe 
abnimmt bei weiterem Wachfen der. Höhe. Da alfo der 
quabdratifche, oder, wie man noch unbedenflicher behaupten 
kann, überhaupt ein fehr breiter Balken fo wenig der flärffte 
fein Tann als ein fehr fchmaler, fo fol die Figur des ftärf- 
ſten Balkens beftimmt werden. 

Die wachſende Höhe des Balkens fei die willfürlich 
Veränderliche und. beige x. Stellen wir den conflanten 
Durchmeffer be durch D vor, fo ift die der Höhe x zugehö- 
rige Breite VD’—x?. Das Product der Breite und der 
zweiten Potenz der Höhe, oder die Function ?yD’— x’, 
ift Ausdruck der veränderlichen Feſtigkeit, welche F beißen 


| 4 
möge. Wir haben alfo F= x’(D’— x?)?, und ‘x — 
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lyı .N-4 4 
— x; (D — x) 2? ‚2x+ (D’ — x) ? .Ix, oder nach 
xD? _ 3x? 
gehöriger Zufammenziehung nd Zür den 
| Di’ — x)? 

Zuftand des Maximums der Stärke des Balkens ift 
ru — sr — 0, oder 2xD’ — 3x" — 0, und alfo 
W— x)? 

x—=D v2 Um allgemein das Verhaͤltniß der Höhe 


und Breite beim ftärfften Balken zu haben, müffen wir 
auch die Breite durch D ausdrüden. Die der Höhe x 


zugehörige Breite B war YD’— x’, und hierin flatt x 
den Werth py2 gefegt, gibt B= Yo 2p— zD' 


— pyl. Höhe und Breite verhalten ſich alfo wie 


py2 zu pyi oder wie y2ıı. Conftruiren wir aljo 


im Kreis zwei rechtwinklig zufammenfloßende Sehnen fg 
und gh, welche ſich verhalten wie 1 zu |/2, fo ift der 
Balken mit dem Querfchnitt fghi der ftärkfte von allen, 
die berausgefchnitten werben Fünnen. 


3) Ein Körper werde in der Richtung ab (Fig. 39) 
fchief in die Höhe geworfen, fo daß er mit der Horizontal. 
linie af den Winfel baf oder den Winkel x bildet. Die 
anfängliche Wurfgefchwindigkeit in Fußen ausgedrüdt, und 
auf die Secunde als Zeiteinheit bezogen, heiße c. Zerlegen 
wir die Gefchwindigkeit c, welche Durch die Länge ae dar⸗ 
geftellt fein fol, nad) dem Parallelogramm der Gefchwin- 
Digkeiten in eine ſenkrechte ag und in eine horizontale af, 
fo ift die horizontale af durch c.cosx, und bie ſenkrechte 
ag durch c.sinx auszubrüden. Die horizontale Geſchwin⸗ 
Digfeit bleibt für denfelben Winkel x conftant, und beträgt 
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in jeder Secunde c.cosx Fuß. Die fenkrechte ift durch Die 
Gegenwirkung der Schwerkraft veränderlih. Um die Di- 
flanz zu beflimmen, in welcher der geworfene Körper im 
Fallen die horizontale Linie wieder erreicht, bat man nur 
die Anzahl der Secunden auszudrüden, weldhe ein Körper 
zum Steigen und Herunterfallen braucht, der mit der Ge 
fhwindigfeit c.sinx in die Höhe geworfen wird, und dieſe 
Anzahl von Secunden mit der Horizontalgefhwindigkfeit 
c.cosx zu mulfipliciren. Die Anzahl der Secunden, wäh» 
‚rend welcher ein Körper fleigt, findet man aber, wenn man 
die in Fußen ausgedrüdte fenfrechte Anfangsgefhwindigkeit 
durch 30 dividirt. Folglich fleigt in unferm Falle der Kör- 
2 T Secunden. Und da er ebenfo lange fällt, fo 
verflreichen während der ganzen Wurfbewegung ded Körpers 
2.2 Secunden. Stellen wir die in der Horizontalrich⸗ 
tung erreichte Diftanz durch D vor, fo ift alfo 
c.sinx ce 
15 . c. cosx = 75° .sinx.cosx. 

Diefe Diftanz hängt hiernach bei gegebener Wurfgefchwin- 
digkeit nur von dem Winkel x ab, und iſt mit demfel- 
ben veränderih. Der für den Beth, der Horizontal⸗ 











diſtanz des Wurfes gefundene Ausdrud T- „.sinx coax zeigt, 


daß diefe Diftanz jeden beliebigen Brad von Kleinheit an- 
nehmen fann, fowohl wenn der Winkel x ſich dem rechten 
Winkel, ald auch wenn er fih dem Nullwerth ſtark anna 
hert, weil in beiden Fällen der eine veränderliche Factor fich 
dem Nullwerth nähert, während ber andere veränderliche 
Factor fi der Zahl 1 nähert, wie auch ſchon daraus zu 
fehen ift, daß in dem Falle, ald der Winkel x fi) dem 
rechten Winkel nähert, von der Wurfgefchwindigkeit nur 
ein Heiner Theil auf bie Horizontalgefchwindigkeit kommt, 
und alfo die Diftanz nicht groß werden kann troß ber Höhe 
des Steigend, und daß in dem andern Falle, ald der Win- 
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fel x fehr Elein wird, die Zeit der Wurfbewegung fo abge: 
kürzt wird, daß auch bei ftarfer horizontaler Geſchwindig⸗ 
feit die Diſtanz dennoch gering wird. Läßt man alfo den 
Winkel x vom Nullwerth aus wachfen, fo wird bei einem 
beftimmten Werthe defjelben die Horizontaldiftang des Wur⸗ 
fed ihr Marimum erreihen. Wir bilden alfo den Differen- 
tialquotienten der von einander abhängigen Veranderlichen D 


und x, und erhalten aus der Gleichung D= =7,.einx.cosx, 
die Differentialgleihung 4 > — 5 [(cosx)?’ — (sin Be Für 
Das Marimum der Wurfdiſtanz if 15[(cos x)’— (sin x)’]=0, 


2 7 
oder 1, (0082)? = 15 elax)i, oder cosx — sinx. Auch 


ohne den Winkel x aus Diefer Gleichung zu entwideln, kann 
man aus der Bedingung, daß für den weiteften Wurf 
cosx — sinx fein fol, entnehmen, dag der Winkel x ein 
Winkel von 45° fein muß. 


Wollte man lieber eine entwidelte Sunction der will 
fürlich Veränderlichen x für den Werth der abhängig Ver: 
änderlichen haben, fo nehme man die mit dem Winkel baf 
zugleich veränderliche fenfrechte Steiggefhwindigkeit ag als 
die willfürlih Weränderliche x, wobei x die Anzahl der 
Fuße darftellt, welche mit der Anfangsgeſchwindigkeit des 
ſenkrechten Steigend in einer Secunde zurüdgelegt werden. 
Die horizontale Geſchwindigkeit beträgt alsdann V®— x 
Zuß für die Secunde. Da ein Körper, der mit ber er 
ſchwindigkeit von x Fuß ſenkrecht zu fleigen anfängt, nad) 


15 Secunden wieder beruntergefommen ift, fo ift die Dir 


ſtanz D = 15. v°—x Bu Hieraus folgt 


et Kant 
„e—x) * x-4 (c - x’) 15° 


Snell . 22 
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ı__ 2 
oder nach gehöriger Zufammenziehung, Er = ar _ 
15(c — x?) ? 
?__Iy? 
Für nie _ — 0O oder — 2x — O wird x —* 


Ist — x)? 
Holglich verhält fi) bei dem weiteſten Wurf x zu c, oder 
in der Figur 39 ag zu ae, wie 1 zu /2, woraus benn 
wie befannt der Winkel baf — 45° ſich ergibt. 


4) Wenn von einem Punkt d (Fig. 40) Licht fallt auf 
den Punkt b einer Fläche, fo hängt, abgejehen von der zu: 
fälligen Intenfität des vom Punkt d ausgehenden LXichtes, 
die Stärke der Beleuchtung, welche der Punkt b empfängt, 
ab von der Entfernung db und von dem Neigungswintel, 
unter welchem der Lichtſtrahl db auf die Fläche auftrifft. 
Es ſei dc ſenkrecht auf die ebene Fläche, und alfo der 
Winkel Abe der Reigungswinfe. Es ſteht nun, wie als 
bekannt angenommen werden fol, die Beleuchtungsftärke 
des Punktes b im umgekehrten quadratiſchen Verhaͤltniß 
der Entfernung db, und im directen Verhältniß des Sinus 
des Winkels dbe. Wenn wir ben lichtgebenden Punkt d 
auf der Linie dc herunterrüden laſſen, fo wird zwar die 
Entfernung db Kleiner, aber auch der Sinus des Winkels 
dbc Meiner, und dabei kann, wie leicht zu fehen, durch 
fortgefegte Annäherung des Punktes d an den Punkt c die 
Lichtftärfe in b beliebig Hein gemacht werden. Und wenn 
der Punkt d durch Verlängerung der inte cd fich weiter 
von b entfernt, fo kann, obgleich die Strahlen immer mehr 
fentrecht auffallen, durch fortgefeßte Vergrößerung ber Linie 
cd die Lichtftärke in b ebenfalls beliebig Fein gemacht wer: 
den. Läßt man alfo den lichtgebenden Punkt von c aus 
auf der Linie cd heraufrüden, fo wird die Lichtftärke in b 
anfangs zunehmen und dann abnehmen, und bei einer 
gewiffen Höhe des Punktes d ein Marimum erreichen. Wäre 
3. B. die Fläche, auf welche das Licht fällt, ein Zifch, uber 
defien Mitte eine Lampe hängt, die beraufe und berunter- 
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gelaffen werden Tann, fo kann man fragen, wie hoch muß 
die Lampe gehängt werben, damit auf einen Punkt b, der 
in einer beflimmten Entfernung ch von der Mitte des 
Tiſches ift, Das Maximum dev möglichen Beleuchtungsftärke 
falle. 

Die conftante Entfernung ch (Fig. 40) heiße a, die 
veränderfiche Höhe cd heiße x, und die nach b fallende 
veränderliche Lichtſtaͤffe L. Die der Höhe x zugehörige 
Entfernung der Punkte d und b ift VE +». De Sinus 


des Neigungswinkels dbe iſt 3, alſo hier 


Da nun die Beleuchtungsſtärke im Punkt b im directen 
Verhältniß dieſes Sinus, und im umgekehrten quadratifchen 
Verhältniß der Entfernung bad oder Yx’+ a? ſteht, fo er 
balten wir den Ausdrud für die Beleuchtungsftärfe L, 
wenn wir den Sinus durch dad Quadrat der Entfernung 
bd dividiren, alfo 


L x _ x 
— HT tan EEE 
(x Fa’)? , (x 4 49) (x 4 a4292 
Hieraus folgt 
3 ns 
dL ra)? — dx @& +)? 
dx — (x? en a)’ 
Für den Zufland ded Marimums ifl 
3 t 
ara)? Ir er” — 0 oder 


@+R) 
(x? +° — 3x’(x? +)? — 0 


+ Lee 3* 6 +2)? 
+3) = Ira + af) 


22 * 
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Hiernach muß für das Marimum der Beleuchtungsftärke 


Das Zichen der 
Zangenten bei 
Paralleleoorbina: 
ten. 


die Höhe x zu der conftanten Entfernung a fich verhalten 
wie 1:/2. 

Dan wird, wie wir glauben, aus dieſen wenigen Bei: 
fpielen von größten und Heinften Werthen eine hinlänglich 
deutliche Vorftellung entnehmen fünnen von der Art, wie 
die Durch die Differentialrechnung dargebotene einfache Auf: 
Löfungsmethode diefer wichtigen und intereflanten Klaffe von 
Aufgaben überall zur Ausführung und Anwendung zu brin: 
gen ift. 

$. 95. 


Durch fenfrechte Parallelcoordinaten, weldye gemäß 
irgend einer Zunction einer Weränderlichen gebildet find, 
fei ein beliebiger Zug in der Ebene vorgefchrieben. Sind 
die Coordinaten gleihmäßig wachfend, fo ift diefer Zug 
befanntlich eine gerade Linie Durch die Richtung, welche 
diefe gerade Linie hat bezüglich auf ihre Abfeiffe, oder durch 
den Winkel, welchen die gerade Linie mit ihrer Abſciſſe bil- 
det, ift die verhältnigmäßige Stärfe ded Wachfens der 
GCoordinaten gegeben, und umgefehrt ift durch die Stärke 
bed MWachfend der Coordinaten diefer Winkel gegeben. Iſt 
der Zug in der Ebene eine Frumme Linie, fo ift die ver- 
bältnigmäßige Stärke des Wachfens der Coordinaten flefig 
veränderlih, aber in jedem Augenblid oder Punkt eine 
beftinnmte, und folglich identifch mit der conftanten Stärke 
bed Wachſens der Coordinaten irgend einer geraden Linie 
von beftimmter Richtung oder beftimmter Lage gegen die 
Adfciffe. Die momentane Richtung der Frummen Linie fällt, 
wie fon oben ($. 31) bemerkt, mit der Richtung biefer 
Geraden zuſammen. Eine durch einen Punkt einer krummen 
Linie gezogene Gerade, in welcher die momentane Richtung 
der Eurve zur Ausführung fommt, fol im Allgemeinen 
eine Zangente beißen; ob eine ſolche Linie die Curve blos 
berührt, und alfo eigentlich eine Zangente ift, oder ob fie 
diefelbe auch fehneidet, und unter welchen Umftänden das 
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Gine ober das Audere eintritt, laſſen wir hierbei jest uns 
entſchieden, weil dies. erſt durch Beachtung des zweiten 
Differentialquotienten ausgemacht werden Pann. 

Iſt mir alfo durch irgend’ eine Function der Veränder: 
lichen x ald der Abfciffe das Coordinatengeſetz einer Curve 
gegeben, und bildet man den Differenfialquotienten Diefer 
Sunction, fo gibt der beftimmte Werth, welchen diefer Dif- 
ferentialquotient bei irgend einem Zahlenwerth der Berän- 
derfichen x annimmt, die Stärke bed Wachſens der Coor- 
binaten der Tangente an, welche durch den dem angenom- 
menen Abfeiffenwertb zugehörigen Burvenpunft geht. Iſt 
abc (Fig. 41) eine beliebige Curve, af ihre Abfeiffe, und 
findet man 3. B., daß für dem Zahlenwerth der Abfciffe, 
welcher der Ränge ad entfpricht, der Differenttalguotient 


der Coordinaten gleich n ift, fo weiß man, daß die Tan⸗ 
gente be des Punktes b fo gegen die Abfcifjfe geneigt fein 
muß, daß jede Zunahme der Ordinate > mal fo groß ift 


als die zugehörige Zunahme der Abfeiffe, oder auch daß bad 
ein Drittel der Linie ed beträgt. If mit den MWachfen 
der Abfeiffe ein Abnehmen der Drdinate verbunden, wie bei. 
der Abfeiffe ab (Fig. 32), wenn diefelbe von a nad) b hin 
wachfend angenommen wird, fo ift befanntlich der Diffe- 
rentialquotient der Coordinaten negafiv, und eine Tangente 
hi muß dann auch fo Fallen, daß mit dem Wachen ihrer 
Abſciſſe ein Abnehmen ihrer .Drdinate verbunden ift, und 
zwar muß der conflante Differenzquotient der Koordinaten 
der Tangente dem negativen beflimmten einzelnen Werth 
des Differentialguotienten gleich fein. Wenn ſich die Zan- 
gente ohne Ende der zur Abfeiffe parallelen Lage nähert, 
fo nähert ſich der Differenzquotient ihrer Goordinaten ohne 
dem Nullwerth, und wenn die Tangente ſich ohne Ende 
der zur Abſciſſe fenfrechten Lage nähert, fo wächſt der Dif- 
ferenzquotient endlos. Findet man aljo für einen gewiſſen 
Abfeiffenwerth den Differentialquotienten der Coordinafen 
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einer Curve gleich Null, fo it die Tangente mit der Ab⸗ 
feiffe parallel, und findet man ihn, unendlich, fo fleht Die 
Zangente fenfrecht auf der Abfcifie Indem wir in dem 
Folgenden die Coordinatengleihung ber Curve immer als 
gegeben verausfegen, und die Abfciffe durch x und die Dr- 


- dinate durch y vorftellen, fo find y und 2 als befannte 


Functionen von x zu betrachten. 

Man bat noch einige andere mit der Zangente zugleich 
gegebene gerade Linien an der Eurve mit befonberen Benen- 
nungen verfehen, und diefelben follen bier noch kurz erwähnt 
werden. Wenn man die Zangente eined Punktes b (Fig. Al) 
verlängert, bis fie die Abſciſſe fchneidet, fo nennt man das 
zwifchen dem Durchſchnittspunkt e und dem Fußpunkt ber 
von b aus gezogenen Ordinate enthaltene Stud ed bie 
Subtangente des Punktes b der Curve, oder des Punktes 
d der Abſciſſe. Da man durch Abtragung der Subtangente 
die Conftruction der Zangente bequem ausführen Tann, fo 
braucht man nur die Länge der Subtangente zu berechnen. 
Diefe Berechnung iſt aber fehr einfach, da die Ordinate 
bd dividirt durch die Subtangente ed dem Differential- 

y 
subtang 


quotienten der Eoordinaten gleich ift, alfo allgemein 


in \ 
y\' 
(2) 

Der Werth der Subtangente Tann pofitio und negativ 
ausfallen, und man bat baher die räumliche Bedeutung 
diefer verfchiedenen Werthe feflzufegen. Man muß hierbei 
die einzelnen Yale Durchgehen, je nachdem mit pofitivem x 
eine pofitive oder negative Ordinate y verbunden iſt, oder 
mit cinem negafiven x ein pofitived ober negatives y. 
Setzen wir vorerft nur wachfende pofitive Abftiffen voraus. 
Iſt dabei y pofitiv, fo wird der Werth der Subtangente 


pofitiv oder negativ ausfallen, je nachdem = pofifiv oder 





— 2 und folglich subtang — 
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negativ iſt. Iſt aber * poſitiv, fo iſt die Ordinate wach⸗ 
ſend, und die Tangente anſteigend gegen die Abſciſſe; iſt 
7 negativ, fo ift die Ordinate abnehmend, und die Tan: 


gente abfleigend gegen die Abſciſſe, in fo fen man fi 
namlich in die Richtung des Wachſens der Abfciffe verfebt. 
Alfo ift auch bei pofitivem Werth ber Subtangente die 
Zangente anfleigend gegen die Abftiffe, und bei negativem _ 
abfleigend gegen dieſelbe. Mithin ift ein pofitiver Werth 
der Subtangente vom Fußpunkt der Ordinate aus abzutra- 
gen nach derjenigen Richtung, welche der Richtung des 
Wachſens der Abfciffe entgegengefegt ift, und ein negativer 
Werth der Subtangente ift in der Richtung des Wachfens 
der Abfciffe abzufragen. Daß für negative Ordinaten oder 
für Curvenpunkte, welche unterhalb der Abfciffe liegen, bei 
pofitivem x dieſelbe Regel gilt, namlich daß eine negative 
Subtangente in der Richtung des Wachſens der Abfeiife, 
und eine pofitive in der enfgegengefegten Richtung abzu- 
tragen ift, wird man fich hiernach ohne weitere Auseinan⸗ 
derfegung leicht zur Einficht bringen. Ebenfo endlich auch, 
daß bei negativem x diefelbe Regel gilt, mag y pofitiv 
oder negativ fein. 


Wollte man die Länge der Zangente ſelbſt, in fo fern 
fie dur den Berührungspunft und Die Abſciſſe begrenzt 
ift, durch die Abſciſſe, oder ihre befannten Functionen y 


und 8, ausdrücken, ſo iſt, da die Tangente Hypotenuſe 
eines rechtwinkligen Dreiecks iſt, dſen Katheten die Or⸗ 
dinate y und die Subtangente „ find, 

® 


tang = —J. + — ——— a) any. 
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Errichtet man im Berührungspuntt b (Fig. 41) der 
Tangente eine Senkrechte auf die Tangente, und verlän- 
gert diefelbe did zum Durchſchnitt mit der Abfciffe, fo heißt 
diefe Linie bg die Normale. Die Länge derfelben, als 
Function von x ausgebrüdt, folgt aus der Aehnlichkeit der 
Dreiede bdg und bde. Denn es 7 fi bg : ba 


— be:ed oder Norm:y=y va Zayıı . —— 


c 


Folglich Normi==y. 77 ayıt an 


Por 


Die Linie dg (Fig. Al), welche vom Fußpunkt der 
Drdinafe bis zum Durchfchnittspunft der Normale mit der 
Abfciffe reicht, Heißt Die Subnormale. Aus der Propor: 
tion dg:db—=db:de folgt allgemein 
J 


Subnorm :y=y:—— ode ° 
Ar 
dx 
Subnorm = y. 3. 


Die Subnormale wird ſo wie die Subtangente bald 
poſitiven, bald negativen Werth haben, je nachdem bei 


pofitivem y ber Differentialquotient = pofitiv oder nega- 


tiv ift, oder bei negativem y das Eintgegengefebte flattfin- 
det. Durch Diefelben Schlüffe wie vorher bei der Sub- 
tangente wird man leicht die Regel ableiten, daß ein poſi⸗ 
tiver Werth der Subnormale in der Richtung des Wach: 
ſens der Abfeiffe abzutragen iſt, und ein negativer Werth 
derfelben in der entgegengefeßten Richtung. 


| Jede diefer Linien"Fann gebraucht werden, um vermit: 
telſt derfelben eine Zangente an eine Curve zu ziehen; man 





Uebungsbeiſpiele zur Anwendung b. Differentialvechnung. 345 


wählt unter bdenfelben aus, je nachdem die Gleichung der 
Eurve für den einen oder den andern Ausdruck bequemer 


erſcheint. 
.%6. - 


1) Sei die Curve ade (Fig. 22) die gemeine Para- 
bei. Ihre Gleichung ift y — yp.yx, wenn bie Are der 
Parabel die Abfciffe, und ihr Anfangspunft in dem Schei« 
telpuntt a ift, und p den Parameter vorftelt. Wollten 
wir eine Zangente an die Parabel dur Abtragung der 
Subtangente ziehen, fo brauchen wir nur in den allgemei- 


nen Ausbrud —— ber Subtangente einer Curve die für 


(42) 


Die Parabel geltenden beflimmten Zunctionen von x ein- 
zuführen. Nun ift bei der Parabel y—= yYp.yx und 
T — a ,‚ und mithin die Subtangente — —— 
— 2x. Da die Subtangente der Parabel gleich der dop⸗ 
pelten Abſciſſe iſt, ſo braucht man, um an den Punkt da 
eine Tangente zu ziehen, nur ah gleich der Abſciſſe ab zu 
machen, und die Linie hd iſt eine Tangente. Die Sub- 


normale, deren allgemeiner Ausdrud y. * iſt, wird bei 


er Parabel = Re = 5 alfo gleich dem halben 


Parameter und conſtant. Man kann mithin auch an. einen 
beliebigen Punkt der Parabel eine Tangente ziehen, wenn 
man von dem Fußpunft der Drbinate dieſes Punktes in 
der Richfung des Wachſens der Abfciffe den halben Para» 
meter abträgt, alddann die Normale zieht, und durch den 
in die Curve fallenden Endpunft derfelben eine Senk⸗ 
rechte legt. 

2) Es fol eine Zangente an einen durch feine Ab⸗ 
feiffe vorgefchriebenen Punkt der Ellipfe dfeg (Fig. 42) 


Beiſpiele von 
Tangenten an 
ent 
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gelegt werden. Die große Are der Ellipſe fei die Abſcifſſe, 
und ihre Anfangspunft im Mittelpunkt b der Ellipfe; Die 
Abſciſſe fei in der Richtung be wachſend. Rennen wir 
die halbe große Are a, die halbe Peine Are c, fo iſt Die 


Steigung der Elipfe y — Vi-x. Mithin iſt 





dy _ ce 1,, „\-- _ cx 
u =-+3(@-r) ‚2x= T- 
aa)? 
Demnach ift die Subtangente 
1 1 
— ca — x’)?2.a(@ —ı”)? __a—x 
— a.cx — x 


Wäre z. B. die Halbe große Are a — 5 und eine Tan⸗ 
gente an den Punkt h zu ziehen, deffen zugehörige Ab- 
9 


feiffe bi = +3 ift, fo wird die Subtangente = — 7 


= — 5, und ift ald negative Subtangente in der 
Richtung des Wachſens der Abfeiffe abzufragen. Da ei 
nach Annahme — 2 ift, fo iſt ek gleich 35- zu nehmen, 


und ich iſt die verlangte Zangente. Wäre eine Tangente an 
den Punkt m zu ziehen, deſſen Abſciſſe bn = — 4 fein 
n . 25—16 1 
möge, fo iſt die Subtangente = — — =+ 27. und 
ift als pofitive Subtangente abzufragen in der Richtung, 
welche der Richtung des Wachſens der Abfcifie entgegen: 
gefegt if. Und da nach Annahme dn — 1 war, fo ifl 


qd gleich 17- zu nehmen, und die Linie qm ift eine 





Zangente. 


4 
Die Subnormale der Ellipſe wird — — —— 


a. a ax)? 


— 7.x% Ge wieder a — 5, undc=3, und Die 
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Abfeiffe bi = + 3, fo tft Die Subnormale des Punktes 
h=— rn 33 — 1 = und ald negative Subnormale 
abzufragen in der Richtung, welche die Richtung des Wach- 
fend der Abſciſſe entgegengefegt if. Wird ip gleih 1 
gemacht, fo ift die Senkrechte auf ph die Tangente. Für 


den Punkt m, deffen Abſciſſe = — 4 ift, wird die Sub- 
normale = — = — ii + 152, und ift als pofitiv in 


der Richtung ne abzufragen. 

Wird c glei a angenommen, fo geht die Ellipfe in 
den Kreis über, und die eben für die Ellipfe gefundenen 
Ausdrüde beziehen fih auf einen Kreis, deſſen Abſciſſe 
Ihren, Anfang im Mittelpunft hat. Die Subnormale 


— — .x der Ellipfe wird für den Kreis = — x, wor 


206 zu feben, daB im Kreife bei jeder Abfeifie die Sub- 
normale allemal auf.den Anfangspunkt der Abſciſſe, alfo 
auf den Mittelpunkt des Kreifes trifft. 


3 
3) Die Curve afghi (Fig.30) hat die Gleichung y— 2x ” 
3 
. 2 
Da * en 3 ,: ‚ fo ift die Bubtangente — ** 
x 


— x. Iſt alſo die Abſciſſe ad — 3, und an den 


Punkt h eine Tangente zu ziehen, fo mache man bie Linie 
db —=2, und die Linie bh ifl die verlangte Tangente. 


4) Denken wir uns eine Curve kfg (ig. 43) con- 
fteruirt nach der Gleichung y — e*, wo e die Bafıd des 
natürlichen Logarithmenſyſtems und gleih 2,718... ift. 
Diefe Linie heißt die logarithmiſche. Die Abfciffe, die von 
I nach c bin wachfend angenommen wird, habe ihren An: 
fangspunkt in a. Für den Punkt a, oder fürx—(, 
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wird y=e’—1, und e fi af. Iſt im Punkt b 
die Abfciffe = 1, fo ift die Ordinate bg.— e' =: 2,718... 
HM ac—=2, fo ift die Drdinate ch = ce’ = 7,38... Iſt 
da — — 1, fo ift die Ordinate di = ei 0,36... Im 
Punkt 1 fi x— — 2, und mithin die Ordinate kl= e” 
— 0,13... u. f. w. Aus der Sleihung y — e* folgt 
D = er. Die Subtangente biefer Linie iſt alfo © == 1, 
und mithin für alle Punkte conftant. Um an die Punfte 
i,f,g,h Zangenten zu ziehen, braucht man überall nur die 
Linie gleich 1 vom Fußpunft der Drdinaten rüdwärts ab- 
zufragen. Und da wir die Zängen der Linien Id, da, ab, 
be fammtlid — 1 angenommen baben, fo find die Linien 
Hi, df, ag, bh die Zangenten der Punkte i, f, g, h. 


8. 97. 
—— Bisher iſt immer vorausgeſetzt worden, daß eine Tan⸗ 
—*8* gente an einen vorgeſchriebenen Punkt einer Curve gezogen 


werden ſollte, oder vielmehr an einen Curvenpunkt, der 
durch die ihm zugehörige Abſciſſe gegeben war. Es kann 
aber auch ein Punkt außerhalb einer Curve gegeben ſein, 
von welchem aus eine Tangente an die Curve gezogen wer⸗ 
den ſoll, oder es kann endlich die Richtung vorgeſchrieben 
ſein, welche eine Tangente der Curve haben ſoll. In bei: 
den Fallen ift der Curvenpunkt zu fuchen, deffen Tangente 
die vorgefchriebenen Bedingungen erfült. Der Gurven- 
punft wird aber gefunden fein, wenn man die ihm zugehö- 
tige Abfciffe hat. Es ift alfo anzugeben, wie man in die⸗ 
fen Fällen die dem gefuchten Curvenpunft zugehörige Ab- 
feiffe findet. 

Es fei zuerft Die Richtung der Tangente vorgefährieben, 
oder der Winkel gegeben, welchen eine zu ziehende Tangente 
mit der Abfeiffe bildet. Sol an eine beliebige Curve abe 
(Big. AT) eine Tangente gezogen werden, welche die Rich: 
tung der Linie hk hat oder mit der Abfciffe hf den Win: 
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tel m bildet, fo muß in dem gefuchten Gurvenpunft ber 
Differentialquotient der Ordinate und Abfciffe, oder bie 


d . 
durch 1x vorgeftellte Function von x, den beftimmten und 


gegebenen Zahlenwerth vr haben, d. h. der trigonometri⸗ 


fhen Tangente des Winfeld m gleich fein. Differentüirt 
man alfo die gegebene Goordinatengleichung der Curve, und 


ſetzt die für * erhaltene Function gleich dem gegebenen 


Zahlenwerth ſo bedarf es nur noch einer Auflöſung 


dieſer Gleichung in Bezug auf x als Unbekannte, um den 
beſtimmten Werth der Abſciſſe zu finden, für welchen der 
Differentialquotient den vorgeſchriebenen Werth annimmt 
und die Zangente die vorgefchriebene Richtung hat. 

Es fei 3. B. an die Ellipfe dgef (Fig. 44), deren 
balbe große Are a und deren halbe kleine Are c heißt, und 


4 
deren Mittelpunftsgleihung demnadh y — — (a — x’)? 


iſt, eine Tangente zu ziehen, in der Richtung der Linie 
oh, welche mit der Abſciſſe be einen Winkel von 45° bil- 
det. Da in diefem Falle hi — ik, fo ift, für eine in 
der Richtung be wachfende Abſciſſe, der conftante Differenz- 
quotient der Eoordinaten der geraden Linie oh gleich — 1. 
Im gefuchten Berührungspunft der Zangente muß aljo 
der Differentialquotient der Eoordinaten der Ellipfe auch den 
1 


Werth — J haben. Nun folgt aus y= —.@—xN)?, 


dy — c 1 ı__ 22 - _.__ — — 
x=,5@ x) ? .2x— ya 
Für den gefuchten Berührungspunft ift alfo 
CX 
aya—ı 1 
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cꝰxꝰ aꝰ (aꝰ — x?) 
a 

x= + 757 Ver. — 
Das doppelte Vorzeichen des Werthes von x zeigt, daß 
die Abſciſſe, für welche Die Tangente die verlangte Ridy- 
tung annimmt, zwei gleiche und entgegengefehte Werthe 
bat, die alfo vom Nullpunkt b der Abſciſſe nach entgegen: 
gefegten Richtungen abzufragen fi u Iſt z. B. a — 4, 


c 3, ſo iſt — 4 — 15 — +32. Ed werden alfo, 


wenn wir bp= + u und bq = —3, nehmen, Die 


diefen Abfciffen zugehörigen Curvenpunkte m und n Zan- 
genten von der vorgefchriebenen Richtung haben. 


$. 98. 
Xangenten, von Es foll von einem gegebenen Punkt p außerhalb einer 


—e—— beliebigen Curve abe (Fig. 45), deren Coordinatengleichung 
übrigens gegeben fein muß, eine Zangente an bie Curve 
gezogen werden. Die Linie ae fei die Abfciffe, und in a 
ihr Anfangspunft. Die Lage des Punktes p bezüglich auf 
die Curve muß beftimmt fein, d. 5. die Coordinaten ad 
und pd des Punktes p müflen bekannt fein. Die Abfcifle 
ad heiße der Kürze wegen k, und die Ordinate pd heiße 
h. Dan dente fi) vorläufig von p aus bie verlangte 
Tangente pb fchon gezogen. Es fol nım die Abſciſſe af, 
welche dem Berührungspunft b zugehört, gefunden werden. 
Die Abfeiffe af heiße x und ihre zugehörige Ordinate J. 


Nun kann der Werth, welchen der Differentialquotient = 


für den Punkt b annimmt, leicht Durch die gegebenen Grö- 
Ben k und h, und durch die Abſciſſe x ausgedrückt werden. 
Denn zieht man bg parallef mit ad, fo ift, da bp eine 


Zangente fein fol, ir der Werth von = für die Ab— 
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ſciſſe af. Es iſt oder pg = h—-y‚wlg=k—ı, 
dy _h—y dy ’ 

und folglich F — Da y und q, Sunctionen von 
x find, nelde Buch bie Coordinatengleihung der Curve 
gegeben find, fo bat man nah Einführung diefer Functio⸗ 
nen eine Gleichung, in welcher die Abfeiffe x die. einzige 
Unbelannte ift, und durch deren Yuflöfung fi demnach 
die dem Berührungspunft zugehörige Abfeifie finden läßt. 
Die Curve abe (Fig. 45) fei die gemeine Parabel. 

Die Are ae als Abfciffe, den Anfangspunft in N und den 


Parameter gleich p gefegt, ifl y = ypx und 9 n x“ 2 





Die allgemeine Gleichung 717 wird demnach bei 


der Parabel 
vPp_ _ h—yrx 
24 k—x 
VP-k—vPp.x = 2hyx— 2yp.x 
Yp-x — 2hyx == — y.k 
—3. yx = —k 


Diefe Gleihung, welche in Bezug auf Yx quadratifch if, 
gibt aufgelöft 


yv= —7— — me 
x BEN N urn 


Man flieht, daß die gefuchte Abſciſſe zwei Werthe bat, 
und daß alfo von einem Punkt p außerhalb einer Parabel 
nach zwei verfchiedenen Punkten derfelben Zangenten gezo⸗ 
gen werden können. Ge z. B. der Parameter p = 4, 
k=3,h=4, fo wird x = 1 und x — 9 gefunden, 
und macht man af = 1 und ae — 9, fo find pb und 
pc Zangenten. 
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2 
Der Ausdruck v — k, und folglih auch die Ab- 


2 
ſciſſe x, wird unmöglich, wenn r Peiner ift als k, oder 


h? feiner ift als pk. Es fragt fich, wie der Punkt p lie 
gen muß, damit Dies einfrefe, und die Tangente unmög- 
(ih ift. Iſt die Abſciſſe ad der Parabel = k, fo iſt die 
Drdinate di der Parabel = yYpk, und di’ —pk. Wenn 
nun h? kleiner ift ald pk, in welchem Halle die Zangente 
unmöglich fein ſollte, fo ift auch h? Eleiner als di”, und h 
Feiner als di, und folglich fällt der Punkt p innerhalb 
der Parabel, und von einem folchen ift natürlich Feine 
Tangente möglich. 


$. 9. 


en Da man fih bei Erzeugung der Curven durch Coor⸗ 
dinaten bisher faft gänzlich auf die beiden Syſteme der 
Parallelcoordinaten und der Polarcoordinaten beſchraͤnkt hat, 
fo wollen wir auch nur noch das Ziehen der Zangenten für 
den Fall nachweifen, ald ein Zug in der Ebene durch Po- 
larcoordinaten beftimmt if. Man nennt jede Eurve, in fo 
fern fie Durch Polarcoordinaten vorgefchrieben ift, eine Spi⸗ 
rale. Es fei der Kreis abe (Fig. 46), defien Rabius ca 
den Zahlenwerthb 1 bat, der Abfciffenkreis. In a fei der 
Nullpunkt defjelben, oder ca die Anfangsrichtung der Or⸗ 
dinaten. Die Drehung der Ordinate gefchehe in der Rich— 
tung von a nach b. Eine beliebige Ordinate cd hat man 
ſich ausgebrüdt zu denken durch eine Function der Bogen: 
länge abe, welche für den Radius — 1 die aus der An- 
fangsrichtung ca bis in die Richtung cd durchlaufene Dre 
bungsgröße angibf. Der veränderliche Bogen des Abſciſſen⸗ 
freifes heiße w, und die zugehörige Orbinate u. Es wer- 
ben alle Gurven unter der allgemeinen Gleichung u = f(w) 
befaßt; und es. wird gefragt, wie eine Zangente an einen 
beflimmten Punkt einer Curve gezogen werben kann, wenn 
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f(w), und folglih auch m 
ctionen von w find. 
Man denke fi) vorläufig an einen Punkt d der Spirale 
mdh (Fig. 46) die Zangente ſchon gezogen. Errichtet man 
auf der Ordinate cd eine Senkrechte, welche Durch den Mittel: 
punkt des Abfeiffenkreifes geht, fo nennt man das Stüd ck 
derfelben, welches die verlängerte Tangente abfchneibet, die 
Subtangente des Punktes d. Es ift Har, daß die Tangente 
eined Punktes der Eurve ohne Weitere gezogen werben 
fann, wenn man die Zange der Subtangente weiß. Wir 
brauchen alfo nur diejenige Zunction der Abfeiffe w auf: 
zufuchen, Durch welche die Länge der Subtangente angege- 
ben wird; und dazu gelangen wir durch Beachtung der 
verhältnigmäßigen Stärke ded Wachfend der Coordinaten. 
Zaffen wir den Abfciffenbogen vom Punkt e aus wachfen 
um dad Stüd ef, fo wächſt die Ordinate um das Stüd 
sh, in fo fern dg ein mit dem Rabius od befchriebener 
Kreiöbogen if. Der Werth, weichem fih der Quotient 


En, oder ber Differenzquotient —— du —, Ohne Ende nähert bei 


fortgefeßter Verkleinerung der —— Zunahmen 
gh und fe, oder bei der allmaͤligen Zurückdrehung der 
Linie ch in die Lage der Linie cd, ift der Differentialguos 


tient der Coordinaten, und gleich m zu feben. Aus der 


Betrachtung der Beſtandtheile der Figur ergibt fih auf 
eine einfache Zafe zunaͤchſt zwar nur ber Grenzwerth Des 
Duotienten Fr daß aber aus demfelben, wenn er gefun- 
den ift, auch der Grenzwerth ded Duotienten a2 ohne Wei⸗ 


tere® abgeleitet werben Tann, ift leicht zu fehen. Denn bet 

jeder beliebigen Verkleinerung der Zunahme ef behalten die 

Bogen ef und dg ein unveränderliched Verhältniß, und 

zwar verhält fih immer ef zu d’g wie ce zu cd, d. h. 
Snell ll. 293 





du 
oder iv befannte Fun⸗ 


- 


354 Siebentes Gapike. 


wie 1 zu u, oder dg ift immer gleich u.et. Folglich if | 
auch der Quotient n immer u mal fo groß ald Der Quo— 


fient En und ebenfo der ee des Quotienten en, 
oder der Differentialquofient —— i ‚u mal fo groß als der 


Grenzwerth des Duotienten & FR Mir brauchen demnach nur 
den aus der Betrachtung der Figur ableitbaren Grenzwertb 
des Duotienfen Fr mit u zu multipliciren, um den Werth 


von S 2— zu erhalten. 


Han nähert ſich aber, indem man die Linie ch in bie 
Lage der Linie cd zurüdgebreht denkt, der Bogen gd ohne 
Ende einer geraden Linie, welche auf der nach cd zurüd- 
gedrebten ch ſenkrecht fteht, und ber Bogen dh nähert ſich 
ebenfalls einer mit ihm zufammenfallenden Geraden, nämlich 
der Tangente, und folglich nähert ſich das gemifchtlinigfe 
Dreied dgh ohne Ende einem rechtwinkligen, deſſen eine 
Kathete ſenkrecht auf cd ſteht, und deſſen Hypotenufe in 
die Richtung der Tangente fällt. Denkt man fidy dies im 
Verſchwinden des gemifchtfinigten Dreiecks angeftrebte recht: 
winflige Dreied zur Ausführung gefommen, fo bat es die 
Geſtalt des Dreiedd dek, deffen eine Kathete und beffen 
Hppotenufe ja in dieſelben Richtimgen fallen, welche die 
entfprechenden Seiten bed angeftrebten rechtwinkligen Drei- 


eds haben follten. Der Grenzwerth deö Duotienten IF 


ift demnach nichte Anderes als ber Quotient ce Nun ift 
cd die ſebesmalige Ordinate u, und ck die Subtangente. 
Alſo iſt Wl⸗ Fr 


der Grenzwerth des Quotienten äg' 
Run brauchen wir, wie vorher bemerkt, den Greuzwerth 
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gh u ’ 
des Quotienten ig’ oder den Ausdrud sublang nur mit 


u zu mulfipliciren, un den Differentialquotienten a zu er: 


halten. Zolglich ift F E = a oder 
2 
subtang == x 
dw, 


Der Werth der Subtangente wird pofitiv oder negativ 
fein, je nachdem 7 du poſi tiv oder negativ iſt. Um Weit—⸗ 


läufigkeiten zu vermeiden, wollen wir und in der Nachwei- 
fung der Lage pofifiver und negativer Subtangenten auf 
pofitive Abfeiffen beſchränken. Man denke fi) die Linie, 
welche durch den Mittelpunft des Abfeiffenkreifes fenkrecht 
auf Die Drdinate gezogen iſt, und auf welcher durch bie 
Tangente die Subtangente abgefchnitten wird, zu beiden 
Seiten der Drdinate verlängert. Nach derjenigen Seite der 
Drdingte, nach welcher die Tangente einen fpigen Winkel 
mit der Ordinate bildet, wird aud) Die Subtangente fallen. 
Sind die Drdinaten pofitiv, und bildet die Tangente einen 
fpigen Winkel mit der Ordinate an derjenigen Seite der 
Ordinate, nach) welcher die Drehung gefchieht, fo ift der 
Differenfialquotient negativ, und bildet die Tangente einen 
fpigen Winfel an der entgegengefeßten Seite der Ordinate, 
fo ift der Differentialquotient pofitiv. Mithin wird, da 
die Subtangente dafjelbe Vorzeichen hat als der Differen- 
tialquotient, bei pofitiven Ordinaten eine negative Subtan- 
gente abzutragen fein auf derjenigen Seite der Ordinate, 
nad) welcher die Drehung gefchiebt, und eine pofitive Sub- 
tangente auf der entgegengefeßten Seite. Sind aber die 
Drdinaten negativ, und bildet Die Tangente mit. der Ordi⸗ 
nate einen fpigen Winkel nach der Seite der Drehung, fo 
ift der Differentialquotient pofitiv, und im andern alle 
negativ. Mithin wird bei negativen Drdinaten eine poſitive 
23 + 
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Subtangente nach der Seite der Drehung, und eine nega- 
tive nach der entgegengefeßten Seite abzufragen fein. 


g. 100 
Beilsict von 1) Die Eurve bdeaf (Fig. 47) fei conflruirt nach der 
Gleichung u = z-.w. Diefelbe heißt Die Archimedeiſche 


Spolarroordinaten. 
Spirale. Der Nullpunkt des Abfciffenkreifes fei in a ge 
nommen, und alfo ca die Anfangsrichtung der Ordinate 
und die Drehung gefchehe von ca nah ch. Für dieſe 


— " =. Werden in den allgemeinen Aus⸗ 


druck 





der Subtangente die für unſern Fall gelten⸗ 
— 2.2 
den Werthe eingeführt, fo iſt guhtang — any — 2 


Für den Punkt d der Eurve, wo die Hälfte des Abfciffen- 
freifed durchlaufen und alfo w = n fein möge, ift .die 


Subtangente — —* > Iſt alfo ck ſenkrecht auf cd, 
und wird ci — > — 1,57... genommen, fo ift id eine 


Zangente. Im Punkt e, wo w = 7 ſein möge, iſt die 


Subtangente =  — 3,53... Wird om — 3,38... 


genommen, fo ift me eine Zangente. Nach einer ganzen 
Umdrehung in a, wo w==2n, ift die Subtangente = 2n. 
Nach zwei ganzen Umdrehungen in h ift w — 2.2, und 
die Subtangente — 2.27. Rah m Umdrehungen ift 
wo m.2r, und die Subtangente — m’.2r, wie ſchon 
Archimedes gefunden hat. 

2) Denken wir uns eine Curve gebildet nach der Glei⸗ 
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hung u = 4 Der Kreid achf (Fig. 48) fei der Ab- 


ſciſſenkreis; der Nullpunkt deffelben fei in a, und das Wach⸗ 
fen gefchebe in der Richtung von a nad) b. Im Mittel- 
punkt des Adfeiffenkreifes denke man fich den Buchflaben c 


- gefegt. Zür den Punkt a, oder fürw—=0, iſt u — J 


oder unendlich. Für den Punkt b, wo w — 5 Finn 
ift u oder cg — 3. Iſt die Abſciſſe ad = 3, fo iſt die‘ 
Ordinate cm = 2 Für ae — J ift die Ordinate ce —=1. 
Iſt ah — 5 fo ift die Ordinate ci = 2 = 0,63... 


Für den Punkt f, wo w = n, ift die Ordinate ck — - 


— 0,31... uf. w. Man fieht, daß bei Vergrößerung 
der Abfeiffe die Ordinaten immer Eleiner werden, und Die 
Curve fi immer mehr dem Punkt c nähert, welden fie 
jedoch bei jeder endlichen Anzahl von Umdrehungen nicht 
erreicht. Dan fee ferner die Abſciſſe w negativ , oder 


u=— 4, Man lafje — w allmälig wachen, d. h. durch 


Zufag von pofitiven Zahlen fich allmaͤlig feinem negativen 
Werthe nach verkleinern. Denkt man zuerſt ein unendliches 
negafives w, fo tft u = 0. Indem aber w von fehr gro- 
Ben negativen Werthen zu Beineren negativen Werthen 
fortfchreitet, und die zugehörigen Ordinaten beftimmt wer- 
den, fo erhebt fith aus dem Punkt c eine Eurve von ber: 
felben Geftalt und Größe wie die erflere, nur mit entge⸗ 
gengefehter Lage ihrer Bindungen. Ueber diefe Doppel: 
fpirale, welche die hyperbolifche heißt, Außert fi Johann 
Bernoulli, der fie zuerft unterfuchte, dahin, daß, wenn es 
noch Sitte wäre, auf dem Grabftein der Mathematiker 
eine ihrer Entdedungen einzuzeichnen, er wünfchen würde, 
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dag auf feinem Grabflein diefe Spirale mit der Infchrife 
mutata resurgo eadem eingegraben würde. 
Beſtimmen wir, um Zangenten an diefe Eurve zu di 


_I1_ yo 
ben, ihre Subtangente. Da u — J— v—, fo ifl 


— — w2 Folglich iſt die Subtangente = — =—Jl, 


alfo conftant und gleich dem Radius des Abfciffenkreifes. 
Die Subtangente iſt ald negafive dem Dbigen zu Zolge 
‚an der Seite der Ordinate abzufragen, nach welcher Die 
Drehung der Ordinate gefchieht. Um an den Punkt e z. 
B. eine Tangente zu legen, ziehe man en fenfrecht auf ce, 
und die Linie ne ift Tangente. Ebenfo ift, da cf fenf: 
recht auf ci ift, die Linie fi eine Tangente. 

Drüdt man die fenfrechfe Entfernung gq aub, welde 
ein beliebiger Eurvenpunft g von der verlängerten Anfangs: 
richtung ca der Ordinaten bat, fo bat man gq = cg 
‚sinab, oder, da allgemein in cg — u, und der zugehö- 
rige Bogen ab die Abfciffe w ift, &q = u.sinw. Da 
aber für unfere Spirale u = 1. ft, pitggq = —. 


Nun nähert ſich der Werth der Function bei forfge- 


feßter Verkleinerung von w ohne Ende der Zahl 1; folg- 
lich nähert ſich auch die fenfrechte Entfernung gq bei Ver: 
längerung des Eurvenzweiges ohne Ende dem Zahlenwerth 
1, alfo der Läuge der Linie ch. Iſt nun hp mit cq pa 
rallel, fo nähert fi) demnady die Curve ohne Ende ber 
Geraden hp, oder diefe Gerade iſt eine Afymptote der Curve. 

3) Wir wollen noch die Ellipfe als durch Polarcoor: 
dinaten erzeugt denken, und die Polargleichung derfelben 
aufftellen. Die Ordinaten follen von einen Brennpunkt f 
(Big. 49) ausgehen, welche Annahme in der Anwendung 
am gewöhnlichfien vorkommt. Die Anfangsrichfung der 
Ordinaten fei fh, und es fol eine beliebige Ordinate fd 
als Function bed Drehungswinkels dfh, oder ber ihm ent- 


u ET | [U —— — — —— 


— un . ————— 
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Fprechenden Bogenlänge mit Dem Radius 1 -ausgebrüdt 
werden. Der woachfende veranderlihe Winfel dfh oder 
Bogen heiße w. Wir wollen bier, ohne von den allge: 
meinen Sägen über Coordinatenverwandlung Gebrauch zu 
machen, die Gleichung zwifchen den Veränderlichen fd und 
w aus den befannten Eigenfchaften der Ellipfe abfeiten. 
Die halbe große Are fei gegeben, und heiße a;. Deögleichen 
die Entfernung des Brennpunfts f vom Mittelpunft b, 
umd fie heiße e. Der eine beliebige Radius Vector fd fei 
Durch r, und der andere gd durch R vorgeftellt. Bekannt⸗ 
ih ifir+R = 2a Durd die drei Seiten r, R und 
2e des Dreieds fdg läßt ſich nach einem bekannten tri- 
gonometrifhen Sat der Coſinus des Winkels dfg, oder 
des Winkels 180° — w, ausdrüden; und zwar ft 





_ 4e+r-R: 
c08 (180 — w) = — — 
2 212 
der 


Da nun R = 9 —r, fo ift 
de +? — 4a’ +Aar — r? 


—cosw = 


4er 
cosw Zi rtoer “ Ba ’ 
. er 0 ; 
— ercosw — e'—a’+ar 
ar+ercow — a’? — e?’ 
r(a+ecosw) = a’ — e. 


Wenn wir die halbe Meine Are dur c vorftellen , fo ift 
befanntlich a — et c?, und fotglich 
r(a-+ecosw) = c 
c2 

a 4 e cos w 

Da a, c, und e conſtante Größen der Ellipſe find, fo iſt 
durch - Diefe Gleichung der veränderliche Radius Vector, 
oder die Drdinate,r, ald Zunction des veränderlichen Bo: 
gend w dargeſtellt. Gewöhnlich führt man nicht den Werth 


r — 
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der Länge fb, welche wir e genannt haben, in die Gla- 
hung ein, fondern ftatt derfelben den Duotienten nn, oder 


n Den Werth des Duotienten = nennt man Die &- 
centricität der Ellipfe. Stellen wir diefelbe durch E vor, 
pftE= —, und e = aE. Und indem wir in bie 


gefundene Polargleihung der Ellipfe aE flatt e fubfkitui- 
ren, erhalten wir 


r — 


c? @ 
ataEcow al+E cosw) 
Diefe Gleichung kann noch dadurch vereinfacht werben, daß 
man ſtatt a und c den Parameter p, oder die durch einen 
Brennpunft g gehende Senkrechte mn, einführt, weil man 


weiß, daß 9r=7 = ifl Br wir alfo in die vor- 
ftebende Sleihung — : p flatt I 7, ſo erhalten wir 
1 
pP 
—_-q1 + Ecosw 
oder indem wir Die veränderliche Ordinate r wieder wic 
früher durch u bezeichnen, 
1 
9P 
um —, 
1+Ecosw 


Um nun an die Ellipfe ald Spirale betrachtet eine 
Tangente zu ziehen, müffen wir die Subtangente darſtellen, 


und haben alfo zuerft n zu entwideln. Aus der Glei⸗ 
1 | 
2?’ 
Hung u = Ir Eosw folgt 
du (1+Ecosw). 0-2 p. — Esin w 
dw (1 + Ecosw)' 
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1 
da 9 p- Eesinw 
dw (1-+Ecosw)? 
Werden in den allgemeinen Ausdrud 





der Subtan- 


(ie iS 


gente die für die Ellipfe geltenden Werthe eingeführt, fo 
haben wir 


1. 1, 

sag · — — 5*—. 
—— Esinw 

9 P- Esin w 

Sa 3. B. in der Ellipfe Fig. 49 die halbe große Axe 

a5 und die halbe kleine Are c—=3 gegeben. Daraus 


beſtimmen fich die Conftanten > ı p und E; denn ba — 
— Sp, fo if hir 2 1, Ferner iſt allgemein e’ 
— 2’ — cd, und folglich hir e—4. Da endlich E= 


ift, fo haben wir bier E — re Dei diefer in Bezug auf 
ihre Conſtanten völlig beſtimmten Ellipſe ift alfo 
9 


5 .9 
subtang = 75— — Z sinw' 
— ‚sin w 


5 
Im Punkt h, wo w = 0, iſt gemäß dieſer Gleichung die 
Subtangente unendlich, oder die Tangente ift mit der Linie, 
welche durch den Punkt f fenfrecht auf fh gezogen ft, pa⸗ 


rallel. Im Punkt 1, wo w — 90 ober = 2 fein möge, 


und sin w — Lift, ift die Subtangente fl = re Im 


Punkt k, wo w = nz, ift die Subtangenfe wieder unend-» 


lich, und Die Tangente fehneidet die Verlängerung der Linie 
Snell ı. 24 
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fi gar nicht. Bei weiterer Drehung der Ordinate wird 
sinw und folglich auch die Subtangenfe negativ, und fallt 
als folche auf diejenige Seite der Ordinate, nach welcher 
bin die Drehung gefchieht. 

4) Für die Anwendung ift es oft von Wichtigkeit, Den 
Winkel zu wiflen, welchen die Tangente mit dem Radius 
‘Vector, oder mit der Polarcoordinate macht. Derfelbe iſt 
aber fehr leicht zu finden. In ber Fig. 46, welche eine 
beliebige durch Polarcoordinaten gegebene inie darftellt, fei 
der Winkel cdk, welcher z beißen möge, zw beflimmen. 
Da cd als die Ordinate und os ats die Subtangente fenf- 
recht auf einander find, fo ift 3, oder allgemein ars — 
gleich der trigonometr ſchen Tangente des Winkels = "Da 


aber suhtaug — fe _ und 
@) 7) 
folglich allgemein 


dw. 


Für die Ellipfe 3. B. erhielten wir demnach 
1 - 


9 P N 
tanga — 2 (1 +Ecosw) 


1+Ecosw sp. Esiaw 
14 Ecosw 
tans = m 


Bei der Ellipfe Fig. 49, für welche E — = angenommen 


war, ift im Punkt i, wo w — 7, hiernach die Tangente 


4 
145 .0 5 





des Winkels fil — 





Webungsbeifpiele zur Anwendung d. Differentialrechnung. 363 


Die in diefem Capitel gegebene allgemeine Auflöfung 
" zweier umfaflenden Probleme, des Problems der Zangen: 
: ten für die beiden üblichen Goordinatenfofleme, und bes 
Problems vom Brößten und Kleinften werden wohl erfen- 
nen laffen, wie fehr durch die Allgemeinheit ihrer Metho⸗ 
- den fidh die Differentialrechnung zu ihrem Vortheil unter: 
ſcheidet von allen andern immer nur unter beſonderen Um⸗ 
ſtänden anwendbaren Kunftgriffen der Auftöfung fpetieller 
Probleme. Ron welchem Erfolg aber die Allgemeinheit 
des Standpunfts und der Methoden ift, kann man, wenn 
es nicht von ſelbſt einleuchtet, aus der Gefchichte der Ma⸗ 
thematit und der Naturwiflenfchaft binlanglich erfehen. 
Diefe freie über allem Einzelnen fchwebende in dem reinen 
Aether der Abftraction vollführte Bewegung des Denkens, 
welche froß der Höhe ber Abftraction ſich nicht im Leeren 
berumdreht, fondern ein Univerfum individueller Bildungen 
energifch ausgebiert, wodurch wird fie erreicht? Sie wird 
dadurch erreicht, daß das Sein aus dem Werden abgelei- 
tet wird, Daß das im Proceß ded Werden zugleich Ent- 
ftehende und VBergehende, das nie Erfcheinende und nie 
zur Realität Kommende ald das wahrhaft Reale, ald das 
innere Wefen erfaßt und an die Spitze geftellt wird. Das 
Sichtbare wird zum wefenlofen Schein, und das Unfchein- 
bare immer in fich verfchloffen Bfeibende zum urfräftigen 
erzeugenden Weſen der Dinge. Eine Wiffenfchaft, die auf 
der fetten Baſis des Sichtbaren fortfchreiten will, Triecht 
nur langfam an den Gegenfländen hinauf mit zur Erbe 
gebücktem Haupte ohne allen Blid ind Weite und Freie. 
Eine Wiſſenſchaft aber, welche mit Geiſtermacht ihren Fuß 
auf das Unfichtbare feßt, fehreitet wie eine Homerifche Göt- 
tin durch den äfberifchen Raum, wo fie eine ganze Welt 
zu ihren Züßen ausgebreitet erblidt. 

Wir fchließen hiermit die Lehre vom erften Differen- 
tialquotienten, oder von dem erften Grade der verhältniß- 
mäßigen Stärke des Wachſens zweier Weränderlichen. In- 
dem wir in der Begründung und Rechtfertigung Diefes 
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Begriffs, in ber Erläuterung feiner Bedeutung unb fa 
Erfolges, fo wie endlich in der Vermittelung feines ek 
tigen Gebrauches durch Aufftelung der Differentiatin« 
regeln beliebiger Zunctionen nichts Weſentliches irbergange 
zu haben glauben, dürfen wir dad Vorhergehende für hi- 
reichend erachten, eine genügende Einficht in Diefen Zpel 
der Differentialrechnung zu geben. Die Vollenbung br 
bier begonnenen Analyfe ded Begriffs der verhãltnißmaßſ 
gen Stärke des Wachſens wird die weientlichfte Aufgabe 
der zweiten Abtheilung diefer Schrift fein. 
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Nach einer längeren Verzögerung, deren Gründe, da ſie 
perſönlicher Natur find, mit Stillſchweigen übergangen 
werden mögen, übergebe ich hiermit den Freunden der hö⸗ 
bern Analyſis den zweiten Theil meiner Einleitung in die 
Differential- und Integralrechnung. Die in demfelben ge- 
gebene Erörterung des Weſens und der Bedeutung der höhe: 
ren Differentialquofienten ift, fo viel mir befannt, die erfle 
‚ausführliche und erfchöpfende, welche diefem wichtigen Zweige 
der Snfinitefimalrechnung feit der Entdeckung diefer Wiſſen⸗ 
ſchaft zu Xheil geworden iſt. Der Leſer findet bier das⸗ 
jenige ausgeführt, was ald der Zwed und der Inhalt der 
Lehre von den höheren Differentialquotienten an einigen 
Stellen des erften Theiles im Vorbeigehen arigebeutet ifl. 
Ueber das, was an der gangbaren Auffaffung diefer Lehre 
vermißt wird, und was eine erfchöpfende Darftellung Der 
felben zu leiften bat, babe ih mich in den erflen Para» 
graphen dieſes Theiles audgefprochen, und finde daher 
nicht nöthig, den Standpunft, von welchem aus ich mei- 
nen Gegenſtand betrachtet habe, und dad Verhältniß dieſer 
Darftelung zu anderen deſſelben Gegenſtandes bier näher 
zu bezeichnen. Nur fo viel will ich noch bemerken, baß die 
bier gegebene Darftelung der Lehre von den höheren Dife 
ferentialquotienten eine ganz einfache Folge der in dem erften 
Theile enthaltenen Lehre vom erften Differentialquotienten 
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iſt. Sowie wir bei dieſer letzteren Lehre bie gleichmäͤßig 
Wachſenden, als die einzigen Größen, welche eine beſtimmte 
und klare Vorſtellung von der Stärke des Wachſens geben 
können, an die Spige geftellt haben, und den Sinn des 


7 dadurch erläutert haben, 


daß wir ihn ald mit einem conflanten Werthe von IL 
zweier gleichmäßig Wachienden zufammenfallend nachgewie⸗ 
fen haben, fo haben wir auch bei der Veränderung der 
Stärke des Wachſens oder bei der Befchleunigung ded Wach. 
fens die gleichförmig befchleunigt wachſenden Größen, ale 
die Einzigen, mit denen fich die Morftellung einer beſtimm⸗ 
ten Veränderung der Btärke des Wachſens verbinden läßt, 
an die Spitze geftelt, uud Die Erklärung ber Bedeutung 


des momentanen Werthes von 


momentanen Werthes von 








y 
dx? 
Werth von Fr zurückgeführt. Ebenſo iſt die Bedeu 

3 
fung von =, auf einen conflanten Werth von — be 
zogen, und desgleichen mit den folgenden Differentialquo⸗ 
tienten. Hiermit wird alle Vorſtellung von der Ratur und 
Art des Wachſens darauf zurückgebracht, daß mit gleichen 
Zunahmen der willkürlich Veränderlichen gleiche Zunahmen 
der abhängig Veraͤnderlichen in irgend einem Grade der 
fueteffiven Differenzenbildung verbunden find, fei ed mm, 
daß mit gleichen Zunahmen der willkürlich Veränderlichen 
entweder unmittelbar gleiche Zunahmen der abhängig Ver⸗ 
änderlichen verbunden find, (gleichmäßig Wachſende ſchlecht ⸗ 
hin oder im erſten Grade) oder gleiche Zunahmen der 
Zunahmen, d. h. gleiche Unterſchiede der Zunahmen der 
abhängig Weränderlichen, ober gleiche Zunahmen der Un⸗ 
terfchiede der Zunahmen u. f. w. Wir haben Daber 
gleichmäßig Wachiende im erſten, zweiten, dritten u. |. w. 
Grade, und überhaupt eine Stärke des Wachſens im 
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erſten, zweiten unb dritten Grabe unterſchieden. Jede 
ſolche in irgend einem Grade. gleichmaͤßig Wachſende gibt 
uns in einem leicht und vollkommen beſtimmt angebbaren 
Ausdrucke eine feſte und unveränderliche Regel des Wach⸗ 
ſens der Veränderlichen, und ein beliebiger Werth eines 
höheren Differentialquotienten bat in Bezug auf dad Wach⸗ 
fen der Veränderlichen eben den einfaden Sinn, daß er 
mit gleichmäßig Wachſenden deſſelben Grades von conſtan⸗ 
ter Stärke des Wachſens zufammnfällt. Wir haben, um 
die Vorfieltung von dem Werthe und der Bedentung der 
höheren Differentialquntienten zur Anſchaulichkeit und voll 
tommenften Evidenz zu bringen, nicht verſäumt, Die geo⸗ 
metrifche Conftruction der höheren Differentiakquotienten 
für verſchiedene veränderliche Raumgrößen hinzuzufügen. 
Zebermann hält den conſtanten Differenzquotienten der Coor⸗ 
dinaten der Tangente eined beſtimmten Curvenpunktes für 
die geometrifche Conſtruttion des dem berührten Curven⸗ 


punfte zugehörigen momentanen Werthed von =, in To» 
fern x und y die Paralleiworbinaten der Curve vorftellen. 
Sowie nun in dem conftanten Werthe von — I der Coor⸗ 


dinaten ber Tangente der‘ momentane Werth von —— der 


Seoosdinaten Der Curve zur Ansfuͤhrung und wiefichen 
Darftellung kommt, fo haben wir gezeigt ,- wie in ben con⸗ 


2 
ſtanten Werthen von — rn u. f. w. der Coordina⸗ 
dy dy 


ten gewiffer Linien die momentanen Werthe von -— iz 155 


u. |. w. der Eoordinaten beliebiger Eurven zur Ausführung 
fommen, und man wird dies Die geometriſche Conſtruction 
der höheren Differntialquotienten in Bezug auf Paralld- 
coprdinaten zu nennen haben. Wir haben uns bei ber 
geometriſchen Conſtruction der höheren Differentialguotien- 
ten nicht auf Drdinaten und insbefondere auf Parallelordi⸗ 
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naten beſchränkt. Sobald der Begriff der höheren Diffe⸗ 
rentialquotienten allgemein, d. h. arithmetiſch, genau feſt⸗ 
geſtellt iſt, hat es ja gar keine Schwierigkeit, ihn auf alle 
veränderliche Raumgrößen zu übertragen. Ich finde, daß 
in mehreren neueren Werken über Differentialrechnung ein 
Anlauf genommen ift zur anſchaulichen Erläuterung der 
Bedeutung der höheren Differentialquotienten und zur geo⸗ 
metrifhen Conſtruction derjelben, fehe aber, daß man in 
diefer Aufgabe fteden geblieben und zu keinen befriedigen» 
den Ziele gefommen ift, aus dem einfachen Grunde, weil 
man Die Begriffe der im. zweiten, dritten u. |. w. Grabe 
gleichmäßig wachfenden Größen nicht an die Spike ge 
ftellt bat. 

Denft man fidh bie in einem Verflußpunfte einer ab- 
hängig Veranderlichen vorhandene momentane Stärke bes 
Wachſens eines höheren Grades ald zur Ausführung ge 
fommen, ‚und ftelt man. diejenige Yunction der. willfürlich 
Veränderlichen, in welcher diefe Ausführung enthalten tft, 
dar, fo bat man in derfelben die Zaylor’fche Reihe, oder, 
von diefer. etwas fpeciellen Form einer Reihe abgefchen, 
überhaupt eine Potenzenreihe der willfürlich Veränderlichen, 
deren Coefficienten beflimmt find durch Die verfchiedengra- 
dige Stärke des Wachſens desjenigen Verflußpunftes. der 
Veränderlichen, deilen Stärke des Wachſens eines belicbi- 
gen höheren Grades als zur Ausführung gekommen gedacht 
werden fol. Die Zaylor’fche und andere verwandte Reihen 
find nicht etwas Befondered zur Kehre von den höheren Diffe- 
sentialquotienten neu Hinzufonmendes, fondern fie flellen 
allgemein die zur Ausführung gekommene Stärke des Wach⸗ 
ſens irgend eines höheren Grades vor. Daß die Zaylor’iche 
Keine erft beinahe vierzig Jahre nach der Belanntmachung 
der Differential» und Integralrechnung entdeckt worden if, 
ia dag es dazu überhaupt noch einer Entdedung bedurfte, 
zeigt, dad auch die Entdeder und erſten Bearbeiter ber 
Differentialrechnung ed verfäunt hatten, fi) Die Bedeu⸗ 
tung der höheren Differentialquotienten in dem Sinne Bar 
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zu machen, daß fie fragten, wie würben bie veränderlichen 
Größen wachen, wenn die durch einen höheren Differen- 
tialquotienten ausgedrüdte Stärke des Wachfens eines be⸗ 
liebigen Grades zur Ausführung käme. In unjerer Dar- 
ftellung gehören die Zaylor’fche und verwandte Potenzen- 
reihen als nothwendiger Beſtandtheil und ald Schlußftein 
zu der Lehre von ben höheren Differentialquotienten, und 
von der in der Regel de tri fchon gebrauchten Vorftelung 
eines ſchlechthin gleichmäßigen Wachſens bis zur Zaylor’- 
fchen Reihe ift die ganze Differentialrechnung ein aus Einem 
Keime fich entfaltended Gewächs, oder ein gefchloflenes und 
im Einem Plane erfaßtes Gebäude, in welchem nichts 
willtürlich von außen angelegt ift, fondern Alles mit Roth- 
wendigkeit an beflimmter Stelle hervortritt und ſich ein- 
fügt, weil dad Ganze nur die methodifche Entfaltung des 
nach feiner ganzen. Ziefe erfchöpften Begriffes eines gemein- 
Thaftlihen Wachſens veränderlicher von einander abhängiger 
Größen if. Wie. einfach und natürlich fi) dadurch bie 
Theorie der Reiben gefaltet, welche neue Geſichtspunkte in 
der Betrachtung derfelben, und felbft welche neue Reiben 
fih dabei ergeben haben, möge der Leſer an dem betreffen- 
den Orte felbft nachſehen. Nur will ich bemerken, dag mir 
die im Capitel 10 aufgeftellte Reihe CL), welche. allgemein 
die Entwidelung einer Zunction f(x) enthält, und bei wel- 
cher die Coefficienten mit der Anzahl der Glieder der Reihe 
geſetzmaͤßig fich ändern, in fofern von Wichtigkeit erfcheint, 
als man aus berfelben ſieht, daß eine Potenzenreihe der 
willkuͤrlich Veranderlichen convergiren und den Werth einer 
Function mit unbegrenzter Annäherung darftellen Tann, 
wenngleich bis ins Endlofe hin die folgenden Glieder der 
Reihe immer größer werden, und daß man Funckionen von x, 
welche man bisher nicht in Potenzenreihen des ganzen Zahlen- 
werthed x mit angebbaren Coefficienten dargeftellt hat, wie 
z. B. Igx, und dergl. m. fehr wol durch Diefe Reihe als 
Potenzenreihe von x darftellen und mit beliebiger Annähe⸗ 
rung berechnen kann. 
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Zum Schluß noch ein Wort der Rerhifertigung gegen 
einige Beurtheilungen, welche der erſte Theil diefes Werkes 
erfahren bat. Ich babe mir nie beikommen laffen zu den- 
fen, daß meine Erklarımg des Sinnes und der Bedeutung 
des erften Differentialguotienten etwas Neues oder irgend 
einem Mathematiker Unbekanntes wäre, weil ich ſah, daß 
ale einfichtsvollen Mathematiker, fobald fie den Sinn des 
Differentialguotienten beflimmter veränderlicher Größen er⸗ 
Färten, für den einzelnen Fall ganz diefelbe Erklärung ge 
ben, welche ich im Allgemeinen gegeben hatte. Nun if 
von Mathematiten, welche ſelbſt Schriftſteller im Gebiete 
der Differentialrechnung find, meine auf gleichmäßig Wach⸗ 
fende zurüdgeführte Erklärung der Bedeutung des exften 
Differentialquotienten als eine verkehrte und thörichte Neue 
rung angegriffen worden. Es konnte kaum etwas Anderes 
mir eine fo große Zufriedenheit mit meiner Arbeit einflößen 
als diefer Angriff gethan hat, weil ich einfah, daB meine 
ausführlichen allgemeinen GErörterungen und Erklärungen 
viel nöthiger und heilfamer find als ich ſelbſt gebacht hatte, 
da ſelbſt Leute, Die ſich für Fach⸗ und Sachkenner ausge 
ben, an der Differentinlrehnung nichts weiter als einen 
begrifflofen Mechanismus haben, und ihnen die einfachften 
trivialften Grundbegriffe ald etwas Neues erfcheinen Die 
Widerlegung diefed Angriffe wird mir leicht. Die Herren 
brauchen fi) nämlich nur die Mühe zu nehmen, irgend ein 
Buch eined einſichtsvollen Mathematikers, in welchem der 
Sinn ded Differentialquotienten beftinmter Größen erläu⸗ 
tert wird, nachzufchlagen, fo werden fie finden, Daß Jeder, 
der fi) überhaupt nur etwas denkt bei einem Differential- 
quotienten, fich nichts Anderes babei denkt * was ich an⸗ 
gegeben habe. In Poiſſon's Methanit z. B. iſt die Be⸗ 


ns der Differentialquotienten IE — (Raum und Zeit) 


und 4 Ir CGeſchwindigkeit und Zeit) erklärt. Daſelbſt iſt 
nicht unendlich kleinen Zeiten und zugehörigen unend⸗ 





Vorrede. xI 


üb Beinen Räumen ober Geſchwindigkeiten die Rebe, ſou⸗ 
dern es heißt, 2 bedeute Die „Geſchwindigkeit der gleich- 
„förmigen Bewegung, bie ſtatthaben würbe, wenn bie 
Kraft, die auf den Körper wirkt, in dieſem Yugenblide 
aufhörte zu wirken.” Alſo werden doch Raum und Zeit 
als gleichmäßig wachſend vorausgeſetzt, um überhaupt eine 
beſtimmte Vorſtellung von Geſchwindigkeit und von der 


durch 2 ausgedrüdten momentanen Gefhwindigkeit zu 
haben. Ebenſo heißt es gleich derauf in Bezug auf den 
Sinn des Differentialquotienten ©; „Man bemerkte, daß 
nn die Geſchwindigkeit ift, welche eine beftändige Kraft 
in der Einheit der Zeit bervorbringen würde.” Alſo wer 
den auch hier Geſchwindigkeit und Zeit wieder ald gleich 
mäßig wachfend vorausgefebt, und die Kraft während einer 
Zeit —1 als unverändert angenommen, um eine beflinmte 
Vorſtellung von der Starke des Wachſens von Geſchwin⸗ 
digkeit und Zeit, und von dem Werthe des Differential« 


de 


quotienten zu haben. Iſt dies etwas Anderes als 
was wir allgemein von einem Differentialquotienten — 


im $. 36 ſagen: Der Differentialquotient —* gibt die An⸗ 


zahl der Einheiten an, um welche die abhaͤngig Veränderliche 
y wachſen würde bei einer Zunahme der willkürlich Veränder⸗ 
lichen =1, wenn die vorhandene Stärke bes Wachſens un⸗ 
verändert bliebe. Es muß auffallen in einem Buche, wie 
Poiſſon's Mechanik, in welchem die ganze Differential- und 
Sntegralrechnung als befannt vorausgefeßt ift, den Sinn des 
Differentialquotienten folcher beflimmten Größen, der doch 
fein anderer ift ald der eines jeden Differentialquotienten, 
erläutert zu finden, und daß zwar die ganze Rechnung, aber 
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nicht der einfachſte Grundbegriff derſelben als bekannt vor⸗ 
ausgeſetzt wird. Es ſcheint faſt, daß Poiſſon den Rechnungs⸗ 
mechanismus der Differential» und Integralrechnung feinen 
Leſern zutraue, aber nicht die geringfte Ihee von dem Werthe 
und der Bedeutung eined Differentialquotienten, und daran 
mag er nun wol, nach dem zu fchließen, was ich bei Gelegen- 
heit einiger Recenfionen erfahren babe, fo Unrecht nicht ha⸗ 
ben. Bei fo bewandten Umftänden in Betreff der Einficht 
in das Wefen und die Bedeutung des erften Differential: 
quotienten kann man leicht denken, wie ed hier und da mit 
der Einficht in die Bedeutung der höheren Differentialquo: 
tienten befchaffen fein mag, und ich darf um fo mehr glau- 
ben, mit meiner ausführlichen Darlegung diefer Lehre Feine 
überflüffige Arbeit unternommen zu haben. 

Das Ziel, welches ich mir bei Abſaſſung diefes Lehr⸗ 
buches urfprünglich geſteckt hatte, ift zwar mit dieſem zwei- 
ten Bande erreicht. Da indefien die Differentiation der 
Functionen mit mehreren Veränderlichen und die Xehre von 
den partiellen Differentialquotienten, fowie einige Punkte 
der Integralrechnung und die Xehre von den beftimmten 
Integralen noch ald Gegenflände von allgemeinerer Bedeu⸗ 
tung angefehen werden können, die wol eine ausführlichere 
Erläuterung bedürfen, ald ihnen gewöhnlich zu Theil wird, 
und da ich mir vorgenommen habe, in diefer Einleitung 
alle allgemeineren Gegenftände fo volfländig abzuhandeln, 
daß Jeder, der diejelben gefaßt hat, fi) das einzelne Ma- 
terial der Wiffenfchaft aus jedem ausführlichen Lehrbuche 
mit Leichtigkeit aneignen kann, fo gedenke ich noch einen 
dritten, die eben erwähnten Gegenftände umfaflenden Band 
folgen zu laſſen, jedoch freilich, da ich zumächft andere lite⸗ 
rarifche Arbeiten in Angriff genommen babe, erft nad 
einigen Jahren. 


Der Berfafler. 
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Bom zweiten Differentialquotienten. 


$. 101. 
Ku ber vorausgehenben Lehre vom erften Differentialquo⸗ Echentind der 


Lehre von den 
tient, weichen wir bicher, weil eine Unterſcheidung deſſel⸗ haben Bine 
ben von andern Differentinlquotienten noch nicht nöthig 
war, gewöhnlich ſchlechtweg den Differentialguotient genannt 
haben, ift gezeigt worden, baß jede zwei von einander ab- 
bängige veränberliche Größen, deren Gefetz ber Abhängig. 
Zeit Durch irgend eine befiebige Yunction, weiche nicht von ' 
ber Yorm ax + b ift, ausgebrüdt erfcheint, ein? fletig ver. 
änderliche Staͤrke ihres Wachſens haben, und daß bie jebes- 
malige Größe diefer momentanen Stärke ihre Wachſens 
allgemein für jeden beliebigen Jahlenwerth der willfürlich 
Beränderlihen x durch den erften Differentialquotient die⸗ 
fer Function von x gegeben ift. In diefer Auseinanderfegung 
der VBildungsweife und Bedeutung des erften Differential 
quotienten haben wir und Darauf beſchraͤnkt nachzuweifen, 
wie der für einen beliebigen einzelnen Verſlußpunkt ber 
willkürlich Weränderlichen flattfindenbe Größenwerth ber 
"veränderlihen Stärke des Wachſens berechnet werden Tann, 
aber die Veränderungen, welchen diefe Stärke des Wachſens 
ſelbſt im Kortfchritt der wachſenden Größe unterworfen iſt, 
haben wir außer Acht gelafien, wenigftens in fofen, als 


wir nicht unternommen haben, ein Geſet dieſer Veraͤnde⸗ 
Snell. N. 


* 
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rung aufzuſtellen, und fie ihrem Größenwerthe nach zu be: 
flimmen. Da «8 aber bei der Beflimmung ber Eigenthüm- 
lichkeiten und der Natur ded Wachfend der von einander 
abhängigen veränderliden Größen, in fofern fie eine er⸗ 
fchöpfende fol genannt werden können, offenbar nicht allein 
darauf ankommt, wie groß in einem einzelnen Verflußpunkt 
die Stärke des Wachſens ift, fondern auch darauf, um wie 
viel die Stärke des Wachfend bei dem Uebergang von einem 
Verflußpunft der willkürlich Veränderlichen zu einem an- 
dern fich verändert hat, oder wie überhaupt das Geſetz der 
Veränderung der Stärke des Wachſens verläuft, fo ſchließt 
fih an die ſchon abgehandelte Frage, wie die Größe der 
momentanen Stärke ded Wachſens gefunden wird, die an- 


‚dere, wie man ſich von der Größe der Weränderung der 


Stärke des Wachſens eine beflimmte Worftellung bilden 
und diefelbe ihrem Größenwerthe nach berechnen kann. 
Hierbei Tann ald einfachfter Fall der Veränderung der 
Stärke des Wachſens der eintreten, in welchem bie Stärk 
des Wachfend immer um gleichviel zu» oder abnimmt bei 
gleichem Zunehmen der willkürlich Veränderlichen, oder in 
welchem die willkürlich Veränderliche und die Stärke dei 
Wachſens der beiden Weränberlichen fich als gleichmäßig 
wachjende Größen darftellen. In dieſem Zalle einer gleich: 
bleibenden Veränderung in der Stärke des Wachſens wird 
es fih nur darum handeln, das unveranderlihe Maß die 
fer Veränderung in beflimmte Begriffe zu faflen, und daſſelbe 
auf angemeflene Weiſe in der analyfifchen Zeichenfprache aus: 
zubrüden, in ähnlicher Weife, wie früher bei Betrachtung der - 
Stärke des Wachſens die gleichmäßig wachfenden Größen und 
ihr conftanter Differenzquotient als unveränderliches Maß 
der Stärke des Wachſens aufgeftellt wurden. Zritt aber 
der zweite denkbare Fall ein, dag mit allen auch beliebig 
Heinen Zunahmen der willkürlich Veränderlichen immer un- 
gleiche Zunahmen der Stärke des Wachſens der beiden ver- 
änderlichen Größen verbunden find, fo ift nicht blos die 
Stärke des Wachiens, fondern auch die Veränderung der 
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Stärke des Wachſens eine ftetig veränderliche Größe, und 
ift in jeden zwei auch noch fo nahe liegenden Punkten der 
willkuͤrlich Veränderlichen eine verfchiebene. Es wird als⸗ 
dann die Frage entfliehen, wie man diefe momentane Ver⸗ 
änderung der Stärke des Wachſens, bie nicht zur Ausfüh- 
rang kommt, fondern nur ald Beftreben, eine beflimmte 
Veränderung der Stärke des Wachſens bervorzubringen, 
vorhanden ift, ihrem Größenwerthe nach berechnen und auf 
ein gleichbleibendes Maß der Veränderung der Stärke des 
Wachſens zurückführen kann. 

Da ferner in dem Falle, als die Veränderung der 
Stärke des Wachſens nicht conſtant, ſondern ſtetig verän- 
derlich iſt, an die eben beregte Frage, wie groß in einem 
einzelnen Verflußpunkt der willkürlich Veränderlichen die 


Veränderung der Stärke des Wachſens iſt, die andere ſich 


anreihen läßt, nach welchem Geſetz dieſe Veränderung der 
Stärke des Wachſens ſich ſelbſt verändert, und auch bier 
wieder das allgemeine Maß und der jebesmalige Größen: 
werth Diefer Veränderung zu beftimmen fein wird, und da 
endlich Diefe Frage immer wiederkehrt, fobald dad Maß 
einer weiter binausliegenden Veränderung fich nicht con» 
ftant zeigt, fo ſieht man leicht, DaB durch die vorausge⸗ 
bende Lehre vom erflen Differentialquotient die Analyfe 
des Begriffs eined von einander abhängigen gemeinfchaft- 
ich fortfchreitenden Wachſens der Größen noch Lange nicht 
erfchöpft ift, und daß wir, um bie Natur des ungleich- 
mäßigen Wachſens auf alln Stufen der in ihm flattfin- 
denden Veränderungen zu verfolgen, und einen Haren Blick 
in die verborgene Werkflätte des Wachſens der Größen zu 
befommen, noch ein ziemlich weitläufiges Begriffögebiet zu 
durchmeſſen haben werden. Die Aufhellung diefes eben 
angedeuteten Begriffs der ſtufenweis übereinander liegenden 
Veränderungen der Stärke des Wachſens und die Nadh- 
weifung des Gebrauchs derfelben zur Auffindung der Ei⸗ 
‚genfchaften ungleihmäßig wachfender Größen bildet den 


weientlihen Inhalt der Lehre von den höheren Differentiale 
1* 
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quotienten. Ohne bie Erläuterung und Feſtſtellung dieſer 
Begriffe iſt es nicht möglich, den höheren Differentialque 
tienten einen beftimmten, in orten vollig ausſprechbaren 
Sim, und in der Anwendung auf concrete continuirlich 
wachfente Größen, wie Raum, Zeit und Bewegung, eine 
anfchauliche handgreifliche Bedeutung beizulegen, und läuft 
man Gefahr, ſich in leere Formeln zu verlieren, deren ope 
rative Entfichung man zwar Tennt, dern Sinn und Be 
deutung aber für das Wachſen der urfprünglichen Function, 
deren fucceffive Differentialquotienten man genommen bat, 
damit noch nicht gegeben ift. 


6. 102. 


N Ehe wir zur näheren Eutwidelmg der das Gebiet der 
Difezentialguo: höheren Differentialquotienten beherrfchenden Begriffe fihrei- 
ten, wird es zur Bildung einer beflimmteren Anficht von’ 
der Natur Des vorliegenden Problems nicht undienlich fein, 
die in den Lehrbüchern Der Differentialrechnung gangbere 
ganz Turzgefaßte Darftellung der Lehre von den höheren 
Differentialquotienten bier vorläufig mitzufheilen, weil wir 
auf die Weile durch Dearlegung deilen, was an der gang 
baren Auffaflung wermißt wird, am leichteflen bas Bedürf⸗ 
niß einer ausführlichern Grundlegung und das Intereſſe 
für diefelbe erweden zu Tonnen glauben. Diefe gangbare 
—— der Lehre von den höheren Differentialquotien⸗ 
en läuft im Weſentlichen auf Folgendes hinaus. Iſt der 
Differentialquotient einer Function einer Veraͤnderlichen 
ſelbſt wieder eine Function dieſer Veränderlichen, was ba 
allen Functionen von x mit Ausnahme des einzigen ax -+-b 
der Fall ift, fo kann man natürlich Dielen Differentialque- 
tient wie jede Junction von x von Neuem ber Opera⸗ 
tion des Differentiirend unterwerfen, und erhalt da⸗ 
Durch den Differentialquotient von dem Differentialmsotient 
einer Yunction, welchen man den zweiten Differentialgue- 
tient biefer Function nennt. Iſt auch diefer zweite Dif⸗ 
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ferentialquotient nieht conftant, fondern eine-Bunction ber . 
Veränderlichen, fo kann man Ihn ebenfalls wieder bifferen- 
tiiren, und erhält fo den Differentialquotient von dem zwei⸗ 
ten Differentialquotient, welchen man den dritten Differen- 
tialquotient nennt u. |. w. Die Möglichkeit der Bildung 
diefer fucceffiven Differentialquotienten verfteht fich fo fehr 
von felbft, dag wir und im erften Theile auch ohne Wei- 
tered, wo ed nöthig war, derfelben bedient haben. In fo 
fern man auch Die Begriffsbeſtimmung der höheren Diffe: 
rentialquotienten nur aus dieſer für fi ganz Plaren ope- 
rativen Entflehung: derfelben entnimmt, ift weiter nichts 
nöthig, ald nur noch die Erklärung der üblichen analyti- 
fhen Bezeichnungsweife derſelben hinzuzufügen, um das 
Mefentliche der gangbaren Lehre von den höheren Differen- 
tialquotienten zu haben. Diefe Beziehungsweiſe wird nun, 
da die Operation zur Erzeugung der höheren Differential 
quotienten eine bloße Wiederholung des einfachen Differen- 
türens iſt, zunächft am natürlichften fo gebildet werben, 
daß fie auch auf eine bloße Wiederholung bee für dem er- 
ſten Differentialquotient üblichen Bezeichnung binausläuft. 
Nun bezeichnet man bekanntlich den Differentialquotient 
einer Function von x dadurch, Daß man vor die Function 
den Buchſtaben d ſetzt, und dx als Nenner Darunter 
fehreibt, wie man 3.8. den Differentialquotient der Func-⸗ 
1 
1 


_ 3 27 
tion ax’ +x° duch da + 2°) 


ix bezeichnet, oder, da 


1 
34x2 4 2 der Differentialquotient der Function 


ax’ x? ift, Diefen Zufammenhang der Operationen durch die 


ı 
analytiſche vieatelgleihn gax -34 J 


ausdrückt. Betrachtet man nun die linke Seite dieſer Glei⸗ 
chung als Zeichen einer Function von x, ſo wird man den 
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Differentialquotient dieſer Funetion wie jeden andern da⸗ 
durch andeuten können, daß man den Buchflaben d vor 
dieſelbe feßt, und durch dx dividirt, alfo durch die Be- 


. 1 
3 7 
zeichnung d —E—— Und da der Differential⸗ 
dx Ä 
1 


N 3 
quotient der Function art) d 5. der Function 


4 
? 


“= 


3ax’-t ax gleich iſt Gax— Ex r fo erhalt 
man Die analptifche Differentialgleihung 


a( 3 2) 1 3 
d [\ex x —6hax — —x ° 

dx 4 

dx 

welche, weil‘ fie den Zuſammenhang einer urfprünglichen 
Function und ihres zweiten Differentialquotienten darftellt, 
eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung heißt. Diefe 
Bezeichnungsweife des zweiten Differentialquotienten, welche 
foeben bei gegebenen Functionen von x gebraudht worben 
ift, in welchem Falle die entftehende Differenfialgleichung 
nur dazu dient, eine Megel des Differentiirend auszuſpre⸗ 
hen, laͤßt fich natürlich auch ‚gebrauchen, um anzubeuten, 
daß der zweite Differentialquotient einer unbefannten ober 
auch einer unbeftimmten Durch y vorgeftellten Function von 
x gedacht werden fol. Denn da in dieſem Fall der Aus⸗ 


d . . . . 
drud er nur Zeichen einer Function von x ift, und folg- 
dy 
17% 
dx 





' 





lich der Ausdrud Zeichen des Differentialquotien- 


dy 
._ dy 17% 
ten Diefer Function Ir’ fo wird der Ausdrud — 
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den zweiten Differentialquotient der durch y vorgeftchten 

Function bedeuten. Wäre 3. B. der Differentialquotient 

einer unbefannten durch y vorgeftellten Function von x 
1 


Direct gegeben, und gleich | x’+ —9* ‚ was durch bie 


J 
Differentialgleichung Sr —(x x4 =)” auszubrüden wäre, 
fo würde man, da der Differentialquotient der Function 


(* + 1): gleich a die aus der vorher: 
(+ x 
gehenden Gleichung zu bildende: Diffrentialglei chuns der 


2 ⸗ 2x — x 
zweiten Ordnung föreiben - = — 
\? 





(+ 

Man fieht Leicht, daB diefe Bezelchnungsweiſe der 
höheren Differentialquotienten ihre Webelftände und Mängel 
bat. Denn wollte man auf die Weife fortfahren, und den 
dritten Differentialquotient einer durch y  vorgeftellten 





d ar 
Function von x durch den Ausdrud * andeu⸗ 


dx 
ten u. ſ. w., fo würde man eine Durch ihre gefpreizte Form 
fehr fchwerfällige und bei hohen Differentialquotienten faft 
wnausführbare Bezeichnung erhalten, abgejehben von dem 
Mangel, daß durch Diefelbe ein feiner Ordnungszahl nach 
unbeftimmt gelaflener Differentialquotient, wie etwa der 
nte Differentialquotient, Direct gar nicht ausgebrädt wer: 
den könnte. Man bat daher für gewöhnlich eine an- 
dere Bezeichnungsweiſe der fucceffiven Differentialquotien- 
ten in Gebrauch genommen, weiche von den berügten Män- 
gein und Uebelftänden frei if. Obgleich dieſelbe ‚wie wir 
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bald fehen werden, noch einen tiefer liegenden Grund ihrer 
Entftehung hat, als ben einer Abkürzung ober größeren 
Bequemlichkeit der Schreibart, und auch mit einem. ganz 
andern Sinn der höheren Differentialquotienten als dem: 
jenigen, auf welchen hie bloße Wiederholung des Differen- 
tiirend unmittelbar führt, aufs genauefle zufammenhängt, 
fo bat man ſich doch Thon Längft gewöhnt, die Erklärung 
diefer zweiten Bezeichnungsart ganz lodgeriffen von dem 
urſprünglichen Weg ihrer Entflehung zu geben, und fie 
nur als eine andere willfürlihe Bezeihnungsart aufzufüh- 
ven. Auf diefe gangbare Erklärung kommt es uns aber 
bier zunächft allein an. Diefelbe wird abgeleitet aus der 
Art, wie man Differentialgleichungen mit ifolirten Diffe 
rentialen ſchreibt (fiehbe $. 37). Dieſe Schreibart befteht 
befanntlich darin, daB man vor eine Function von x oder 
vor das Zeichen, welches eine folche Function vorftellen 
fol, den Buchſtaben d fegt, und diefen Ausdrud gleich 
fegt dem Differentialquotienten der Function von x multt- 
pliciet mit dx, wie wenn man für bie Function ax” bie 
Differentialgleihung dax’—3ax’dx bildet, oder aus der 
Bleihung y=ax’ die Differmtialgleihung dy=3ax’dx 
berleitet. In einer ſolchen Gleichung mit ifolirten Diffe 
rentialen bat man, um ihr einen auöfprechbaren beſtimm⸗ 
ten Sinn unterzulegen, nah $. 37 fi unter dx einen 
beliebigen endlichen Zahlenwertb, und unter dy ober, 
was daſſelbe ift, unter Zax?dx diejenige Zunahme der 
Funttion ax? zu benfen, welche. mit ber Zunahme dx ver: 
bunden fein würde, wenn die beiden Weränderlichen x und 
ax? diejenige Stärke des Wachſens beibehielten, weiche fie 
bei dem Zahlenwerth von x haben, yon welchem and man 
fih die Zunahme dx geſetzt denkt. So anpefchen hat das 
Diffevential dy oder 3ax’dx mit dem Unendlichkleinen gar 
nichts zu fchaffen, fondern es iſt ein emblicher Zahlenwerth, 
welcher verglichen mit dem Zahlenwertch dx uns die Bor- 
ftelung einer beftimmten Stärke des Wachſens gibt. In 
fofern man nun für alle veränberlichen Werthe de x dem 
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dx immer’ einen und denfelben Zahlenwertb beilegt, was 
offenbar, weil der Zahlenwerth dx Beliebig, geflattet u, 
fo kann man dns Diffexentiel 3ax’dx betrachten als eine 
endliche Function von x, welche mit einem conflanten 
Factor dx multiplicirt iſt, und ebenfo wird dy nur Zei: 
hen einer folchen Function fein. Unter dieſen Umſtänden 
kann auf die Gleichung dy=—3ax’dx die oben angeführte 
Regel ded Differentiirend mit iſolirten Differentialen ohne 
Weiteres angewandt werden, und man erhält, da für ein 
als conſtante Zahl behandeltes dx der Differentialquotient 
der Function Zaxꝰdx gleich Gaxdx iſt, die Differentinl- 
gleihung day — Gaxdx. dx. Legt man auch bei diefer 
neuen Differentiation dem dx dDenfelben Zahlenmerth bei, - 
den es vorher in der Function Jax’dx für alle veränder- 
lichen Werthe ded x haben follte, fo Fann man bie. Iehte 
Differentialgleichung auch fhreiben ddy==6Gax(dx)?. Man 
fieht leicht, daß, wenn man auf biefe Weile bei conſtam 
gefebtem dx das Differential von dem Differentiat einer 
Function von x nimmt, Diefed zweite Differential nichts 
Anderes fein wird, als der zweite Differentialquotient ber 
Funttion multiplitirt mit (dx)", und dag alio das Diffe 
rential von dem Differential einer Function dividirt Dur 
(dx)? den zweiten Differentialquotient diefer. Function ge 
ber wird. Mithin wird, wenn wir unter Y irgend eine 





Function von x vorſtellen, der Ausdruck (ds = fo gut 
den zeiten Difſer eruokient der Function y bedeuten 


als der Ausdrud ar Mendet man auf die Glei—⸗ 


hung ddy==6ax. as in welcher dx einen conftanten 
endlihen Zahlenwerth haben möge, und folglich (dx)? ale 
conftariter Factor zu behandeln ift, von Neuem diefelbe Regel 
des Differentiivend an, fo erhält man, da Galdx)? der 
Differentialguotient von Gax(dx)? tft, die Gleichung 
dddy==6a(dx)’.dx, und in fo fern auch bei diefer Dif- 
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ferentiation dx denſelben Zahlenwerth hat wie vorher, die 
Gleichung dddy==6a.(dx)’, und bemerkt ſogleich, daß 
das dritte Differential eine Fe von x bieidirt durch 


(dx)? oder der Ausdrud ( * Y. den dritten Differentialquo: 


tient der Function y bedeuten wird. Daß diefe Bezeichnungs⸗ 
weife fich ebenfo auf die folgenden Differentialquotienten aus: 
dehnen läßt, verfteht fich von ſelbſt. Sowol um die häufige 
Wiederholung des Buchflabens d zu vermeiden, ald aud) 
um einen der Ordnungszahl nach unbeftinmten Diffe 
rentialquotient ausdrüden zu koͤnnen, fehreibt man ftatt 
ddy dddy d’y 

(dx)" (az HI w. Gary 


den nten Differentialquotient der Zunction y durh ——— ( 45 


aus, wobei die in der Weiſe von Erponenten dem Bud; 
ftaben d beigefügten Zahlen natürlich nicht das Mißver: 
ftändniß von Potenzen veranlaflen koͤnnen, weil der Bud; 
ftabe d hier Fein Zahlzeichen, fondern ein Operationszeichen 
if. Auch bei.den im Nenner vorkommenden Potenzen von 
dx laßt man gewöhnlich die Klammern weg. Nun bebeu: 
ten freilich die Ausbrüde dx’ und dx’, wenn fie fonft 
vorfommen, fo viel ald die Differentiale der Functionen 
x” und x’, und keineswegs Potenzen von dx, aber man 
ſieht Teicht, daB in dieſem Zalle Durch Weglaffung der 
Klammern Fein Mißverſtändniß zu beforgen iſt, weil durch 
die Zufammenftellung felbft ‚ in welcher bier die Ausdrücke 
dx?, dx? erfcheinen, einer Verwechſelung dieſer verfchiedenen 
Bedeutungen vorgebeugt ift. 

Es mag bier noch ausdrücklich darauf aufmerkfam ge: 
macht werden, daß die eben gegebene Regel der Bildung 
der höheren Differentiale und die daraus fließende Bezie⸗ 
hungsweiſe derſelben nur dann völlig gerechtfertigt er: 
fheint, wenn man in einer Differentialgleichung, wie 3. 8. 
dy=3ax’dx, die Größen dy und 3ax’dx nicht als 
‚unendlich Feine Größen, fondern in der oben angegebenen 





a und drüdt — 
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Weiſe ald Functionen mit endlichen Zahlenwerthen betrach- 
tt. Dem nur unter dieſer Vorausſetzung iſt es obne 
Weiteres geſtattet, daſſelbe Verfahren der Differentia- 
tion, welches man bei der Gleichung y — ax’ anwendet, 
auch auf. die Gleichung dy—=3ax’dx auszubehnen, und 
dabei dx als conflante Zahl zu behandeln. Denkt man 
aber unter dx und folglih auch unter dy eine unenb- 
ich Eleine Größe, fo ift dx jedenfalls nicht mehr ein 
beliebiger Zablenwerth, und man fiebt dann nicht recht 
ein, ob bei den folgenden Differentiationen dx immer als 
denfelben Zahlenwerth behaltend angefehen werden darf, 
wie denn auch Manche diefe Behauptung ald eine unbe 
wiefene oder unbeweisbare-verworfen haben. Ebenfo wenig 
leuchtet unmittelbar ein, wie man diejenige Operation, die 
man mit y, als einer Function von x mit endlichem Zah⸗ 
Ienwerth vorgenommen denkt, indem man den Buchftaben 
d davorſetzt und dy fchreibt, ohne Weiteres wieder auf eine 
- umendlich Beine Größe dy anwenden und ddy fchreiben 
dürfe. - Bei der bier feftgehaltenen Annahme endlicher Zah⸗ 
Ienwerthe der ifolirten Differentiale ift die Befugniß einer 
Wiederholung deflelben Verfahrens des Differentiicens un- 
zweifelhaft. Wenn übrigens aus der vorhergehenden Dar- 
ftelung nicht recht erfichtlich ift, ob es fich Dabei nur um 
eine mehr oder weniger willfürlihe Bezeichnung handelt, 


oder ob eine ſolche Bezeichnung wie I eine gewiſſe noth- 


wendige Beziehung auf die Eigenthümlichkeit des Wach⸗ 
fend der Größen x und y haben, und etwas Wefentliches 
Damit geſagt fein fol, und wenn ed daher, wie faft zu 
vermuthen, dem Xefer bei dieſer Darftellung etwas hohl 
und leer zu Muthe gavorden ift, fo ift das nicht des Ver⸗ 
fafferd Schuld; denn er bat fchon gefagt, daß er zunächft 
nur die gangbare Erklärung der Bezeichnungsweiſe ber 
höheren Differentialquotienten go wolle. Das Bedeu 


Iy u ſ. w. um 


dy 
tungsoolle der Bezeichnungen Axt’ des 
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ihre weſentliche Beziehnng auf die durch fie ausgedrücdte 
Veranderımg Dee Stärke des Wachſens der Größen x und 
y wird uns fpäter von ſelbſt entgegentreten, wenn wir fie 
aus der Entwickelung bed Begriffs einer Veränderung der 
Stärke des Wachſens als eine fich notwendig darbietende 
und inhaltreiche hervorgehen ſehen. 

Es muß ſchließlich über die Bezeichnungsweiſen der 
höheren Diffeventialquotienten noch bemerkt werden, daß 
man die aufeinanberfolgenden Bifferentialguetienten einer 
durch f(x) ausgedrückten unbeftimmten Function von x 
auch durch Striche, welche dem Buchſtaben f beigefügt 
werden, bezeichnet, ſodaß man fich unter f(x), f’(x), 
f”(x) u. f. w. der Reihe nad den erſten, zweiten und 
dritten Differentialquottent ber Yunction f(x) zu denken 
bat. Im ſofern man bei dDiefen Strigen mar ihre Anzahl 
als das Weſentliche ind Auge faßt, und ſich ſtatt ihre 
die entſprechenden Zahlen denkt, kann man dieſe Bezeich⸗ 
nungsweiſe auch verallgemeinern, und einen feiner Ord— 
nungdzahl nach unbeſtimmten Diffexentialauotient, wie 3. ©. 
den nten, durch f(x) ausbrüden. Der Vorzug bieler 
Bezeidmung, wenn man das einen Vorzug nennen wil, 
ift der, daß fie gar Feiner Erflärung bebarf. Aber dieſen 
Vorzug verdantt fie nur dem Umſtand, daß fie als eine 
vein willkuͤrliche gar Feine Beziehung bat auf die Begriffe, 
um deren Erörterung und Aufhellung es fich eben Handelt, 
- wenn man von den höheren Differentialguotienten eine An- 
wendung und einen Gebrauch machen will. Uebrigens ift 
der vermeintliche Vortheil, welcher zur Einfuͤhrung dieſer 
Bezelchnung Veranlaſſung gegeben hat, ſchon friiher (6.38) 
als trügerifch nachgewielen worden. Diele Bezeichnung 
gewährt gar feinen Vortheil als den ciner etwas größeren 
typographifchen Bequemlichkeit. Ste Hat aber gegen bie 
frühere den weſentlichen Nachtheil, daB fie für ſich allen 
nur den BDifferentinlquotient einer unbeſtimmt ausgebräd: 
ten Function f(x) darftellen Tann, nicht aber einer be 
flimmten, und alfo zur Aufſtellung analytiſcher Differen: 
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ttalgleichungen, d. b. zur Darſtellung von Differentiations⸗ 
regeln in Einer Gleichung gar wicht gebraucht werden kann. 
Um 3. B. audzubrüden, Daß der dritte Differentialquotient 
der Function Ix (natürlicher Logarithmus von x) glei 


fei 2 , reiht in der früheren Bezeichnungdweife die ein- 
3 

ige Gleichung nr u 2 bin, während man bei der 

letzteren die Unbequemlichkeit- hat, diefe Differentiationsregel 

nur durch eine Zufammenftellung von zwei Gleichungen 

ausdrüden zu Eönnen, indem man erſt Ix—=fx und dann 


f”(x) —— ſetzen muß. Man ſieht leicht, daß man, um 


überhaupt nur die Operation des Differemiirens anzudeu⸗ 
ten, allemal genöthigt ift, die beftimmten Functionen, wenn 
man mit folchen zu thun bat, erft duch unbeſtimmte 
Functionsbezeichnungen auszudrüden, weil die Operations- 
bezeichnung höchſt ungeſchickter Weife an den Buchſtaben, 
der gerade die Unbeftimmtheit der Function fordert, ange: 
klebt ift, und daß man die unter der unbeftimmten Functions⸗ 
bezeichnung vorgeftellte beftimmte Function immer im Ge⸗ 
dächtniß haben muß, während man fie Doch bei der frü- 
heren Bezeichnungsweiſe gleich bequem vor Augen haben 
könnte. Dieſe letztere Bezeichnungsweiſe muß alſo, da ſie 
weder die frühere in allen Beziehungen erſetzt, noch auch 
etwas Neues hinzufügt, als durchaus nutzlos und über⸗ 
flüſſig angeſehen werden, und wir wollen von derſelben 
daher auch keinen Gebrauch machen. 


$. 103. 


Die Bedeutung, welche den höheren Differentialquo⸗ Sleraus Aldenbe 
tienten der im vorhergehenden Paragraph gegebenen GrPbüentheeen Dihern- 
rung gemäß beizulegen fein wird, iſt fehr einfach, und folgt 
ohne Weitered aus ber Entſtehung derfelben. . Denn da 
biernach die Bildung der höheren Differentialquotienten 
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auf einer bloßen Wiederholung der Bildung bes erften be 
ruht, fo wird natürlich auch die Bedeutung ber höheren 
Differentialquotienten nut auf eine bloße Wiederholung der 
Bedeutung des erften binauslaufen können. Nun gibt, 
wenn man fi) unter y irgend eine Function von x denkt, 
der erſte Differenfialguotient von y, oder der Werth der 


Kunction 2 allgemein die momentane verhälfnigmaßige 
Stärke des Wachſens von y und x an; folglich wird D die 
6 
durch rei oder vorgeftellte Function, al der erfte 
Differentialquotient der Zunction 4r, 
hältnißmäßige Stärke des Wachſens der beiden vweränder: 
lichen Größen — I und x ausdrüden. Cbenfo wird der 
dritte —— der Function y, oder die um 
ter dem Ausdruck I vorgeftellte Function von x, da 





die momentane ver: 


fie nur als der erfte Differentialquotient der Function 3 

aufgefaßt wird, die momentane verhältnißmäßige Stärke 
2 

des Wachſens der beiden veränderlichen Größen I und x 


angeben, und in gleicher Weile wird die Bedeutung aller 
folgenden Differentialquotienten der Function y fich ergeben. 
Nimmt man zu diefer eben gegebenen kurzen Erklärung der 
Bedeutung der höheren Differentialquotienten dasjenige 
hinzu, was im vorhergehenden Paragtaphen über ihre Be 
zeichnung gefagt worden ift, fo bat man die ganze übliche 
Lehre von den höheren Differentialquotienten.. Und wenn 
man weiter nichtd von denfelben willen will als dieſe Bedeu⸗ 
tung und den Rechnungsmechanismus ihrer Bildung und Be 
zeichnung, fo bedarf ed zur Darftellung Diefer Lehre denn frei- 
lich feiner großen Umftände und Feines weiteren Ausholens. 
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Hier ift num der Drt, wo wir genauer und beflimm- 


.. tee angeben Fünnen, was wir von einer vollftändigen Lehre 


von den höheren Differentialquotienten verlangen, und was 
wir an der gangbaren Lehre vermiſſen. Nach der vorher 
erflärten Bedeutung der höheren Differentialguotienten ſagt 
und 3. B. der zweite Differentialquotient einer durch y 
vorgeftellten Yunction von x nur etwas über die Eigen- 


chomlichteit des Wachſens dei Größen ZI und x, kei 


neswegs aber über die der Größen y und x. Ebenfo wird 
man durch den dritten Differentialquotient der Function y 
wieder auf andere Größen verwiefen, indem derfelbe nur 
die momentane verhaltnigmäßige Stärke des Wachſens der 


beiden Größen 3 und x angibt, direct aber über die 


Natur des Wacfent der "beiden Größen y und x, deren 
dritten Differentialquotient man hat, und über deren Art 
des Wachſens man doch wol eigentlich einen Aufſchluß 
erwarten follte, und gar nicht belehrt. Nun gibt es doch 
weitere über die momentane Stärke des Wachſens binaus- 
liegende Eigenthümlichkeiten des Wachſens der Größen y 
und x. Denn die Stärke des Wachſens vderfelben ift 
ftetig veränderlih, und ed muß alfo in demfelben Punkt, 
wo eine beftimmte Stärke des Wachſens eintritt, auch ſchon 
eine ihrer Größe und ihrem Maße nach zu beflinnmende 
Veränderung der Stärke ded Wachſens vorhanden fein, weil 
die Veränderung nicht wartet, bis die fließenden Größen 
um einen endlichen Groͤßenwerth gewachfen find. Daſſelbe 
wird fih auf die Veränderung ber Stärke des Wachfens 
anwenden laflen, wenn fie fich nicht als conflant, fondern 
als ftetig veränberlich erweift. Auch die alddann blos mo⸗ 
mentane Veränderung der Stärke des Wachſens muß eine 
nah Größe und Maß zu beftimmende Veränderung zei 
gen. Alle diefe Beftimmungen find charakteriftifche Eigen- 
thümlichkeiten des Wachfend der Größen y und x, und 
folten und nicht die höheren Differentialquotienten der 
4 
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Function y einen Aufſchluß über biefelben geben, und 
vielleicht auch die Regel der Berechnung ihres Größen 
werthes enthalten? 

Daß die aus der bloßen Wiederholung des Differen⸗ 
tiirens abgeleitete Bedeutung der höheren Differentialquo⸗ 
tienten, gemäß welcher jeder folgende Diſſerentialquotient 
einer Function bie Stärke ded Wachfens des worhergehm: 
den Differentialmotienten und der willfürlih Veränder⸗ 
lichen diefer Yunction ausdrüdt, nicht hinreicht, um eine 
deufliche Vorftelung vor den erwähnten Eigenthumlichle⸗ 
ten des Wachſens der uripränglich Werändeslichen zu ge 
ben, ift leicht zu zeigen. Wir wollen dies an einigen geo: 
metrifchen Beiſpielen erläutern, und zwar gerade an der 
. jenigen, bei welchen allein man biöher einen Verſuch der 
Nachweiſung einer fogenannten geometrifchen Bedeutung 
der böberen Differentialquotienten gemacht bat, worunter 
man verfteht, Daß Die Wertbe der höheren Differentialquo— 
tienten durch gewifle räumliche Gebilde repräfentirt erſchei⸗ 
nen, und bei denen man alſo Diefe Nachweifung als ver: 
haͤltnißmäßig am Heichteften ausführbar angefehen hat. 
Wenn 3. DB. die fenfrechte Ordinate einer Curve Fals 
Function der Abfeiffe gegeben ift, fo drückt bekanntlich der 
für einen Curvenpumkt berechnete erfte Differentialguotient 
dieſer Function den Duotient zufammengehöriger Zunah⸗ 
men bee Geordinaten der Diefen Curvenpunkt berührenden 
graben inte aus, d. h. er druͤckt die trigonometrifche Tan 
gente des Winkels aus, welchen Die berührende Grade mit 
der Abſciſſe bilde. Da dieſer Winkel ſtetig veränbelid 
iſt, ſo gibs es für jeden Verflußpunkt ber Abſciſſe cin 
verhältnißmäßige Stärke des Wachfens ber Tangente dei 
genannten Winkels und der Abſciſſe. Diefe Stärke dei 
Wachſens tft es zunachft nur, welche man als durch dem 
zweiten Differentialquotient der die Orbinate ausdrückenden 
Function dargeftellt anfehen muß. Wenn ich nun z. B 
fünde, daß der zweite Differentialguotient dieſer Yunction 
für einen beſtimmten Rablenwerth der Abſciſſe Den Zahlen: 
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werth 2 hätte, ‘fo würde damit gefagt- fein, daB Die mo- 
mentane verhältnigmäßige Stärke Des Wachſens der Tangente 
jenes Winfeld und der Abfcifie fo groß fei, DaB vermöge 
derfelben, wenn fie zur Ausführung käme, mit einer Zu⸗ 
nahme der Abſciſſe =1 eine Zunahme der Tangente jenes 
Winkels — 2 verbunden fein würde. Diefe Behaupfung 
ift nun zwar ohne Zweifel ganz richkig, aber es laͤßt fi 
doch unmittelbar aus derfelben nicht erfehen, welche Eigen- 
thümlichkeit des Wachſens der Coordinaten der Curve durch 
ihren zweiten Differentialquotient ausgefprochen iſt. Und 
obgleich es in diefem Falle noch nicht allzufchwierig fein 
würde, aus der verhältnißmäßigen Stärke des Wachiens der 
trigonomefrifchen Tangente jenes Winkel und der Abſciſſe 
auf die Natur des Wachfend der Coordinaten der Curve 
und auf die Größe der Veränderung ihrer Stärke des 
Wachſens einen Schluß zu machen, fo würde man fi doch 
fhon bei dem dritten Differentialquotient in große Schwie⸗ 
rigfeiten und Dunkelheiten verwidelt fehen, wenn man ſei⸗ 
nen Werth auf die Eigenthümfichkeiten des Wachiens der 
Eoordinaten der Curve zurücheziehen wollte. Nehmen wir 
ferner an, daß eine Eurvenfläche als Function der Abfcifie 
gegeben fei. Da der erfle Differentialquotient diefer Function 
Diejenige Function der Abfciffe liefert, welche die Ordinate 
der Curve ausdrüdt, fo fagt man, Der räumliche Reprä- 
fentant des erften Differentialquotienten der Curvenfläche 
ift Die Ordinate der Curve; und da der Differentialquotient 
der Drdinate Die Tangente des Winkels ausdrüdt, den die 
Berührende mit der Abſciſſe bildet, fo ſagt man, bie 
Tangente Diefed Winkels ift der räumliche Nepräfentant des 
zweiten Differentialquotienten der Curvenfläche. Go an⸗ 
gefeben haben die höheren Differentialquotienten einer 
Zunction, welche eine Fläche ausdrüdt, gar nichts mit ber 
Fläche zu Ichaffen, indem man auf ganz andere räumliche 
Elemente, erft auf eine Linie und dann auf cine Winfel- 
function geräth. Daß es dabei unmöglich wird zu fagen, 


welche Beflimmungen des Wechſens der Be durch die 
Snell. U. 
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höheren Differentialquotienten derfelben ausgedrückt werden, 
verfteht fi) von felbfl. Es muß auch auffallen, daß man 
nur für den erften und zweiten Differenfialquotient der 
Fläche einen räumlichen Repräfentanten nachweift, der dritte 
und die folgenden aber Feine geometrifche Bedeutung haben 
follen. Indeflen bat man nicht blos in früheren Zeiten, 
fondern auch in unfern Zagen diefe und ähnliche Dinge 
alles Ernſtes für die geometrifche Bedeutung der höheren 
Differentialquotienten auögegeben. Wir werden bald fehen, 
daß es, fobald man nur vorher die allgemeine Bedeutung, 
welche die Höheren Differentialquotienten einer Function 
für das Wachſen diefer Yunction felbft haben, feſtgeſtellt 
bat, gar nicht fchwer tft, für jeden beliebigen höheren Dif- 
ferentialquotienten einen räumlichen Repräfentanten feines 
Werthes nachzumeifen, und zwar nicht blos für den Fall, 
daß die räumlichen Elemente Paralleleoordinaten find, woran 
man gewöhnlich‘ nur Denkt, wenn von der geometrifchen 
Bebeutung der höheren Differentialquotienten die Rede iſt, 
fondern in allen Zälen, in welchen irgend welche ganz 
beliebige räumliche Elemente ald die von einander bhän- 
gigen veränderlichen Größen erfcheinen. 

Wenn nun vieleicht noch Jemand einwendete, die 
fuceeffiven Differentialguotienten einer durch y vorgeftellten 
Function von x follen eben weiter nichtö bedeuten, als daß 
jeder folgende Differentialquotient die verhältnigmäßige 
Stärke des Wachſens des vorhergehenden und der willfür- 
lich Veränderlichen x ausdrüdt, keineswegs aber follen fie 
und über die Natur des Wachſens der Größen y und x 
belehren, welches nur der erfte Differentialquotient der 
Function y zu leiften hat, indem er die momentane Stärfe 
des Wachſens der Größen y und x angibt, fo erwidere 
ih: Nun gut, wenn das ift, fo muß denn diejenige Lehre, 
welche zum Zwede bat, die früher erwähnten über Die 
bloße momentane Stärke des Wachſens der Veränderlichen 
binausreichenden weiteren Cigenthümlichfeiten des Wach⸗ 
ſens, die Doch offenbar vorhanden find, zu entwideln und 





| 
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in Gefege zu faflen, ‘noch neu erfunden werden. Denn 
jede genügende Theorie der Gelee des gemeinfchaftlich fort- . 
fchreitenden Wachſens der Größen wird diefe Unterfuchun. 
gen nicht abweifen können, und um einen vollftändigen 
Begriff zu haben von der in jedem Verflußpunkt vorhan⸗ 
denen wahren Beichaffenheit des Wachſens, muß man bie 
Functionen auffinden, welche diefe inneren Modificationen 
des Wachfend anzugeben im Stande find. Aber Diele 
Bunctionen brauchen wir zum Glück nicht weit zu fuchen, 
denn die höheren Differentialquotienten leiften, wie wir in 
dem Folgenden ſehen werden, dies Alles aufs Befte. 

Es braucht fehließlich wol kaum noch bemerkt zu wer- 
den, daß dem eben Gefagten nicht die Abſicht zu Grunde 
liegt, die im Eingang dieſes Paragraphen erwähnte Be⸗ 
deutung eined höheren Differentialquotienten, welche er da- 
durch erhält, daß er als der erfte Differentialquotient des 
vorhergehenden angefchen wird, für eine überflüffige und 
nublofe zu erklären. Wielmehr iſt diefelbe bei unzähligen 
Unterfuchungen eine weſentliche und unerfäßliche, und bei 
vielen andern eine zureichende, indem fehr häufig ein höhe⸗ 
rer Differentialquotient grade nur in biefem Sinne in die 
Rechnung eingeführt wird, daB er der erſte Differential. 
quotient des vorhergehenden if. Dies laͤßt fih an ganz 


einfachen Aufgaben zeigen. Bei der gradlinigten Bewe⸗ 


gung 3. B. beruht, wie früher ($. 41) ſchon nachgewieſen 
worden, die Beflimmung der Größe der Kraft auf der An⸗ 
gabe, um wie viel die Gefchwindigfeit zu- oder abnimmt 
in einer gewiffen Zeit vermöge der Kraft, d. h. fie beruht 
auf der verhältnigmäßigen Stärke des Wachſens von Ge⸗ 
ſchwindigkeit und Zeit. Iſt alfo die Geſchwindigkeit als. 
Zunction der Zeit gegeben, fo ift ficherlich der Differen- 
tialquotient diefer Function ein Ausdrud für die Größe 
der Kraft. Run ift aber diejenige Function der Zeit, 
welche die Geſchwindigkeit ausdrüdt, der Differentialquotient 
einer andern Function der Zeit, weldhe den Raum aus» 
drückt, wie ebenfalls ſchon $. Al gezeigt worden. Mithin 
2% 
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iſt der zweite Differentialquotient der den Raum ausdrücken⸗ 
den Zunction der Zeit der Ausdrud für die Kraft. Im 
fofern ich nun grade dieſe Beiflimmung des Begriffs der 
Kraft im Sinne habe, daß fie die verhaftnigmäßige Stärke 
des Wachſens von Gefchwihbdigfeit und Zeit angibt; fo if 
diejenige Bedeutung des zweiten Differentialquofienten von 
Raum und Zeit, vermöge welcher er die Stärke des Wal: 
ſens des erfien Differentialquotienten und der willfürlid 
Beränderlihen ausdrüdt, volllommen an ihrer Stelle un? 
führt allein zum Zwed. Freilich kann der Begriff der 
Kraft auch durch die Art des Wachſens von Raum und 
Zeit felbft beflimmet werden, indem man angibt, um wic 
viel der in jeder folgenden Zeiteinheit durchlaufene Raum 
größer ift als der in der vorhergehenden Zeiteinheit durch⸗ 
laufene, wenn die Kraft conftant iſt, oder um wie viel er 
größer fein würde, wenn die momentan vorhandene Größe 
der Kraft conftant bliebe und zur Ausführung fame. Dice 
auf Die Art des Wachſens von Raum und Zeit bezog 
Definition ded Begriffs der Kraft ift ebenjo wichtig unt 
unerläßlich ald die auf das Wachen von Gefhwindigkeit und 
Zeit bezogene. Daß nun, fowie in Diefer zweiten Defini- 
tion ded Begriffs der Kraft der zweite Differentialquotient 
von Raum und Zeit auf die Natur des Wachſens vm 
Raum und Zeit felbft bezogen wird, überhaupt aus jedem 
höheren Differentialquotient beliebiger Größen feine Be 
Deutung für die Art des Wachſens dieſer Größen felbft mit 
Leichtigkeit, Sicherheit, und nach allgemeinen feften Regeln 
berausgelefen werden konne, ift der Hauptzwed Der nun 
folgenden von der bisherigen abweichenden Darftellung da 
Xehre von den höheren Differentialquotienten; und durd 
diefen Zweck wird es gerechtfertigt erfcheinen, daB wir zu 
Begründung dieſer Lehre einen andern Weg einfchlagn 
und einen viel weiteren Anlauf nehmen. 
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In dem erften Haupttheil unferer Wiffenfchaft find 
wir, nad Vorausſchickung des Begriffs der gleichmäßig 
wachfenden Größen, und der durch diefelben gegebenen Vor: 
ftellung einer beflimmten Stärke des Wachſens, zu den uns 
gleichmäßig wachfenden übergegangen, und haben gezeigt, 
dag bei denfelben mit gleichen Zunahmen der Einen immer 
ungleiche und zwar entweder immer größer oder immer 
Fleiner werdende Zunahmen der Andern verbunden find, 
oder daB, bezogen auf ein Durch lauter gleiche Zunahmen 
fortichreitendes Wachſen der willkürlich Weranderlichen die 
abhängig Weranderliche entweder ein befchleunigtes oder re- 
tardirted Wachſen zeigt. Diefer Begriff eined befchleunig- 
ten oder retardirten Wachſens wurde aber dort ($. 24) nur 
benußt, um zu zeigen, daß die verhältnißmäßige Stärke 
des Wachſens fletig veränderlich und in jedem Verflußpunft 
eine beſtimmte fei, nicht aber, um die Art oder die Größe 
diefer Beichleunigung oder Retardation des Wachſens ind 
Auge zu fallen. Vielmehr bezog fich alles bei der Lehre 
vom erften Differentialquotient über die ungleihmäßig Wach⸗ 
fenden weiter Worgebrachte nur auf Die Angabe des Ver: 
fahrens, durch welches der einzefne vorüberfliegende Mo- 


— aan ur 
eunigung de 
Wadfens. 


ment ber veränderlichen Stärke des Wachſens ergriffen und _ 


feinem Werthe nach berechnet werden kann, keineswegs aber 
auf eine Vergleihung dieſer momentanen Werthe, und auf 
ein daraus abzuleitendes Gefe der Veränderung derjelben. 
Hier nun machen wir die bei allen ungleihmäßig Wachſen⸗ 
den nothwendig vorhandene Befchleunigung oder Retarba- 
tion des Wachſens, welche fo gut als Die Stärke des Wach⸗ 
ſens zu den Eigenthümlichkeiten des Wachſens gehört, zum 


Segenftand Her Unterfuchung, und reihen an die ſchon ab» . 


gehandelte Frage, wie die momentane Stärke des Wachſens 
gefunden wird, Die zweite, wie die mit derfelben nothwen⸗ 
Dig verbundene Beichleunigung der Retardation ded Wach⸗ 
ſens ihrem Größenwerthe nach beftimmt und berechnet wird. 
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Es fei Hier gleich bemerkt, daß wir in dem Folgenden der 
Kürze wegen fchlechtweg von einem befchleunigten oder 
retardirten Wachſen der abhängig Veränderlichen fprechen 
werden, obgleich natürlich eine Größe für ſich betrachtet 
fein befchleunigted oder retardirtes Wachſen haben Tann, 
fondern nur relativ zu einer andern mit ihr zugleich ver- 
änderlichen Größe, die als gleichfürmig, d. 5. durch lauter 
gleiche Zunahmen wachfend vorausgefegt wird. Wenn alio 
binfort von einer abhängig Veränderlichen gefagt wird, daß 
fie befchleunigt wächſt, oder daß ihre Zunahmen immer 
größer werden, fo fol das heißen, daß die mit gleichen 
Zunahmen der willtürlih Weränderlichen verbundenen Zu⸗ 
nahmen der abhängig NWeränderlichen immer größer wer: 
den. Aehnlicherweiſe, wenn einer abhängig Weränderlichen 
ein retardirted Wachſen beigelegt wird. 

So wie die Vorſtellung einer beftinnmten Stärke des 
Wachfend veränderlicher Größen darauf beruht, daß mit 
gleichen Zunahmen ber Einen gleiche Zunahmen der An⸗ 
bern verbunden gedacht werden, fo fann man auch von 
einer beftimmten Befchleunigung oder Retardation des Wach⸗ 
fens der Größen nur in ſofern eine Vorſtellung erhalten, 
als vorausgefegt wird, daß mit gleichen Zunahmen der 
Einen immer gleiche Vergrößerungen oder gleihe Verklei⸗ 
nerungen der fucceffiven Zunahmen der Andern verbunden 
find, ober daß die mit den gleichen Zunahmen der Einen 
verbundenen fucceffiven Zunahmen der Andern lauter gleiche 
Unterfchiede haben. Wenn 3. B. in einer ungleihförmigen 
Bewegung mit gleichen Zunahmen der Zeit immer größere 
Zunahmen des Raumes verbunden find, und alfo ber 
Raum befchleunigt wächſt, fo habe ich von diefer Befchlen- 
nigung des Wachſens offenbar eine ganz beflimmte Vor⸗ 
. ftellung, wenn ich etwa fage, fie ift von der Art, daß ber 
- in jeder folgenden Secunde durchlaufene Raum um 20 
Fuß größer ift, ald der in der vorhergehenden Secundt 
durchlaufene, oder Daß die mit gleichen Zunabmen der Zeit, 
im Werth von 1 Secunde, verbundenen fucceffiven Zu: 
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nahmen des Raumes, in Fußen ausgebrüdt, den conftan- 
ten Unterfchied 20 zeigen. Man nennt dad Wachfen der 
Srößen ein gleichförmig befchleunigtes, und die Beſchleu⸗ 
nigung felbft eine conftante, wenn die mit gleichen, felbft 
beliebig Pleinen Zunahmen der willkürlich NWeränderlichen 
verbundenen Zunahmen der abhängig Weränderlichen immer 
um gleichviel größer werden; werden diefelben immer um 
gleichviel Feiner, fo heißt das Wachſen ein gleichförmig 
retardirted, und die Netardation des Wachfend eine con- 
ſtante. Nur in fofern eine Beichleunigung oder Retarda- 
tion des Wachfend conftant gedacht wird, kann fie ums die 
Vorftelung einer beffimmten Größe der Beſchleunigung 
liefern. Denn find die mit ‚gleichen Zunahmen der will: 
kürlich Veränderlicden verbundenen Zunahmen der abhängig 
Veränderlichen von ‚der Art, daB ihre Unterfchiede überall 
ungleich find, fo wird, wie leicht zu fehen, die Größe der 
Beichleunigung für einen und denfelben Verflußpunft der 
willfürlich Veränderlichen verfehieden gefunden,. je nachdem 
man größere oder Kleinere Zunahmen der willkürlich Ver⸗ 
änderlichen fegen, und den Unterfchied Der zugehörigen Zus 
nahmen der abhängig Veranderlichen ald das Maß der Be: 
fchleunigung annehmen wollte Wir haben alfo aus dem: 
felben Grunde, warum wir früher den Unterfuchungen über 
die veränderliche Stärke des Wachſens eine genauere Be⸗ 
trachtung der gleichmäßig wachjenden Größen mit conftan- 
ter Stärke des Wachſens vorausfchieten, jebt der Lehre 
von der veränderlichen Befchleunigung des Wachfend eine 
Erörterung der gleichfürmig befchleunigt wachfenden Grö- 
Ben voranzuftellen. 

Zunächft wollen wir den aufgeftellten Begriff der 
conftanten Beichleunigung des Wachſens noch in einis 
gen Beifpielen näher befrachten; und da und in Der 
Regel Begriffsbeflimmungen erfl dann recht ficher und 
geläufig werden, wenn wir fie und durch räumliche Ge: 
bilde veranfchauficht, wenn wir fie mit Augen gefehen 
haben, fo wollen wir geometrifche Beifpiele wählen. Es 
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fi y= + x* die Gleichung zwifchen den ſenkrechten Pa⸗ 


rallelcvordinaten einer Eure. Belanntlih iſt Dies die 
Gleichung der gemeinen Parabel für eine gewiſſe Lage ihre 
Coordinatenaren. In diefer Rage der Coordinatenaxen ka: 
ben die Drdinaten der Parabel ein gleichförmig befchla: 
nigtes Wachſen, weil, wie leicht zu fehen, in der Function 
> x” mit gleichen Zunahmen des x folche Zunahmen der 
Function verbunden find, die immer um gleich viel größe 
werden. Sei der Punkt a (Fig. 50) der Nullpunkt der 
Abſciſſe, und laſſen wir von diefem Punkt aus die Abſtiſſ 
um gleiche Stüde im Werthe von 1 wachſen, fo daß die 
Abſciſſen ab, ac, ad, ae ber Reihe nach die Zahlenwerthe 
1, 2, 3, 4 baben, fo find die Zahlenwerthe der Drdinaten 
bf, eg, dh, ei vermöge ber gegebenen Gleichung der Reihe 
nach gleich I *, 3, > Zieht man jede Ordinate 
von der darauf folgenden ab, fo erhält man in den Zahlen 
30 3, T, welchen die Linien kg, Ih, mi der Figur 
entfprechen, Die Zunahmen der Drdinaten, welche mit den 
gleichen Zunahmen der Abſciſſe verbunden find. Ron die 
fen Zunahmen der Ordinaten ift jede folgende um 3 gto⸗ 
fer als die vorhergehende, und dieſe Ordinaten haben alſo 
eine durch Die Zahl 3 ihrer Größe nach beftimmte Be 
ſchleunigung des Wachfens. | 
Betrachten wir, um ein ebenfo anfchauliches Bei: 
fpiel von gleichförmiger Netardation ded Wachſens zu ka 
ben, die DOrdinaten der Curve Fig. 51, deren Gleichung 
y-2x— x’ iſt. Diefe Gleichung liefert ebenfalls bi 


gemeine Parabel nur für eine andere Lage ber Coordine- 
tenaren. Im Punkt a iſt der Nullpunkt der Abſciſſe an 
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genommen. Seien die Theile ab, be, cd, de der Ab—⸗ 
ſciſſe ſämmtlich gleich 1, fo haben gemäß ber gegebenen 
Gleichung die Drdinaten bf, eg, dh, ei der Reihe nad 
. 7 12 15 % u: 

die Zahlenmwerthe T’T'T'T Ziehen wir jede 
Ordinate von der darauffolgenden ab, fo geben die Reſte 
5, 2, 1, welche den Linien kg, Ih, mi entfprechen, - 
die Zunahmen der Ordinaten an, welche mit den gleichen 
Zunahmen der Abſciſſe im Werthe von 1 verbunden find. 
Von diefen Zunahmen der Ordinaten ift jede folgende um 


7 feiner al8 die vorhergehende, und die Ordinaten der 


Parabel haben alfo für diefe Lage ihrer Coordinatenaren 
ein gleichförmig retardirtes Wachfen. 

Ein anderes fehr anfchauliches Beifpiel der conftanten 
. Befchleunigung und Netardation des Wachſens bieten die 
Flächenräume dar, welche durch das Fortrüden der Pa- 
rallelordinaten einer gegen ihre Abfciffe geneigten graben 
Linie gebildet werden. Laßt man in Fig. 92, in welcher 
ae, bf u. f. w. die fenfrechten Ordinaten der graben Linie eh 
find, die Abfeiffe um gleiche Stüde ab, be, cd, wachien, fo 
find die damit verbundenen Zunahmen ber Fläche der Figur 
von der Art, daß fie ſich immer um gleich viel vergrößern, 
nämlich, wie leicht zu fehen, immer um dad Parallelo- 
gramm beki, welches eine von den gleichen Zunahmen der 
Abſciſſe be zur Grundlinie und die zugehörige Zunahme 
gm der Ordinate zur Höhe hat. Die Fläche diefer Figur 
ift alfo bezogen auf die Abſciſſe als willlürlih Veränder⸗ 
fihe eine gleichförmig befchleunigt wachfende Größe. Wenn, 
wie in Fig. 53, die fentrechten Ordinaten der graden Linie 
eb im Abnehmen begriffen find, und die Abſciſſe um gleihe _ 
Stüde ab, be, cd wächſt, fo werden die damit verbun- 
denen Zunahmen der Fläche der Zigur immer um gleich 
viel Heiner werden, namlich immer um das Parallelogramm 
abkı, welches eine von den gleichen Zunahmen der Abfciffe 
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zur Grundlinie, und. die zugehörige Abnahme em der Or⸗ 
dinate zur Höhe hat, und dieſe Fläche zeigt alfo eine con- 
flante Retardation des Wachſens. 

Bisher ift in den angeführten Beifpielen ſowol als aud 
in den vorausgegangenen Begriffsbeflimmungen immer nur 
von einer Beichleunigung und Retardation des Wachſens 
die Rede geweſen. Es verfteht ſich aber von felbft, daß 
wenn mit dem Wachſen der willkürlich Veränderlichen ein 
Abnehmen der abhängig Weränderlichen verbunden ift, bie 
Abnahmen der abhängig Veränderlichen, die mit gleichen 
Zunahmen der willkürlich Veränderlichen verbunden find, 
entweder immer größer oder immer Peiner werben können, 
und alfo auch eine Beſchleunigung oder Retardation dei 
Abnehmens flaftfinden kann. Unfere beiden Parabeln Fig. 
50 und 51 fünnen, wenn wir fie in ihren beiden andern 
auf der enfgegengefegten Seite der Hauptaxe Tiegenden 
Hälften befrachten, gleich dienen, um durch Die Abnahme 
ihrer Drdinaten die Begriffe einer gleichförmigen Befchleu: 
nigung und Retardation des Abnehmens zu veranfchaulichen. 
Nehmen wir zuerft die Parabel Kig. 50, und Lafien ihre 
Abfeiffe vom Punkt q, wo fie den Werth — 4 haben fol, 
Durch gleiche pofitive Incremente im Werth von 1 woachfen, 
fo daß die Abfeifje in den Punkten q, p, 0, n, a ber Reh 
nad) die Zahlenwerthe — A, — 3, — 2, — 1,0, bat, fe 


haben, gemäß der gegebenen Gleichung 24 x? in den 


Punkten q, p, 0, n, a die Drdinaten der Reihe nad die 
gahlenwerthe $, —, 3, 3, 0. Bieht man jede Dr 
dinate von der barauffolgenden ab, fo flellen die als negative 
Zunahmen erhaltenen Zahlen — I, 5, 5, 
welche ihrer Größe nach den Linien uv, tw, sz, rn ent: 
fprechen, die Abnahmen der Drdinaten vor, welche mit 
den gleichen Zunahmen der Abfeiffe im Werthe von 1 ver: 
bunden find. Da nun von diefen Abnahmen, ald Abnah 
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men, d. h. nad ihren abfofuten Zahlenwerthen betrachtet, 
jede folgende um‘ z 2 Heiner ift als Die vorhergehende, ſo ſtel⸗ 


len die Orbinaten dDiefer Parabel in den Grenzen vom 
Punkt q bis zum Punkt a eine gleichfürmige Retardation 
des Abnehmens dar, wie fie in den Grenzen von a bis e 
eine gleichfürmige Beichleunigung des Wachfens darftellten. 

Betrachten wir ebenfo in der Parabel Fig. 51 die an- 
dere Hälfte, und nehmen an, daß die Abfeiffe in den 
Yunkten e, n, o, p, q der Reihe nah die Zablenwerthe 
4, 5,6,7,8 bat, fo haben, gemäß der gegebenen Glei⸗ 


Yung eig die den nn e, n, o, p, ꝗ 


zugehörigen Ordinaten die Werthe 16. s * 2 / + 0. 

Zieht man jede Drdinate von der darauffolgenden ab, fo 

ftellen die ald negative Zunahmen erhaltenen Zahlenwerthe 
3 


-T 7 IT welche den Linien im, rn, sv, 


tp entiprechen, die Abnahmen dar, welche mit den gleichen 
Zunahmen der Abfciffe im Werthe von 1 verbunden find. 
Da nun von diefen Abnahmen, in fofern fie nach ihren 
abfoluten Zahlenwerthen betrachtet werden, jede folgende um 


4 größer iſt als die vorhergehende, fo bat man in den 


Drbinaten diefer zweiten Hälfte ber Parabel eine gleich» 
förmige Beſchleunigung des Abnehmens, wie man in denen 
ber erſten Hälfte eine gleichförmige Retardation des Wach⸗ 
ſens hatte. 

Obgleich man hiernach bei der Veränderung der Stärke 
des Wachſens eigentlich vier Fälle zu unterfcheiden bat, 
indem biefelbe fih als eine Befchleunigung und Retarda⸗ 
tion des Wachſens und als eine Belchleunigung und Res 
tardation des Abnehmens darftellen Tann, fo ift es doch 
geftattet und der Wilgemeingültigkeit ded Ansdruds wegen . 
int vielen Fällen wünſchenswerth, in der Art, wie früher 
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die Abnahmen als negative Zunahmen unter den Begriff 
der Zunahmen fubjumirt, und Wachfen und Abnehmen zu: 
fammen in dem Begriff ded Wachſens befaßt wurden, auch 
bier die in der Parabel Fig. 50 vereinigt vorkommenden 
Fälle der Retardation ded Abnehmend und der Beſchleu⸗ 
nigung des Wachſens unter Einen Begriff zu faflen, und 
ebenfo die in der Parabel Fig. 51 vereinigt vorkommenden 
Faͤlle der Retardation des Wachſens und der Befchleuni- 
gung des Abnehmens. Wir feßen dabei voraus, dag man 
den Unterfchied zweier Werthe der abhängig Weränderlichen 
immer fo bilde, daB man einen vorhergehenden Werth von 
einem nachfolgenden abziehe, und daB man den dadurch er- 
baltenen pofitiven oder negativen Reſt allgemein eine Zu 
nahme nenne. Ebenfo daß man unter dem Unterſchied der 
Zunahmen immer verfteht den poſitiven oder negativen Reft, 
den man durch Abziehung einer vorhergehenden Zunahnıe 
von der nachfolgenden erhält. Diefen letzteren Neft Tann 
man allgemein die Zunahme der Zunahme nennen, obgleich 
er eigentlich in den einzelnen Fallen bald eine Zunahme oder 
Abnahme der Zunahme, bald eine Zunahme oder Abnahme 
der Abnahme ift. Betrachten wir nun eine Retardation des 
Abnehmens, fo werden bei derfelben die Abnahmen, d. b. die 
negativen Zunahmen immer Feiner. Die vorhergehende nega⸗ 
tive Zunahme von der folgenden abgezogen, läßt alfo einen 
pofitiven Reſt. Bei der Retardation des Abnehmens entftcht 
demnach Die folgende Zunahme aus der vorhergehenden 
durch Hinzufügen einer pofitiven Zahl. Will man das 
Zufeßen von pofifiven Zahlen allgemein eine Vergrößerung 
nennen, fo kann man fagen, Daß bei der Retardation deö 
Abnehmens ebenfo gut als bei der Belchleunigung des 
Wachſens die Zunahmen immer größer werden. Die in 
den beiden Hälften der Parabel Fig. 50 enthaltenen Fälle 
fommen alfo in fofern auf Einen zurüd, ald in beiden 
Dadjenige, worauf es bei Beilimmung der Veraͤnde⸗ 
rung der Stärke des Wachſens allein ankommt, näm- 
fich der Unterfchied der Zunahmen, durch dieſelbe pofitive 





un = wu. —ſ⸗ — ⸗ m - — — — — — . — — — —— 


var ma 2 wır ws u 
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Zahl 3 ausgedrückt wird, und demnach die Veränderung 


der Stärke des Wachſens ſich in dem ganzen Verlauf der 
Parabel als dieſelbe erweift. Wenn beide Zälle, in welchen 
der Unterfchied der Zunahmen pofitio ft, und im angege 
benen Sinne die Zunahmen immer größer werden, mit 
Einem Wort bezeichnet werden follen, fo wollen wir fie 
Befchleunigung des Wachſens nennen. Betrachten wir fer- 
ner die Befchleunigung des Abnehmens, jo werben bei der- 
felben die Abnahmen, d. 5. Die negativen Zunahmen, im⸗ 
mer größer. Die vorhergehende Zunahme von der folgen» 
den abgezogen läßt alfo einen negativen Reſt. Bei der 
Beichleunigung des Abnehmens entfteht demnach die fol 
gende Zunahme aus ber vorhergehenden durch Zufügen 
einer negativen Zahl. Wil man dad Zufeßen von negati- 
ven Zahlen allgemein eine Verkleinerung nennen, fo ift es 
erlaubt zu fagen, Daß bei der Belchleunigung des Abneh⸗ 
mens nicht minder ald bei der Retardation Des Wachſens 
die Zunahmen immer Heiner werden. Die in den beiden 
Hälften der Parabel Fig. 51 enthaltenen Fälle der Verän- 
derung der Stärke des Wachſens fallen alfo in fofern in 
Einen zufammen, als in beiden der Unterfchied der Zunah⸗ 


men durch dieſelbe negative Zahl E gegeben ift, und 


demnach diefe Veränderung, fich in dem ganzen Verlauf der 
Curve ald diefelbe darſtellt. Wenn beide Falle, in wel- 
hen der Unterſchied der Zunahmen negativ ift, ober die 
Zunahmen in dem obigen Sinne immer Peiner werden, 
durch einen gemeinfchaftlichen Namen bezeichnet werben fol- 
Ien, fo mögen fie eine Retardation des Wachfens heißen. - 

Indeſſen wird, wie leicht zu fehen, durch ſolche Ver⸗ 
allgemeinerungen der Ausdrüde, indem man unter Zu- 
nahme auch eine Abnahme verflceht, und die Verfleinerung 
einer negativen Zahl eine Vergrößerung derfelben nennt, 
und entiprechend unter eingr Beichleunigung des Wachfens 
auch eine Retardation Des Abnehmens verftcht u. f. w., 
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der Anſchaulichkeit der Vorſtellungen ebenſo viel Abbruch ge⸗ 
than, als der Kürze des Ausdrucks durch die Zuſammenfaſ⸗ 
fung verfchiedener Falle Vorfchub geleiftet wird. Nimmt man 
das Wort Zunahme allgemein, fo Tann man fagen, baß 
in allen vier Fällen einer gleihförmigen Befchleunigung oder 
Retardation des Wachlend und ded Abnehmensd die Zu- 
nahmen der Zunahmen conftant find. Wenn die Verän- 
derung der Stärke ded Machfend überhaupt mit Einſchluß 
aller vier Fälle und ohne Unterfcheibung derfelben durch 
Ein Wort bezeichnet werden fol, fo fagen wir ſchlechtweg 
Beſchleunigung ded Wachſens, wie wir auch in der Ueber- 
Schrift diefed Paragraphen ſchon gethan haben. . Es braucht 
. wol kaum bemerkt zu werden, baß durch dieſe Verallgemei- 
nerungen des Ausdruds die Unterfchiede der "einzelnen vier 
Falle nicht als unmwefentliche bezeichnet werden follen. Biel: 
mehr kommt es häufig, wie wir fpäter ſehen werden, auf 
ihre genaue Unterfcheidung an, befonders in der Lehre von 
den Webergangspunften des einen alles in den andern, 
deren charakteriftifche. Eigenfchaften eben auf der Unterfchei- 
dung der einzelnen Fälle beruhen. 





$. 105. 


a a „ner Bei den in dem Vorhergehenden betrachteten Beiſpie⸗ 
—— "ses fen der conftanten Beſchleunigung oder Retarbation des 
Wachſens haben wir den Zunahmen der willfürlich Verän⸗ 
derlichen immer den Zahlenwerth 1 beigelegt, und uns durch 
den conflanten Unterfchied der zugehörigen Zunahmen der 
abhängig Weränderlichen eine Vorftelung von der Größe 
der Belchleunigung des Wachſens gebildet, oder wir haben 
diefen Unterſchied kurzweg ald Maß der Befchleunigung des 
Wachſens angefehen. Aber ed ift, um den gehörigen Ge- 
brauch von dem Begriff der conftanten Befchleunigung des 
Wachſens zu machen, nöthig, das conflante Maß derjelben auf 
eine Art auszudrüden, welche von der zufälligen Größe Der 
Zunahmen der willfürlich Weränderlichen unabhängig ift, 
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und für jede beliebig große Zunahme ‘der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen immer einen und denfelben Zahlenwerth liefert. 
Bei gleichmäßig wachlenden "Größen batte es gar Feine 
Schwierigkeit, für die conftante Stärke des Wachſens einen 
von der zufälligen Größe der Zunahmen der willkürlich Ver⸗ 
änderlichen unabhängigen conftanten Ausdrud zu finden, weil 
die Zunahmen derfelben in gleichem Verhaltnig wachfen und 
abnehmen, und alfo der Quotient der Zunahmen conftant if. 
Man würde nun vielleicht erwarten, daß bei gleichförmiger 
‚Befchleunigung des Wachfens die Zunahmen der willfürlich 
Veränderlichen und die Unterfchiede der Zunahmen ber ab- 
hängig ebenfald ein conftanted Verhaͤltniß hätten, und 
man alfo durch den Quotienten beider die conftante Be: 
fhleunigung des Wachfend ausdrüden könnte. Allein darin 
irrt man fehr, und die gleichmäßig wachfenden Grüßen 
und die gleichförmig befchleunigt wachſenden find in dieſer 
BHinficht weſentlich verfchieden. Laßt man z. B., um zuerft 


einen fpeciellen Fall zu betrachten, in der Function gr 
die willkürlich Weränderliche nicht wie früher um den Zah: 
Ienwertb 1, fondern um den Zablenwerth > wachfen, und 


gibt ihr die Werthe 0,4, 2, 2, Sum, ſo 


find Die zugehörigen Werthe der Function O, * , m , 


a , 19- ‚Sieht man ieden diefer Werthe der Yunction 


von dem folgenden ab, fo erhält man in den Zahlen 
1 , . FR 
12’ 5, * , 3 die Zunahmen der Function, die mit 
gleichen Zunahmen der willkürlich Veränderlichen im Werthe 


von 3 verbunden find. Die Unterfchiede diefer Zunahmen 


der Bunction find conftant und gleich 5. Nun ſahen wir 
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früher, daß in der Function 3 x* für Zunahmen der willküriich 
Veränderlichen gleich 1, die Unterſchiede der Zunahmen der 
Zunction glei > waren, und für halb fo große Zu: 


nahmen der willfürfich Weränderlichen finden wir jegt dieſe 
Unterfchtede nicht Halb fo groß, fondern viermal Meine. 
Um zunächſt bei der vorliegenden Function zu erfahren, 
nach welcher Regel mit der Veränderung der Zunahme der 
willkürlich Veraͤnderlichen der Unterfchied der Zunahmen 
der Functidn fich ändert, brauchen wir nur den Unterſchicd 
der Zunahmen der Function allgemein für eine unbeflimmte 
Zunahme x der willlürlich Veränderlichen auszubrüden. 
Dies erreicht. man, Indem man die willfürlich Veraͤnderliche 
x zweimal um die Größe 4x wachſen läßt, d. h. de 
willkürlich Veränderlichen die drei Wertde x, x fx md 
x+24x beilegt, die zugehörigen Werthe der Function 
ausdrückt, und durch Abziehung erft die Zunahmen, und 
"dann den Unterfhied der Zunahmen berftelt. Wenden wir 


dies Verfahren an auf die Function >‘, fo find die 


den drei Wertden x, x 4x und x+24x der willir 
lich Veränderlichen entfprechenden Werthe der Zunction 


EG (2443) und 3 (x+24x)’, und nd 


Serben der vorgefchriebenen Potenzirung 3 x, 


zx 124x428). 3 1 + Sx4x 42 3 (Axp. 


Ziehen wir jeden Werth der —* von dem Dar: 
auffotgenben. ab, fo erhalten wir in den Yusdrüda 


FxAxtz am xız+ (Ix)” die Zund; 


men der Function; und nad —** der erſten Zu: 
nahme von der zweiten ſtellt der Ref m 2 (4 x)’ den In 


b 3 
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terfchied der Zunahmen der Function dar für Die belie- 
bigen gleichen Zunahmen /x der willfürlich Veränder⸗ 
lichen. Wir fehen alfo, daB der Unterfchied der Zunah⸗ 
men, da er ein Product aus der conflanten Zahl > 
und dem Quadrat von Ix ift, im quabrafifchen Verhalt⸗ 
niß von 4x ab⸗- uͤnd zunimmt, wie wir auch vorher in 
dem Zahlenbeiſpiel ſchon ſahen, daß für eine halb fo große 
Zunahme der willfürlich Veränderlichen der Unterfchied der 
Zunahmen viermal fo Fein wurde. Es wirb mithin in der 


Bunction x der Unterfchied der Zunabmen der Function 


Dividirt durch Das Quadrat der Zunahme von x Die 
von dieſer ledferen Zunahme unabhängige gefuchte con- 


ftante Zahl, nämlich die Zahl = liefern, welche als all- 


gemeine Maß der Beichleunigung des Wachſens diefer 

Zunction dienen Fann. 

| Menn man auch in der andern von uns oben als 
Beifpiel der gleichfürmigen” Retardation des Wachſens ge- 


brauchten Function, namlich in der Sunction 2x x, 


den Unterfchied der Zunahmen der Function allgemein in 
Bezug auf eine beliebige Zunahme 4x der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen ausdrüden wollte, und demgemäß für die drei 
Werthe x, x+/x und x+2Ix der-willfürlich Verän⸗ 
derlichen die Werthe der Function berechnete, und durch 
Abziehung derfelben von einander erft die Zunahmen und 
dann den Unterfchied der Zunahmen bildete, fo würde man 


Diefen Unterſchied allgemein gleih — - (1x)? erhalten, 


und folglich würde ein beliebiger Unterfihied der Zunahmen 
der Function dividirt Durch das Quadrat der zugehörigen 


Zunahme des x bie conflante Zahl — 3 liefern. 
Obgleich wir nun die allgemeine Function, Durch welche 
3 


Snell. II. 
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alle Größen, die eine gleichförmige Beſchleunigung ober 
Ketardation des Wachſens oder Abnehmens haben, ausge 
drückt werden, noch nicht Fennen, und wir bisher nur ein- 


zeine hierhergehörige Functionen, wie die Functionen 3 x’ 


und 2x — x willkürlich herausgegriffen haben, ſo iſt 


es doch leicht zu beweiſen, daß bei allen ſolchen Größen der 
Unterſchied der Zunahmen der abhängig Veränderfichen durch 
Das Quadrat der Zunahme der willfürlih Veränderlichen 
dividirt werden müſſe, um einen conftanten Quotient zu 
erhalten. Denn die mit gleichen Zunahmen der willfürlich 
Veränderlichen verbundenen Zunahmen der abhängig Ver: 
änderlichen bilden eine arithmetifche Reihe der erſten Ord⸗ 
nung. Stellen wir dad Anfangsglied dieſer Reihe durch 
A, die Differenz durch D vor, fo bedeuten die einzelnen 
Stieder der Reihe 
A, A+D,A+2D, A+3D,wf.w. 
die fucceffiven Zunahmen der abhängig Weränderlichen. 
Nehmen wir nun 3. B. an, daß die gleichen Zunahmen 
der wilfürlich Veränderlichen Dreimal Heiner genommen wür: 
den, fo erhielt man ſtatt jeder der Zunahme A, A+D, 
u. |. w. drei Zunahmen der abhängig Veränderlichen, welche 
ſelbſt eine arithmetifche Reihe der erften Ordnung bilden. 
"Nennen wir das Anfangeglied der neuen Reihe a, bie 
Differenz derſelben d, fo werden in der erhaltenen Reihe 
a,ard, a+2d, a+3d, u.f.w. 

die drei erften Glieder zufammen gleih A und die brei 
nächſten zuſammen A+-D fein. Dan erhält alfo Die Bier 
dungen Ja+3d—=A und 3Jga+l12d—=A+ D, un 
daraus durch Abziehung der erften Gleihung von der zwei⸗ 
ten HD. Ban fieht alfo, daß die Differenz der neum 
Reihe I Mal fo Mein ift als die der früheren, d. h. Daß 
der Unterfchied der Zunahmen der abhängig Veränderlichen 
I Mal Feiner wird, wenn man die Zunahme der wilfür 
lich Veränderlichen 3 Mat Peiner mad. Um den Be 
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weis allgemein zu machen, fo erinnere man fich, daB aus - 
der Reihe 
a, a4+d, a+2d, a+3d, u. ſ. w. 

deren Glieder die Zunahmen ber abhängig Veräanderlichen 
vorftellen follen, wieber eine arithmetifche Rebe der erften 
Ordnung entfleht, wenn man die Summe von fe gleich 
viel aufeinanderfolgenden Gliedern als die Glieder der 
neuen Reihe betrachtet. Denkt man fi nun bie Zanahme 
der willkürlich Weränberlichen n mal fo groß, fo wird bie 
Summe der n erften Glieder der vorftchenden Heihe. gleich 
der erften Zunahme ber abhängig Veraͤnberlichen, und die 
Summe der nächſtfolgenden n Glieder der Reihe der zwei⸗ 
ten Zunahme berfeiben gleich fein. Die Summe der n erften 
Glieder der Reihe ift aber, da a das erfteund at (n—1)d 
das nte Glied iſt, nach der bekannten Regel der Summae- 


tion einer arithmetifchen Reihe glei na 4 "Li a, 


und die Summe der nächſtfolgenden an Glieder, unter denen 
arnd das erſte und a+r(2n— 1)d das Ichte iſt, wird 


gleich na 4 aD .d fein. Die erfte Zunahme der 


abhängig Veränderlichen ift alfo na+ Lu .dund 


Die zweite na+ DL 1) .d. Zieht man die erfle Zu⸗ 
nahme von der zweiten ab, fo erhält man n’d, als den 
Unterfchied der Zunahmen. Wir fehen alfo, daß, wenn 
vorher ber Unterfhieb ber Zunahmen gleich d war, der⸗ 
ſelbe für n mal fo große Bunahmen der willkürlich Verän⸗ 
derlihen gleich n’d ift, und folglich im quadratifihen Ver⸗ 
haͤltniß der Zunahme der willkürlich Veränderlichen wächt. 
Man Eonnte die Nichtigkeit dieſes Satzes fehr einfach 
und anſchaulich auch auf geometriſchem Wege einfehen. 
Die Flächenräume Fig. 52 und 53 koͤnnen als Bild aller 
gleichfoͤrmig beſchleunigt ober retarbirt wachlenden Größen 
dienen. Dad aus einer von ben gleichen Zrnahmen der 
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Abſciſſe und der zugehörigen Zu⸗ ober Abnahme der Dr: 
dinate gebildete Parallelogramm beki oder abki flelt den 
Unterfchied der Flächenzunahmen dar. Nimmt man nun 
die gleichen Zunahmen der Abſtiſſe 3. B. Halb fo are, 
fo wird nicht blos die Srundlinie, fondern auch die Höhe 
diefed Parallelogramms halb fo groß, und folglich wir 
das den Unterfchied der Flächenzunahmen darftellende Pr: 
rallelogramm viermal fo Fein, und fofort bei allen belit 
bigen Vergrößerungen oder Verfleinerungen der Zunahme 
der Abfeiffe. 

Schließlich Haben wir noch die Bezeichnungsweile zu 
erwähnen, durch welche die bisher entwidelten Begriffe aus 
gedrückt werden. Das Leicht verftändlichfte Verfahren, um 
den Unterfchied der Zunahmen der abhängig Veränderlichen, 
die mit gleichen Zunahmen der willfürlich Veränderlichen 
im Werthe von x verbunden find, zu finden, ift aller 
dings das, welches wir in den obigen Beifpielen ange 
wendet haben, nämlich daß man der willfürlih Dear 
derfichen drei Wertbe x, x+/x und x +2 Ix erhalt, 
und aus den drei zugehörigen Werthen der Function ef 
‚die Zunahmen und dann den Unterfchied der Zunahme 
berechnet. Dieſe Art der Bildung des Unterfchiedes da 
Zunahmen ift jedoch für die Erflärung der Bezeichnung 
nicht bequem. Man Eonnte denfelben Werth aber auf 
auf folgendem etwas abweichendem Wege darftellen. It 
nämlich y eine Function von x, und feßt man in der 
felben x + x flatt x, und zieht von dem fo erhalt 
Werth der Function ihren früheren Werth ab, fo erhalt 
man Diefenige Zunahme ber Yunction y, welche entftcht, 
indem die willkürlich Veränderliche vom Zahlenwerth x aus 
um 1x wächft, allgemein ald eine Function von x, weldt 
Function man bekanntlich durch /y bezeichnet. In ſofem 
man für alle veränderlichen Werthe von x dem x einen zwar 
beliebigen, aber unveränderlichen Werth; beigelegt denkt, if 
Ay nur eine Function der Weränderlichen x. Sept man 
in der durch -Iy vorgeftellten Zuncion von Rem 
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x+4Ax, fo erhält man vffenbar diejenige Zunahme der 
Function y, welche entfleht, indem bie willfürlich Verän⸗ 
derliche von dem Zahlenwerty xx aus um die Zahl 
Ax wächſt. Zieht man nun von diefem zweiten Werth 
der Zunction 4y ihren früheren Werth ab, fo bat man 
in dem Reſt wieder den Unterfchied zweier Zunahmen der 
Function y, welche dadurch entftehen, daB die willfürlich 
Veränderlihe von dem Zahlenwerth x aus zweimal um 
die Zahl 1x waͤchſt. Hierbei ift genau baffelbe Verfahren 
der Differenzenbildung, durch welches man aus der Function 
y die Bunction Sy bildet, auch auf die Function /y an« 
gewendet worden; und man Tann demnach auch diefelbe 
Bezeichnungsweife wieder auf die Function Sy anwenden, 
und wird unter dem Yusdrud 24 zu denken haben, 
erftens, wie fih von felbft verſteht, den Unterichied zweier 
Werthe der Function Ay, welche den Werthen x und 
x+ 4x der willkürlich Veränderlichen zugehörig find, und 
zweitens, wie foeben nachgewiefen, „den lUnterfchied zweier 
Zunahmen der Function y, welche dadurch entitehen, daß 
die willkürlich Veränderliche vom Zahlenwertb x aus zwei 
mal um die Zahl 4x wählt. Die lebtere Ausdrucksweiſe 
der Bedeutung von 44 ift ed, welche ſich unferer Er- 
klärung der Beſchleunigung des Wachſens zunächſt an⸗ 
ſchließt, und die wir daher auch jetzt gebrauchen wollen. 
Wir würden nun, da wir früher fanden, daß in der 


Function x” der Unterſchied zweier Zunahmen der 
Function, die mit zwei gleichen Zunabmen x der will 
kürlich Veränderlichen verbunden find, gleich 3 (Ax) if, 
dies Nefultat durch die analytifche Differenzengleichung 


44 gr (4x )’ ausdrüden können, und ebenfo das 


für die Function 2x — Ir gefundene Refultat durch die 
Gleichung 1.1(2x — 4 x) — — (Ax). 
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Da nun in "allen Fällen, wo eine gleichfürmige Be 
fchleunigung oder Retardation des Wachſens oder And 
mens flattfindet, der Unterſchied der Zunahmen der ab 
hängig Veränderlichen dividirt Durch das Quadrat der Ju 
nahme der willfürlich Weranderlichen einen confhanten Dus 
tient gibt, fo ift die Gleichung ——— ebenſo cha: 
rakteriſtiſch für die gleichförmige Beſchleunigung des Wad- 
ſens der Größen x und y, wie die Gleichung 7 Am für 
das gleichmäßige Wachſen daſelben. Wie * Auihnt 
I der erfte Differenzquotient heißt, fo beißt ( En der 
zweite Differenzquotient. Gleichfärmige Beſchleunigung ode 
Ketarbation des Wachſens kann alfo auch fo definirt wer 
den, daß der zweite Differenzquotient conftant iſt. dir 
den al, daß man die Zahl 4x gleich 1 annimmt, get 


die Steigung FL — a Über in die Gleichung I4y= 
(Ax) 3 


und ber conflante zweite Differenzquotient wird dem Un 
terfchied der Zunahmen ber abhängig Veränderlichen gleich 
Die Bedeutung einer Zahl a, durch welche eine gleicher 
mige Befchleunigung des Wachſens bezeichnet wird, fan 
demnach immer kurz fo ausgefprochen werden: Die Zu: 
nahmen der abhängig Veränderlichen werden um 
a größer, wenn die willkürlich Veränderliche 
mehrmals um die Zahl 1 wächſt. Im gemeinen %e 
ben, in foweit überhaupt in demfelben dergleichen Begriffe mi 
Klarheit gefaßt und ausgefprochen werben, verfahrt man 
immer fo, daß man eine gleichförmige Beſchleunigung dei 
Wachſens nicht anders als bezüglich auf Zunahmen de 
willkürlich Veränderlichen vom Zahlenwerth 1 beſtimmt, wi 

man ehwa, um die gleichförmig befchleunigte Bewegung dei 
freien Falles der Körper zu bezeichnen, fagt, der in je 
folgenden Secunde durchlaufene Raum ift um 30 ui 
größer, nicht aber, der in jeder folgenden Viertelſecunde 
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durchlaufene Raum iſt um * oder ml — Zr grö⸗ 


ßer, obgleich das Eine ganz daſſelbe iſt, was Andere. 
Man weiß je nicht einmal unmittelbar, Daß durch beide 
Ausdrucksweiſen, nämlich dur 30 Fuß Naunwergröße⸗ 


rung für 1 Secunde und durch 15 Buß für J Secunde, 


genau diefelbe Größe ber Beſchleunigung der Fallbewegung 
bezeichnet wird. Ebenſowenig wird man, um die Fall- 


bewegung zu bezeichnen, fagen, Die in Fußen ausgedrüdten - 


Unterfhiede der Zunahmen des Raumes, Divibirt durch 
das Duadrat der in Secunden ausgebrüdten gleichen Zu⸗ 
nahmen der Zeit, geben den conftanten Quotient 30. Denn 
eine folche Ausdrucksweiſe bat etwas durchaus Unanſchau⸗ 


liches, wie fehr fie auch für Die wiflenfchaftliche Behand⸗ 


lung des Begriff der Beichleunigung des Wachſens für- 
derlich und felbft, unentbehrlich iſt. 


$. 106. 
Rachdem wir die Begriffe der conflanten Beſchleuni⸗ 


ſtellt haben, entfteht Die Frage, welche Form im Allgemei- |" 
nen eine Function haben muß, wenn bei berfelben mit 
gleichen Zunahmen der willlürlich Weränderlichen gleiche 
Unterfchiede der Zunahmen der abhängig Veränderlichen 
verbunden fein follen, oder in welcher allgemeinen Function 
alle denkbaren eine gleichförmige Beſchleunigung des Wach: 
ſens ausbrüdenden Functionen als befondere Fälle enthal- 
ten find. Wir willen, daß die Function a + bx alle Falle 
eined gleichmäßigen Wachſens in fih begreift, und zwar 
deswegen in fich begreift, weil fie, wie 6. 18 geſchehen, 
aus der Vorausſetzung des gleichmäßigen Wachſens abge- 
leitet werden Tann. Ebenfo werben wir die allgemeine alle 
denkbaren Källe der gleichfürmigen Befchleunigung des Wach⸗ 
ſens in fi enthaltende Function finden, wenn wir im 


‚ag. anstion 
gung des Wachſens und des Maßes für biefelbe feftge: ber be — Bade 


zößen. 
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Stande find, diefelbe aus der Vorausfegung der gleichfer: 
migen Beichleunigung des Wachſens abzuleiten. Dice 
Vorausſetzung fehließt in ſich, Daß Die den gleichen belickig 
kleinen Zunahmen ber willfürlich Veränderlichen zugehörige. 
Zunahmen der abhängig Weränderlichen eine artthmetiic: 
Reihe der erſten Ordnung bilden. Wir wollen die wil: 
kürlich Veränderliche vom Nullwerth aus wachfend denken 
und die der erſten Zunahme derſelben entſprechende Zu: 
nahme der abhängig Weränderlihen möge A beißen; di 
nächfte Zunahme der abhängig Weränderlichen heiße A+D, 
und es find mithin Die fucceffiven Zunahmen der abhängig 
Veränderlichen durch die einzelnen Glieder der Reihe 

A,A+D,A+2D,A+3D,..... A+(n—1)D 
vorgeftellt. Den Werth, den die abhängig Weränderlid 
wachfend erreicht, wird man offenbar erhalten, wenn mar 
die Summe aller fucceffiven Zunahmen der abhängig Ver 
änderlihen nimmt, und ben zufälligen Zahlenwerth, ta 
die abhängig Veränderlichen für den Nullwerth der willfer: 
lich Veränderlichen bat, hinzufügt. Dan kann fich das Gr 
fagte Leicht veranfchaulichen dur den Hinblid auf di 
Coorbinaten einer krummen Linie Fig. 4. Auf Der %- 
feiffenlinie find vom Yunft a, ald dem Nullpunkt, Taute 
gleiche Zunahmen ab, be, u. f. w. geſetzt. Der Wert 
einer beliebigen Ordinate ek, ald der abhängig Veränder 
lichen, wird augenfcheinlich erhalten, wenn man zu dm 
Linie gk, d. 5. zu der Summe der Zunahmen gm, ha, 
io, kp der Ordinate, die Kinie fa, d. b. den Werth, da | 
die Ordinate für den Nullwerth der Abſciſſe hat, Hinzu: 
fügt. Unſere Abſicht ift nun die Summe der durch obige | 
Reihe vorgeftellten Zunahmen der abhängig Veranderlichen 
als Function bed Zahlenwerths der wilfürlih Veränder 
lichen barzuftellen. Man ſieht indeffen leicht, daB man dic 
Summe der obigen Reihe, abgefehen von den conflanten 
Größen A und D, zunächſt durch die beliebig zu ſetzende 
Anzahl der Glieder ausgebrüdt erhalten. wird, und daß die 
Summenformel folglich als Yunction der veränderlichen An: | 
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zahl’ der Glieder der Reihe, oder, was daſſelbe ift, als 
Function der Anzahl der Zunahmen der willfürlih Verän⸗ 
Derlichen ericheinen wird, nicht aber ald Function des Zah» 
lenwerthes der willkürlich Veränderlihen. Da man jedoch 
den Zunahmen der willtürlich Veränderlichen einen beſtimm⸗ 
ten Zahlenwerth beilegen kann, und in Ddiefem Fall der 
Uebergang von der Anzahl der Zunahmen ber willkürlich 
Veränderlihen zu dem Zahlenwerth diejer willtürlich Ver⸗ 
änderlichen leicht zu finden ift, fo ift es auf diefem Wege 
auch möglich, die Summenformel als Function des Zahlen- 
werthes der willkürlich Weränderlichen darzuftellen. Die 
obige Reihe habe n Glieder; das letzte Glied derfelben ift alfo 
A+(n—L)D. Die Summe der Reihe ift nach befann- 


ter Bel =[A+A+n—DD]z Ei . nah So: 


tengen von n geordnet, =(A - 7 n + —* Neh⸗ 


‚men. wir nun zunädft an, daß bie Reihe mi dem An: 


fangsglied A und der Differenz; D entftanden fei, indem 
man der willfürlich Veränderlichen vom Nullwerth aus Zu: - 
nahmen vom Zahlenwerth 1 erfheilt bat, fo fällt die Zahl n, 
d. b. die Anzahl der Zunahmen ber willkürlich Veränder- 
lichen ohne Weitered zufammen mit dem ganzen Zahlen: 
werth, den die willkürlich Weränderliche wachfend erreicht 
bat. Nennen wir diefen ganzen Zahlenwerth der willfür: 
lich Weränderlihen x, fo ift die Summe der Zunab: 
men der abbängin Veränderlichen duch die Function 


(4-5 x+ x von x gegeben. 

Es ift li zu beweifen, daß, wenn Die willkurlich 
Veränderliche nicht den Werth einer ganzen Zahl, ſondern 
den eines beliebigen Bruches — wachſend erreicht hat, Die 


Summe der Zunahmen ber. abhängig Veränderlichen den- 
noch durch Diefelbe Function ded Zahlenwerths der willfür- 
lich Veränderlichen ausgedrüct wird. Der Beweis ift fol- 
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gender. Die willfürlich Weränberliche wachſe vom Rull- 
werth aus nicht um Zunahmen gleich 1, in weichem Falle 
die Zunahmen der abhängig Veranderlichen eine Reihe mit 
dem Anfangsglied A und der Differenz D bildeten, fon- 


dern um Zunahmen gleich zZ Die Zunahmen der abhän- 


gig Weränderlichen bilden dann eine andere arithmetifche 
Reihe der erfien Ordnung, deren Anfangsglied a und Deren 
Differenz d beißen möge. Die Größen a und d fliehen in 
leicht nachweisbarem Zufammenbang mit A und D. Denn 
da die Zunahme der willkürlich Weränderlichen jetzt m mal 
fo Hein gefegt ift, fo ift, wie im vorhergehenden Para⸗ 
graphen nachgewiefen, die Differenz d der neuen Reihe 
m* mal fo Hein als die Differenz D, oder es iſt d= — 


Was den Zufammenhang von a und A betrifft, fo ift Mar, 
daß die Summe der m erflen Glieder der neuen Reihe 


gleich Aift. Diefe Summe ift aber =[at+a+(m— 1)d 15 


—ma Zu Führt man in diefe Formel D ein, in- 
dem man ni ſtatt d ſetzt, ſo erhält man ma 4 —— A 
und folglich a— Lt — (ZH, Nachdem durch biefe 


Gleichungen der Webergang von den Größen a und d zu 
den Größen A und D ermöglicht ift, läßt fich der Beweis 
leicht zu Ende führen. Nehmen wir nämlich in der Reihe 
mit dem Anfangsglied a und der Differenz d die n erſten 
Glieder zufammen, fo ift ihre Summe, nad) Potenzen von 


n geordnet, gleich (.— S) n+ a’ Zu dieſen n 


Zunahmen der abhängig Berinbeißen gehören n Zu- 
nahmen der willfürlih Weränderlihen im Werthe von 


5 deren Summe — ift der Zahlenwerth, den die will- 
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kürlich Weränderliche wachfend erreicht bat. Wenn wir 
nun die dem Zahlenwerth = der wiltũrlich Veränderlichen 
zugehörige Summe der Zunahmen der abhängig Veränder⸗ 
lichen, welche durch die Formel an + Sn’ ” gegeben 


war, ald Function der Zahl — — ausdrüden wollen, fo 


brauchen wir in Diefer Summenformel nur das erfte 
Glied durch m und das zweite Durch m? zu multipliciven und au 


dividiren, und erhalten m ( a — rt - 4 .G ). 
Führen wir in diefe Formel die Werthe A und D ein, in 
dem wir den obigen Gleichungen gemäß 3 ſtatt d und 


A (m—1)D - 
F——755 ſtatt a ſetzen, fo erhalten wir 


A (m—1)D n > 
„ee Ber 6) 
und nach Zufammenziehung des Sorten von — die 


Formel (A-3 + — 2 2). Mir fehen alfo, daß 


die Function de beliebigen Zahlenmwerthes — der willfür- 


lich Veränderlichen, durch welche die. Summe ber Zunah- 
men ber abhangig Veränderlichen ausgebrüdt wird, genau 
diefelbe ift, welche wir für den ganzen Zahlenwerth x ber 
willfürlich Veränderlichen vorber gefunden haben, und es ift 
demnach allgemein, wenn die willkürlich Weranderliche den _ 
beliebigen Zahlenwerth x hat, Die Summe der Zunab- 
men der abhängig Weränderlichen durch die Function 


(A — 2 x+ = x’ von x gegeben, wobei die Zahlen 


A und D eine aus dem Früberen befannte Bebeufung 
haben. - 


Zolgerungen aus 
die a einen 


netton, 
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Da man nun, wie wir oben ſahen, den Geſammt⸗ 
werth der abhängig Veränderlichen erhält, wenn man zu 
der Summe ihrer Zunahmen noch ben zufälligen Werth, den 
die abhängig Veränderlihe für den Nuliwerth der willtür- 
Ich Veränderlichen bat, hinzufügt, fo wird, dieſen Werth 


durch a ausgedrüdt, die Function a 4 (A — = x+ > x’ 


die gefuchte alle denkbaren Fälle einer conftanten Beſchleu⸗ 
nigung oder Retarbation des Wachſens oder Abnehmens 
umfaflende allgemeine Zunction fein. Gehen wir ab von 
der beflimmten Bedeutung, welche vermöge der obigen Ab⸗ 
leitung aus der Reihe Der Zunahmen den Zahlen A und D 
unferer Function beizulegen ift, und beachten blos, Daß fie 
überhaupt conftant find, fo können wir alle gletchförmig 
befchleunigt wachfenden Größen ald durch Die Function 
at bx + cx? gegeben betrachten. 


, $. 107. 


Es ift leicht zu.fehen, daß nicht blos, wie foeben nach⸗ 
gewiefen worden, jede gleichförmig befchleunigt wachfende 
Größe durch eine Zunction von der Form a-hxz + cx’ 
ſich darftellen läßt, fondern daß auch umgekehrt jede Größe, 
deren veränderlicher Werth durch eine derartige Function 
ausgedrückt erfcheint, eine gleichfürmig befchleunigt wach: 
fende fein muß, oder daß Die mit beliebigen gleichen Zu⸗ 
nahmen des x verbundenen Zunahmen der Function gleiche 
Unterfchiede zeigen müflen. Denn bilden wir nach dem im 
Dbigen angegebenen Verfahren den Unterfchied der Zunah⸗ 
men ber Zunction, welche mit zwei gleichen Zunahmen ber 
wilfürlih Weränderlichen im Werthe von 4x verbunden 
find, fo finden wir denfelben gleich 2c(.7x)’, was wir durch 
die analytifche Differenzenglihung //(a+bx+ cx?) 
—=2c(Ix)* darftellen fünnen. Da diefer Unterfchied der 
Zunahmen der Function conflant ift, fo lange 4x con- 
ftant ift, oder die Zunahmen der willfürlich Veränderlichen 
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| alle gleich groB genommen werden, fo ftellt die Function 


a+bx+ cx? immer eine mit conftanter Befchleunigung 
wachiende Größe dar. Schreiben wir die vorliegende Dif: 
ferenzengleichung in der Form en — ex) 2c, 
fo ſehen wir, daß das Doppelte des Coefficienten von x?, 
ald der zweite Differenzquotient der Yunction, das Maf 
der conftanten Belchleunigung des Wachfens in dein mehr⸗ 
erwähnten Sinne ift, d. h. daB das Doppelte dieſes Cocf- 
fieienten angibt, wie groß die Unterfchtede der Zunahmen 
der abhängig Veränderlichen find, wenn die willfürlich Ver⸗ 
änderliche mehreremal um den Zahlenwertb 1 wächſt. Es 
folgt hieraus, oder ed tft vielmehr nur eine andere Aus⸗ 
drucksweiſe der Iebtermähnten Eigenfchaft der Function 
arbx+ex?, daß, wenn man dem x mehrere um 1 ver- 
fchtedene Werthe heilegt, die dadurch entftehenden fucceffi- 
ven Werthe der Zunckion eine Reihe bilden, in welcher die 
Unterfchiebe der Uinterfchiede der Glieder der Reihe conitant 
und gleich 2e find. Gegen wir, um dies durch ein Zah⸗ 
Ienbeifpiel zu erläutern, a=3, b=—1, c=2, wodurd 
die undeflimmte Function a+bx + ex? in die beftimmte 
3—x+2x? übergeht, fo find, wenn wir dem x ber 
Reihe nach die Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4, 5 beilegen, die 
zugehörigen Zahlenwerthe der beflimmten Function 4, 9, 
18, 31, 48. Ziehen wir jeden diefer Werthe der Function 
von dem nachfolgenden ab, fo erhalten wir in den Zahlen 
5, 9, 13, 17 die fucceffiven Zunahmen der Junction. Die 
Unterfchiede diefer Zunahmen find conflant und gleich 4, 
und alfo gleich dem Doppelten des für x” angenommenen 
Goefficienten. Alles dies über die Function a + bx+ex’ 
bisher Geſagte Fönnte auch aus der Zurüdbeziehung derfel- 

ben auf ihre den Zufammenbang mit der arithmetifchen Reihe 


der Zunahmen ausdrüdende Form a 4 (4-5) x+ Zr 


fehr leicht hergeleitet werben. 
Da der Ausdrud für die Beichleunigung des Bad 





! 


Jolgerungen aus 
diefer allgemeinen 


Yunktion, 
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Da man nun, wie wir oben fahen, den Gefammt- 
werth der abhängig Veränderlichen erhält, wenn man zu 
der Summe ihrer Zunahmen noch den zufälligen Werth, den 
die abhängig Veränderliche für den Nullwerth der willfür« 
ich Veränderlichen bat, binzufügt, fo wird, Ddiefen Werth 
durch a außgedrüdt, die Zuncfiona+ (A — = x+ 2 x? 
die gefuchte alle denkbaren Fälle einer conftanten Belchleu- 
nigung oder Retardation des Wachſens oder Abnehmens 
umfaflende allgemeine Function fein. Gehen wir ab von 
der beflimmten Bedeutung, welche vermöge der obigen Ab- 
leitung aus der Reihe der Zunahmen den Zahlen A und D 
unferer Function beizulegen ift, und beachten blos, daß fie 
überhaupt conftant find, fo können wir alle gleichförmig 
befchleunigt wachfenden Größen ald durch die Function 
a+bx + cx? gegeben betrachten. 


, $. 107. 


Es iſt Jeicht zu ſehen, daß nicht blos, wie ſoeben nach⸗ 
gewieſen worden, jede gleichförmig beſchleunigt wachſende 
Größe durch eine Function von der Form a-bx-+ cx’ 
ſich darftellen läßt, fondern daß auch umgekehrt jede Größe, 
deren veränderlicher Werth durch eine derartige Function 
ausgedrückt erfcheint, eine gleichförmig befchleunigt wach 
fende fein muß, oder daß die mit. beliebigen gleichen Zu⸗ 
nahmen des x verbundenen Zunahmen der Zunction gleiche 
Unterfchiede zeigen müflen. Denn bilden wir nach dem im 
Dbigen angegebenen Verfahren den Unterfchied der Zunah⸗ 
men ber Zunction, welche mit zwei gleichen Zunahmen ber 
willkürlich Weränderlichen im Werthe von x verbunden 
find, fo finden wir denfelben gleich 2c(./x)’, was wir durd 
die analytifche Differenzengleihung /Ala+bx+ cx’) 
—2c(.1x)? darftellen fünnen. Da diefer Unterfchieb der 
Zunahmen der Yunction conflant ift, fo lange 4x con 
ftant ift, oder die Zunahmen der willkürlich Veränderlichen 
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alle gleich groß genommen werden, fo flellt die Function 
a+bx-+cx? immer eine mit conflanter Beſchleunigung 
wachfende Größe dar. Schreiben wir die vorliegende Dif: 

2 

ferenzengleichung in der Form anne —E 2c, 
fo fehen wir, DaB das Doppelte des Eoefficienten von x’, 
al8 der zweite Differenzquotient der Function, das Map 
der conftanten Beſchleunigung des Wachfend in dein mehr: 
erwähnten Sinne ift, d. b. daß das Doppelte diefed Coef—⸗ 
fiedenten angibt, wie groß die Unterfchiede der Zunahmen 
der abhängig Veränderlichen find, wenn die willfürlich Ver⸗ 
änderliche mehreremal um den Zahlenwerth 1 wächſt. Es 
folgt hieraus, oder es ift vielmehr nur eine andere Aus⸗ 
drucksweiſe der letzterwaͤhnten Cigenfchaft der Function 
a-+bx+ex?, daß, wenn man dem x mehrere um 1 ver- 
fchiedene Werthe beilegt, die Dadurch entſtehenden ſucceſſi⸗ 
ven Werthe der Function eine Reihe bilden, in welcher die 
Unterfchiede der Unterfchiede der Glieder der Reihe conftant 
und gleih 2e find. Gehen wir, um dies durch ein Zah: 
Ienbeifpiel zu erläutern, a=3, b=—1, ce=2, wodurd 
die unbeflimmte Function a+bx + cx? in die beftimmte 
3—x-+2x? übergeht, fo find, wenn wir dem x ber 
Reihe nad) die Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4, 3 beilegen, Die 
zugehörigen Zahlenwerthe der beflimmten Zuncion 4, 9, 
18, 31, 48. Ziehen wir jeden diefer Werthe der Function 
von dem nachfolgenden ab, fo erhalten wir in den Zahlen 
5, 9, 13, 17 die fucceffiven Zunahmen der Junction. Die 
Unterfchiede diefer Zunahmen find conſtant und gleich 4, 
und alfo gleich dem Doppelten des für x? angenommenen 
Coefficienten. Alles dies über die Funttion ar bx-+cx’ 
bisher Geſagte Fönnte auch aus der Zurüdbeziehung derſel⸗ 
ben auf ihre den Zuſammenhang mit der arithmetifchen Reihe 


der Zunahmen ausdrüdende Form a-+ (A-)» x+ Zr 


fehr leicht hergeleitet werden. 
Da der Ausdrud für die Beſchleunigung des Wach 
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ſens ber Function a + bx + cx’ nur von dem Coefficien⸗ 
ten von x” abhängt, fo folgt erftens, daß die Coefficienten 
a und b ſowol jeder einzeln, als auch beibe zugleich gleich 
Null fein konnen, und dennoch eine gleichförmig befchleu: 
nigt wachiende Größe durch Die Function gegeben if. Wäre 
e gleich Null, fo ſtellt Die übrigbleibende Function a + bx 
gleichmäßig wachfende Größen vor, welche fa eben jebe 
Beſchleunigung des Wachſens ausfchiießen. Es folgt fer 
ner, daB aus dem Coeffitient c beurtheilt werden kan, 
welche von den beiben oben bezeichneten Hauptarten ber 
Veränderung der Stärke des Wachſens ſtattfindet. I 
nämlih e pofitiv, To entſteht jede folgente Zunahme der 
abhängig Weränberlichen aus ber vorbergehenden.burdy Hin⸗ 
zufügen einer pofitiven Zahl. Wenn nun die abhängig 
Veränderlihe im Abnehmen begriffen ift, oder ihre Zunah⸗ 
men negativ find, fo werden fie durch Den Zuſatz einer po- 
fitiven Zahl Peiner, und man bat eine Retarbation des 
Abnehmens, und wenn bie abhängig Weränderiiche im Wach⸗ 
fen begriffen ift, fo werden ihre pofitigen Zunahmen im: 
mer arößer, und man bat eine Belchleunigung des Wach⸗ 
fens. Gin pofitives e begreift alfo die beiden Bälle, eine 
Retardation des Abnehmens und cine Weichlemigung des 
Wachſens in fich, welche wir mit gemeinichaftlichem Namen 
Beſchleunigung des Wachſens genannt haben. It c ne 
gativ, und entfleht alto jede folgende Zunahme aus der 
vorhergehenden durch Hinzufügen einer negativen Zahl, fo 
werden, wenn die abhängig Veraͤnderliche im Wachen be: 
griffen ift, ihre Zunahmen immer Peiner, und man bat 
eine Retarbation des Wachſens, und wenn fie im Abnch⸗ 
men begriffen ift, fo werden die Abnahmen immer größer, 
und man bat eine Beſchleunigung des Abnehmens, und 
mithin begreift ein negatives o bie beiden Fälle, eine Re 
tardation des Wachfens und eine Beſchleunigung ded Ab⸗ 
nehmens in fih, welche wir mit gemeinfchaftlihem Namen 
eine Retarbation des Wachſens genannt haben. Ob nun 
innerhalb gewiſſer Grenzen des Werthes von x von den 
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beiden unter einem pofitiven oder negativen c begriffenen 
Fällen der eine oder der andere ſtatthat, d. h. ob bie ab: 
hängig Weränderliche im Wachfen oder Abnehmen ift, das 
läͤßt ſich bekanntlich nur aus bem erften Differntialquotient 
der abhängig Veränderlichen beurtheilen, welcher, je nach 
dem er pofitio oder negativ if, ein Wachſen oder Abneh- 
men derfelden anzeigt. Der Differentialquotient der Function 
arbxtex’ ift b+2cx. Derfelbe ift bei beliebigen 
Werthen von b und e für einen gewiflen einzelnen Werth 
von x gleich Null. Für alle vor dieſem einzelnen Werth 
liegenden Werthe von x ift ex negativ und für alle nach- 
folgenden pofitiv ober umgekehrt. Aus dem Differential: 
quotient b-+2ex laßt fich mithin leicht beurtheilen, bis 
zu welcher Grenze bes Werthes von x eine Retardafion 
des Abnehmens, und Darüber hinaus eine Beſchleunigung 
des Wachſens ftattfindet bei pofitivem 'c, oder eine Retar: 
dation des Wachſens und eine VBefchleunigung des Abneh⸗ 
mens bei negafivem e. Ob alfo die Unterfchiede der Zu⸗ 
nahmen -einer gleichfürmig beſchleunigt wachſenden Größe 
pofitio ober negativ fmd, Das hängt von c allein ab, ob 
die Zumahmen pofitiv oder negativ find, das hängt außer 
x von e und b ab, und ob endlich die Größe ſelbſt pofitiv 
oder negativ iſt, das hängt natürlih außer x von c, b 
und a a zugleich ab. 


$. 108. | 
germöge der für alle gleichförmig beſchleunigt wach⸗ Sonfrution. ber 


fenden Größen aufgefundenen Function Türmen leicht bie fin — nahe 
Bedingungen angegeben werben, unter welchen befondere, " Grtben. 
ihrer Art nach beſtimmte veränderliche Größen eine ton⸗ 

ſtante Beſchleunigung des Wachſens zeigen. In ſofern man 

mit geometriſchen Größen zu thun hat, nennen wir die Be⸗ 

ſtimmung derjenigen Figur, in welcher gewiſſe räumliche 

Elemente eine gleihförmige Beſchleunigung des Wachſens 

haben, die Eonftruction der gleichfürmig befchleunigt wach: . 
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fenben Größen. So wie man 3. B. weiß, daß nur die 
-Paralleleoordinaten einer graden Linie eine conflante Stärfe 
des Wachſens haben, fo fann man auch fragen, in wel 
cher Figur haben die Parallelcoordinaten eine conflante Be: 
fhleunigung des Wachſens. Die Antwort darauf ift, in 
derjenigen Figur, in welcher die Coordinate durch die 
Function a+bx+ ex? der Abfciffe x gegeben ift, oder 
welche durch die Gleichung y=a+ bx + cx” dargeſtellt 
wird. Nun iſt aus der analptifchen Geometrie bekannt, 
oder wir wollen wenigftend bier ald befannt vorausſetzen, 
daß durch dieſe Bleichung bei allen beliebigen Zahlenwer: 
then der Buchftaben a, b und e immer die gemeine Parabel 
ausgedrüdt wird, und zwar für eine ſolche Lage der Coor⸗ 
dinatenaren, daß die Drdinaten mit der Hauptare der Pa- 
rabel parallel laufen. Wir fehen alfo, daß nur in einer 
einzigen Linie, namlich in der gemeinen Parabel, und zwar 
nur in dem Kal, ald ihre Ordinaten mit der Hauptare 
parallel find, die Parallelcoordinaten eine conflante Be 
fehleunigung des Wachfend zeigen können. Befchränfen 
wir und auf rechtwinklige Coordinaten, fo geben bie Zigu- 
ren 50 und 51, weldhe im Eingang als Beifpiele eine 
conftanten Belchleunigung oder Retardation ded Wachfend 
der Parallelordinaten gebraucht worden find, die einzig 
möglichen beiden Zagen an, in welchen eine folche Befchleu: 
nigung ber fenfrechten Parallelcvordinaten ftattfinden kann. 
Was dad Maß diefer conftanten VBefchleunigung betrifft, 
fo kann daffelbe natürlich in verfchiedenen Parabeln in allen 
Sraden der Größe, vorhanden fein, und es fragt fih, von 
welchen Element der Parabel ed abhängt. Aus der ana- 
Intifchen Geometrie weiß man, daß in der Gleichung 
y=a-tbx+ cx?’ der Parabel bei rechtwinkligen Coordi⸗ 
naten die Zahl c fo mit dem Parameter p der Parabel 


zufammenhängt, daß c 1 iſt. Wir ſehen daraus, daß 


dad Maß der Beſchleunigung des Wachſens der Or—⸗ 
dinaten, da ed von c allein abhängt, im umgekehrten Ver⸗ 
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haͤltniß zum Parameter fteht, oder DaB je größer die Zahl 
ift, welche den Parameter ausbrüdt, deſto Feiner die Zahl 
ift, welche den Unterfchied ber Zumahmen der Drdinaten 
ausdrüdt .bei gleichen Zunahmen der Abfciffe. 

Um ein zweited Beifpiel zu geben, fo nehmen wir an, 
man wollte wiflen, in welcher Figur der zwifchen den ſenk⸗ 
rechten Parallelcoordinaten enthaltene Flächenraum eine 
conflanfe Befchleunigung des Wachſens zeigt bezüglich der 
Abſciſſe als der willkürlich Veränderlichen. Alsdann muß 
arbx+cx? diejenige Function der Abfcifie x fein, durch 
welche die Fläche der Figur ausgedrüdt wird. Da man nun 
weiß ($. 49), daß die die Ordinate einer Figur darftellende 
Function der Abfciffe erhalten wird, wenn man den Differen- 
fialquotient derjenigen Zunction der Abſciſſe nimmt, welche 
die Fläche der Figur angibt, fo flellt die Function b+2ecx, 
als der Differentialquotient der Zunction a+bx-+cx?, die 
Drdinate der gefuchten Figur dar. Nun ift aber b+2cx 
die Ordinate einer geraden Linie, und folglich Tann eine 
conftante Befchleunigung des Wachfend der Flächen nur 
Dargeftellt werden durch Flächenräume, welche durch Das 
Fortrücken der veränderlichen Ordinate einer geraden Linie 
.befchrieben werden, wie die früher ald Beifpiele gebrauchten 
Blächenräume in Figur 52 und 53. Da das Das der 
Belchleunigung des Wachſens der durh arbx+cx? aub: 
gedrüdten Fläche nur von der Zahl c abhängt, und für die 
gerade Linie, deren Ordinate b+2cx ift, durch e nur ihre 
. Neigung ‚gegen die Abfeiffe vorgefchrieben ift, fo ſieht man, 
daß die Beichleunigung des Wachſens der Fläche gar nicht 
von der Größe der Ordinate, durch deren Kortrüden Die 
Fläche befchrieben wird, abhängt, fondern nur von ber 
Neigung, welche die gerade Linie gegen ihre Abfciffe hat. 
Bon der Größe der Ordinate, und von dieſer allein, hängt 
befanntlich die Stärke des Wachſens der Fläche ab. 

Um noch ein drittes Beifpiel zu geben, fo fragen wir, 
welche durch. Polarcoordinaten befchriebene krumme Linie 
bat die Eigenfchaft, daß mit gleichen Sunahmen des Abſciſ⸗ 

Snell. II. 
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ſenkreiſes ſolche Zunahmen bed vom Radiusvecter befchrie- 
benen Klächenraums verbunden find, die immer um gleich: 
viel größer oder kleiner werden. Yür eine Abſciſſe x ift 
alfo die Fläche durh die Function a+bx+cx” ausge⸗ 
drücdt. Nun weiß man (f. $. 51), daß bei Polarcoordina- 
ten der Differentiakquotient derjenigen Function der Abfcifle, 
welche die Fläche ausdrüdt, gleich ift dem halben Quadrat 
der die Ordinate Ddarftellenden Funetion. Es wird alfo, 
wenn wir unter u die unbefannte die Ordinate ausdrüdende 
Function vorftellen, der Differentialquotient von a 4 bx 4 ex”, 


2 
d.h. b+ 2cx— 5 fein, und folglich ift u=-V2b+ 4cx 


die Gleichung der gefuchten Linie. Eine diefer Gleichung 
entfprechende Linie ift, in fofern man nur die Art ihres 
Verlaufs im Allgemeinen im Auge ‚hat, durch die Figur 
55 dargeftellt. Aus Diefen wenigen Beifpielen wird es hin⸗ 
reihend Far fein, daß es gar Feine Schwierigkeit hat, für 
alle Arten von räumlichen Elementen diejenige Figur zu 
finden, in welcher die abhängig Weränderliche eine con- 
ftante Befchleunigung des Wachſens bat, und daß ber 
Conſtruetion aller beliebigen gleichförmig befchleunigt wach» 
fenden Größen nichts im Wege fteht. 

. Zum Schluß diefer Lehre von den gleichfürmig be⸗ 
fehleunigt wachfenden Größen bemerken wir noch, daß man 
dDiefe Xehre auch auf folgendem Wege darftellen konnte. 
Man hätte, wenn eine veränderliche Stärke des Wachſens 
vorausgeſetzt ift, ald den einfachflen denkbaren Fall diefer 
Veränderung den angenommen, in welchem: mit gleichen 
Zunahmen der willfürlih Veränderlichen gleich große Ver⸗ 
änderungen der Stärke des Wachfens verbunden find, fo daB 
die willkürlich Veränderliche und die Stärke des Wachſens 
der beiden Veraͤnderlichen, d. h. ihre Differentialquotient, 
gleichmäßig wachfende Größen find. Hätte man nun die 
unbefannte Function von x, welche in Diefem alle die 
abhängig Weränderliche ausdrüdt, dur y vorgeftellt, fo 
würde man, ba der Differentialquotient biefer Zunction mit 
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x gleichmäßig wachſend angenommen ift, die Gleichung 
dy . 
14. rbx, und aus derfelben durch Integration, und nach 
Sufügung einer unbeftimmten Gonftanten e, die Gleichung 
y=c+ax+ ax erhalten haben. Aus dieſer allgemei⸗ 


nen” für die abhängig Weränderliche gefundenen Function 
hätte man dann die Säge, daB die mit gleichen Zunahmen 
der willfürlich Veränderlichen verbundenen Zunahmen der ab- 
bängig Weränderlichen gleiche Unterfchiede haben, daß bie 
Unterfehiede der Zunahmen der abhängig Weränderlichen im 
quadratifchen Werhältniß ber Zunahmen der willkürlich Ver: 
änderlichen wachſen, daB man eine Berhleunigung und 
Retardation des Wachſens und Abnehmens zu unterfchel- 
den babe, und überhaupt alles über die gleichförmig be⸗ 
ſchleunigt wachfenden Größen Gefagte in ziemlicher Kürze 
herleiten könne. Diejenigen, Deren Anſprüche an die Me- 
thode ſchon befriedigt find bei willfürlich vorgenommenen 
und ganz unmotivirten Combinationen und Umformungen 
von Formeln, deren Zweck und Bedeutung erft erfichtlich wird, 
wenn man am Refultat angelangt ift, und denen mit For- 
meln zu würfeln ein ebenfo methodifches und wiſſenſchaft⸗ 
liches Verfahren dünkt, ald auf einem duch die Natur der 
Aufgabe überall vorgefchriebenen Weg begriffliher Ent- 
widelung vorzufchreiten, oder Diejenigen, welche Ueber⸗ 
rafehungen lieben, und eine Ehre fuchen in den Künften 
einer folhen Beweisart, die man elegant zu nennen pflegt, - 
ober diejenigen endlich, denen der Fürzefte Weg auch ſchlecht⸗ 
weg ber befte ift, weil es ihnen nur auf die Menge der 
Refultate ankommt, und weil ihnen Wiſſenſchaft nichts 
weiter iſt als eine Sammlung von bewieſenen Saͤtzen, alle 
dieſe werden natürlich dem letzteren Weg unbedingt den 
Vorzug geben. 


4 * 


Unglei&förmige 
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6. 109, 


Nachdem wir unfere Begriffe über gleichfürmige Be 
fehfeunigung des Wachſens, über Eigenfchaften und Arten 
fowie über Maßbeſtimmung derfelben feftgeftellt haben, kön⸗ 
nen wir zur Unterfuchung und näheren Beflimmung der 
Veränderung der Stärke des Wachſens fihreiten in den 
Fällen, in welchen diefe Veränderung nicht mehr conftant ift. 
Jede abhängig veränderliche Größe, deren fließender Zah: 
Ienwerth nicht durch eine Function der willfürlich Verän⸗ 
derfihen x von der Form arbx-+ex? ausgedrüdt if, 
wirb nothwendig eine ungleichförmige Befchleunigung des 
Wachfend zeigen, weil, wie fchon nachgewielen, aus Der 
Vorausfegung einer conflanten Befchleunigung des Wach⸗ 
fend immer die Zunction a+bx +cex? ald Werth der ab- 
hängig Weränderlichen folgt. Iſt die abhängig Veränder⸗ 
lihe durch eine von der Form a+bx + cx” abweichende 
Function ausgedrüdt, fo kann diefelbe auch nicht in der 
Heinften denkbaren Strede diefelbe unveränderfe Befchleu: 
nigung des Wachfend zeigen. Denn wären für eine be 
liebig Peine Strede mit gleichen Zunahmen der willkürlich 
Veränderlichen gleiche Unterfchiede der Zunahmen der ab: 
hängig Veränderlichen verbunden, fo würden für beliebige 
innerhalb diefer Strecke gefebte Veränderungen des x bie 
Werthe der abhängig Weränderlichen richtig berechnet wer- 
den durch eine Function von der Form arbx-pcx’, was 
der Vorausfegung, Daß der Werth der abhängig Veränder⸗ 
lichen überall durch eine andere Function gegeben fein fol, 
widerfpriht. Wenn nun die Beichleunigung des Wach: 


ſens auch nicht innerhalb der Fleinften.angebbaren Strecke 


unveränbert biefelbe bleiben Tann, eine Befchleunigung des 
Wachſens aber Doch jedenfalld vorhanden fein muß, fobald 
die Größen nicht gleichmäßig wachfend find, fo folgt, Daß 
jede vorhandene beflimmte Größe der Beichleunigung Feine 
Ausbreitung gewinnt über einen einzelnen Verflußpunft 


ya ww u —Ni — — · — 
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der willkürlich Veränderlichen hinaus, fondern rein momen- 


tan vorhanden ift, und daß die Befchleunigung des Wach⸗ 
fens ſtetig veränderlich ift. | 

Alles, was in dem erflen Theil unferer Wiſſenſchaft 
von der Art und den Bedingungen des Vorhandenſeins 
eines momentanen Zuſtandes und von der ftefigen Verän- 
derung gefagt worden ift, findet ohne Weiteres bier feine 
Anwendung, und unter Durchgehender Vorausſetzung der Dort 
entwidelten Begriffözufammenbänge werden die Schlüffe, 
denen früher eine ausführlichere Begründung vorausgeſchickt 
werden mußte, jeßt in der Kürze bündig aneinandergereiht 
werden können. Als Bedingung der Möglichkeit und 
Denkbarkeit eined momentanen Zuftandes iſt aufgeftellt wor⸗ 
den, daß derfelbe nur als Verflußpunft innerhalb einer 
ftetigen Veränderung ſtatthaben Tann, wobei in dem Be⸗ 
griff des Stetigen dies zu urgiren ift, daß in demfelben 
nach jedem Webergang von einem Größenzuftand zu einem 
andern die ganze Unendlichkeit aller denkbaren Zwiſchen⸗ 
ftufen factifch durchlaufen worden ifl. Bezogen auf die 
ftetig veränderliche Befchleunigung des Wachfend wird dar» 
aus folgen, daß je Eleinee man den Spielraum der Ver⸗ 
änderung der. willfürlich Weränderlichen fest, deflo gerin- 
ger auch die innerhalb diefes Spielraums ftattfindende Ver- 
änderung der Beichleunigung des Wachſens zu denken ift, 
und deſto unbebeutender auch der Fehler wird, welcher 
Daraus entiteht, daB man die Befchleunigung ded Wach: 
fend innerhalb dieſes kleinen Spielraums conftant annimmt. 
Nun Fommt bei conflanter Befchleunigung des Wachfens 
auf die Größe des Spielraum, innerhalb deſſen man die 
willkürlich Veränderliche wachfend denkt, gar nichts an, viel- 
mehr ift die Größe einer conftanten Beſchleunigung des 
Wachſens völlig beftimmt, wenn man nur den für zwei 
beliebig Feine gleiche Zunahmen der willfürlich Veränder- 
lichen ftattfindenden Unterfchied der Zunahmen der abhängig 
Veraͤnderlichen kennt, indem diefer Unterfchied dividirt Durch 
Dad Quadrat der Zunahme der willkürlich Veränderlichen 
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das conftante Map der Befchleunigung liefert. Setzt man 
mithin in einer Function von x mit. veränderlicher Be 
fchleunigung des Wachfend zwei gleiche Feine Zunahmen 
Ax der willfürlih Weränderlichen, und bividirt den Unter- 
‚ fhied der. zugehörigen Zunahmen der abhängig Veränder⸗ 
fihen durch das Quadrat der Zahl /x, fo wird, wenn 
- man von der innerhalb der beiden Zunahmen x ſtattfin⸗ 
denden geringen Veränderung der Belchleunigung des Wach⸗ 
ſens «abfieht, und den gebildeten zweiten Differenzquotient 
ald Maß einer conflanten Befchleunigung des Wachfend 
gelten läßt, der aus diefee Annahme erwachſende Behler um 
fo geringer fein, je Eleiner die Zahl x genommen wird, 
und man wird fich der wahren Größe der momentanen Be: 
fchleunigung des Wachſens, welche für denjenigen Werth 
des x, von welchen aus die Zunahmen 7x gefeßt find, 
‚flattfindet, durch fortgefehte Werfleinerung bed /x fo an 
nähern können, daß ed Feine fefte Grenze diefer Annaͤhe⸗ 
rung gibt, oder daß der übrigbleibende Fehler jede beliebig 
Feine vorgefchriebene Zahl Üüberfchreitet. Indeſſen wird, fo 
lange Ax noch irgend einen angebbaren Zahlenwerth be- 
. hält, der aus dem zweiten Differenzquotienten entnonmene 
Merth der Beichleunigung des Wachſens niemals vollfom- 
men richtig fein, fondern er wird entweder immer zu groß 
ausfallen, wenn die Befchleunigung des Wachſens im Zu- 
nehmen begriffen tft, und die Unterjchiede der Zunahmen 
der abhängig MWeränderlichen immer größer werden, ober er 
wird Immer zu Fein ausfallen, wenn die Befäleunigung 
des Wachfend im Abnehmen begriffen ift. 


8.110. 
Bereämung der Aus dem Vorhergehenden ift klar, daß man, um auf | 
alenigung vu dem zweiten Differenzquotienten einer Function von x 
den wahren Werth der momentanen Belchleunigung Des | 
Wachſens zu erhalten, die Zunahmen x nicht blos febr 
ſtark, fondern ind Endlofe verkleinern, d. h. fie annulliren 
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müßte. Und obgleich mit den Zunahme der willlürlich 
. Veränderlihen auch jede Zunahme der abhängig Weränder: 
lichen, Towie der Unterfchied folcher Zunahmen und über: 
haupt Alles, worauf die Vorftelung einer Befchlennigung 
des Wachſens fi) gründen kann, verfchwindet, fo bilbet 
doch diefer Umftand nah dem, was in dem erften Theil 
über daſſelbe Verhalten der veränderlichen Stärke bes Wach» 
fend gefagt worden ift, für uns keine Schwierigkeit mehr 
dar. Vielmehr wird daraus, daß der zweite Differenzquo: 
tient einer Function von x durch fortgefehte Verkleinerung 
des Ix eine Annäherung ohne Grenze geftattet an den 
wahren Werth der momentanen Befchleunigung ded Wach: 
fend, und daraus, daß diefer zweite Differenzquotient fich 
einem feften Grenzwerth ohne Ende nähert, in welchen er mit 
Annullirung des Ax übergeht, folgen, daß dieſer Grenzwerth 
zugleich die wahre Größe der momentanen Befchleunigung 
des Wachfend angibt. Die wirkliche Berechnung einer mo» 
mentanen Beſchleunigung des Wachſens bei gegebener 
Function von x hat demnach nicht die geringfte Schwierig. 
keit. Wil man, um ſich die Sache erſt im Einzelnen, zu 
erläutern, die momentane Befchleunigung des Wachſens 
nur für einen beflimmten einzelnen Zahlenwerth der will- 
Fürlich DVeränderlichen berechnen, fo bat man nur für. die 
fen beftimmten Zahlenwerth des x. und eine unbeflimmte 
durch 4x ausgedrüdte Zunahme deilelben den zweiten Dife 
ferenzquotient aufzuftellen, und zu fehen, in welchen be- 
flimmten Zahlenwerth berfelbe mit Unnullirung des 4x 
übergeht, oder will man, worauf ed natürlich in ber Regel 
antommt, einen allgemeinen für jeden beliebigen Werth x 
der willfürlich Weränderlichen geltenden Ausdruck, d. h. 
eine Zunction von x haben, weldhe die momentane Be 
fhleunigung des Machfend allgemein angibt, fo braucht 
man nur den zweiten Differenzquotient für ein unbeflimmt 
gelaflenes x und ein unbeflimmted /x aufzufldlen, und 
zu fehen, in welche Function von x derjelbe mit Annulli- 
rung bed 4x übergeht. 


” 
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Soll die Bedeutung, welche der Grenzwerth des zwei⸗ 
ten Differenzquotienten für das Wachſen der beiden Ver⸗ 
änderlichen bat, ausgefprochen werden, fo ift klar, Daß der 
Zahlenwerth, in welchen derfelbe für ein beſtimmtes x über- 
geht, in dem Sinne zu nehmen ift, in welchem überhaupt 
eine beflimmte Zahl eine Beichleunigung des Wachſens aus- 
drüden Tann, nämlich als Ausdrud einer conftanten Be⸗ 
fhleunigung des Wachſens. Da: nun bei conflanter Be⸗ 
fihleunigung des Wachſens der zweite Differenzquotient 
angibt, wie groß die Unterfchiede der abhängig Veränder⸗ 
lichen find, wenn die willkürlich Veränderliche mehrere mal 
um die Zahl 1 wächſt, fo wird, wenn bet veränderlicher 
Beichleunigung ded Wachlens der Grenzwerth des zweiten 
Differenzquotienten bei beſtimmtem x gleich der Zahl a ge: 
funden wird, dies heißen: Die momentane Befchleunigung 
des Wachſens ift bei diefem beftimimten Werth des x fo 
groß, daß, wenn fie unverändert bliebe oder zur Ausfüh- 
rung käme, die mit gleichen Zunahmen der willfürlih Ver⸗ 
anderlichen im Werthe von 1 verbundenen Zunahmen der 
abhängig Weränderlichen den Unterfchied a zeigen würden. 

Wir wollen das Vorhergehende durch das Beifpiel 


einer beftimmten Function erläutern. Die Function fei x". 


Geben wir der willkürlich Veränderlichen die Drei Werthe x, 
x+4/xundx+2I/x, fo find die drei zugehörigen Werthe 
der Function Ir, 7 (x+J4/x)’ und (x+ 24x)" 
oder nach Ausführung der vorgefchriebenen Potenzirungen, 
1 1 


3. 3 Fan | 
Fr 7*8x 4 7x Ax+7x(4x) +7(4x), und 


art 2x + 7 x(4x)4 ZUR). Ziehen wir 


den erften Werth der Function von dem zweiten, und 
den zweiten von dem britten ab, fo erhalten wir bie 


Reſte ———— und Ix’4x 


« 
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+ I x(I8 + (4x)", und in denſelben die beiden 


Zunahmen der Function, die mit den zwei gleichen Zunah— 
wen Ix verbunden ſind. Der Unterſchied dieſer Zunahmen iſt 


Ix(I2)'+ 7 3 (ix). Wird derſelbe durch (4x) divi⸗ 
dirt, ſo ſtellt der Ausdruck x+ 4 x den zweiten 
Differenzquotient der Function 4 x’ dar, was wir durch 


414 * 3 3 
die analytiſche Gleichung Zr =5%+457 IX 
ausdrüden können. Der Grenzwerth dieſes zweiten 


Differenzquotienten für ein endlos verkleinerte 4x 
ift x, und durch dieſe Function iſt allgemein die mo⸗ 
mentane Beſchleunigung des Wachſens der Veränderlichen 
T* dargeſtellt. An der Stelle z. B., wo x den Zahlen⸗ 
werth 1 Hat, iſt die momentane Beſchleunigung des Wach⸗ 
ſens gleich = d. h. fie ift fo groß als eine conflante 
Beichleunigung, in welcher jede folgende Zunahme der ab- 
hängig Weränderlichen um 3 größer ift ald die vorberge- 


bende, wenn die willkürlich Veränderliche mehrmals um bie 
Zahl 1 wächft. Hatx den Werth — 1, fo nimmt die Function 


3 den Werth — 3 an, und ein ſolcher negativer zwei⸗ 


ter Differenzquotient bedeutet dem Obigen ($. 104) zu 
Folge, daß die Zunahmen der abhängig Veränderlichen im⸗ 


mer um 3 kleiner, oder die Abnahmen, d. h. die negati⸗ 


ven Zunahmen um größer werben, wenn die willkür⸗ 
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lich Veränderlihe mehrmald um die Zahl 1 wächſt. Da 


übrigens der erfte Differentialquotient der Function 7 x’ 


gleich 4x ift, und derfelbe für alle Werthe von x einen 
pofitiven Werth hat, fo find die Zunahmen ber Function 
4x für alle Werthe von, x poſitiv, oder die Function 
ift immer im Wachfen begriffen. Der Grenzwert des 
zweiten Differenzquotienten diefer Function wird alfo, je 
nachdem er negativ oder poſitiv ift, nur eine Retardation Des 
Wachſens oder eine. Befchleunigung des Wachſens andeu- 
ten. Wollte man fih den Fluß der Werthe der Function 
x verfinnlichen etwa durch die Parallelcoordinaten einer 
Curve, fo fei ab (Fig. 36) die Abfciffe x, e der Nullpunft 
derfelben und die Länge cd gleich +1. Alsdann ftellen Die 
Drdinaten der Eurve fgchi die fucceffiven Wertbe der 
Function dar. Die Drdinaten diefer Curve verändern ſich 
überall nur durch Zufag von pofitiven Zheilen, indem die 
negativen Drdinaten inımer Pleiner und die pofitiven immer 
größer werden. Die Zunahmen find alfo durchaus po- 
fitio, und werden für alle negativen Werthe von x, d. h. 
für alle zwiſchen a und c fallenden Punkte immer Fleiner, 
"und ed findet innerhalb dieſes Spielraumes eine Retarda⸗ 
tion ded Wachſens ftatt, für alle innerhalb ce und b fal: 
Inden pofitiven Werthe von x hingegen werden die Zu: 
nahmen immer größer, und es findet alfo eine Beſchleumi⸗ 
gung des Wachſens ftatt. . 





g. 111. 


Begeidhnung, bes Für den Grenzwerth des zweiten Differenzquotienten 
———— bedürfen wir einer beſonderen Bezeichnung, theils um durch 
eine Gleichung auszudrücken, daß eine beſtimmte Function 

der Grenzwerth des zweiten Differenzquotienten einer andern 
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beflimmten Function ift, wie in den zur Aufftellung von 
Differentiafionsregeln dienenden analytifchen Differential- 
gleichungen, oder Daß eine gegebene Function ald der Grenz⸗ 
werth des zweiten Differenzquotienten einer unbekannten 
Sunction betrachtet werden fol, theils um anzudeuten, daß 
man fi) überhaupt nur den Grenzwert des zweiten 
Differenzquotienten einer unbeflimmten Function denfen 
fol. Man Fönnte died nun, wie ed auch in andern 
Fällen bei Grenzwerthen von Functionen üblich ift, Durch 
Vorſetzung des Wortes Limes bezeichnen, und 3. B. 
aus der oben gefundenen analytifchen Differenzengleichung 


44. x 3 
— =>z1+7J4x die analytiſche Gieichung 
44 3 
Lim —87* bilden, und ebenſo bei einer un- 


befannten oder unbeflimmten durch y ausgedrüdten Function 
den Grenwerth ihres zweiten Differenzquotienten durch 


Lin Zr bezeichnen. Man hat aber vorgezogen, die für 


den Grenzwerth des erſten Differenzquotienten eingeführte 
Bezeichnung auch auf die folgenden Differenzquotienten 
auszudehnen. und, I wie man Fi erſten Differenzquo- 


tienten ftatt Lim bie Som 57 I fett, fo auch bier 
. Id day 

ftatt Lim (Ir (IR die Form (ixr welche man aus 

Gründen, die oben (5. 102) ſchon angegeben find, in Die 


Form I umändert. Die vorftehende analytifche Grenz 


gleihung für die Function x würde demnad zu fchrei- 


et x? 


ben fein * —* x. Entſprechend dieſer Bezeichnung 
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hat man auch die für den Grenzwerth des erſten Differenz⸗ 
quotienten eingeführte Benennung auf den zweiten über- 
fragen, und nennt den Grenzwerth ded zweiten Differenz- 
quotienten den zweiten Differentialquotient. 


Hier zeigt fi) nun, daß die Bezeichnung rn ddy des 


zweiten Differentialquotienten keine ſo willkürliche und in⸗ 
haltleere iſt, wie ed oben ($& 102) ſcheinen mochte, indem 
dieſelbe, abgeſehen davon, daß ſie durch die Entſtehung des 
zweiten Differentialquotienten aus dem zweiten Differenz⸗ 


quotienten faſt von ſelbſt gegeben iſt, mit derjeni⸗ 


gen Bedeutung des zweiten Differentialquotienten, vermöge 
welcher er eine Beſchleunigung des Wachſens der Größen y 
und x angibt, auf das innigſte verknüpft iſt. Denn die 
beiden d im Zähler zeigen an, daß es auf die Zunahme der 
Zunahme oder auf den Unterſchied der Zunahmen der abhängig 
Veränderlichen ankommt bei Beſtimmung der Beſchleuni⸗ 
gung des Wachſens, und das Quadrat von dx im Nenner 
zeigt an, daß der Unterſchied der Zunahmen nur in ſofern 
ein beſtimmtes Maß der Beſchleunigung des Wachſens ab⸗ 
geben kann, als er mit dem Quadrat der Zunahme der 
willfürlich Weränderlichen perglichen wird. 


Die Bezeichnung — hat auch den Vortheil, daß 


fie nicht, wie die Bezeichnung f(x) des zweiten Differen⸗ 
tialquotienten einer Function f(x) ein untrennbares Zeichen 
ift, fondern daB man Zähler und Nenner in berfelben tren⸗ 
nen, und mit beiden als mit beliebigen Zahlen rechnen 
fann, in ähnlicher Weife, wie beim erften Differentialquo- 
tienten die ifolirten Differentiale als beliebige Zahlen be 
handelt werden. In Bezug auf Zunahmen der Größen 

x und y bet ya der Ber der Sunchen, welche d dem 





rung — Bedeutung, indem man nur fagen 
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fann, je Peiner die Zunahmen dx von x genommen wer 
den, defto näher trifft der Unterfchied der Zunahmen von 
y Dividirt durch dad Quadrat von dx mit dem Werth des 
zweiten Differentialquotienten zufammen. Für alle von 
Null verfchiedene Werthe ded dx ift diefer Quotient nur 
der zweite Differenzquotient, und für ein annullirted dx 
und folglih auch annullirtes d’y wird die Rechnung mit 
Nullen eine unbaltbare und durch Feine Fünftlihen Orehun⸗ 
gen zu rechffertigende Vorſtellung. Aber man braudt ſich 


nur die Bedeutung der durch rei ausgedrüdten Function 


von x zu vergegenwärfigen, um fich zu überzeugen, Daß 
ed geftattet ift, unter dx und d’y endliche Zahlen zu den- 
fen. Denn die Function I von x bezeichnet für jeden 
einzelnen Werth des x eine beftimmte Beſchleunigung des 
Wachſens, welche ihrer Größe nach nicht anders gedacht 
und ausgeſprochen werden kann als durch die beſtimmenden 
Elemente einer conſtanten Beſchleunigung. Wird alſo die 





Form SI als Ausdrud einer conftanten Beichleunigung 


des Wachſens genommen, fo wird, wenn man unter dx 
eine beliebige Zahl denkt, unter d’y zu denken fein der Un⸗ 
terichied, den die mit den Zunahmen dx verbundenen Zu- 
nahmen der abhängig Veränderlichen haben würden, wenn 
die, Befchleunigung ded Wachſens unverändert bliebe, d. h. 
d’y ftellt den Unterfchied der Zunahmen einer Größe vor, 
in welcher diejenige Befchleunigung des Wachſens conftant 
ift, weiche für y nur momentan vorhanden ift, und welche 
Größe für jeden andern Werth von x auch eine andere ift. 
Es verhält fich bier Alles fo wie bei den als felbfländige 
- Größen behandelten erften Differentialen. Denn wenn z. B. 
x und y Parallelcoordinaten eine krumme Linie bedeu- 
ten, fo ift, wenn man an einen Gurvenpunft eine Zan- 
gente zieht, Die Zunahme der Ordinate der. Tangente divi⸗ 
Dirt durch Die zugehörige Zunahme der Abfciffe gleich dem 


° 
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Werth, den die Function 7 für diefen Eurvenpunft bat. 


Was hindert mich alfo, dx und dy ald zufammengehörige 
Zunahmen der Coordinaten der jedeömaligen Tangente und 
als endliche Zahlen zu befrachten; und folglich dy als die 
Zunahme einer Größe, in welcher diejenige Stärte des 
Wachſens conftant ift, welche für y felbft nur momentan 
vorhanden if. Und dafjelbe war ed, was über die Bedeu- 
tung von d’y gefagt ift, in fofern es als felbftändige Größe 
und als endliche Zahl betrachtet werden fol. Wenn man 


nun aus einer Differentialgleichung I o3x Durch Mul- 


tipication mit dx* die Gleihung d’y=3Ix’dx? mit ifo- 
firten Differentialen bildet, fo nennt man d’y das zweite 
Differential der Function y, und überhaupt den mit dx? 
mulfiplicirten zweiten Differentialquotient einer Function von 
x dad zweite Differential diefer Zunction. Das iſolirte 
zweite Differential einer abhängig Veränderlichen ift alfo 
bei beflimmtem übrigens beliebigem Werthe von dx eine 
nur von x abhängige endliche Größe, oder eine Function 
von x, und bat mit dem UnendlichFleinen, durch welches 
nur unfichere und nebulofe Vorſtellungen hineingebracht 
werden, gar nichts zu ſchaffen; ‘vielmehr läßt fich fein Werth 
febr beftimmt und handgreiflich ausfprechen, wenn man 
fagt: So groß ald der mit dem Quadrat der beliebigen 
Zahl dx multiplicirte zweite Differentialquotient ift, fo groß 
würden Die Unterfchiede der mit den Zunahmen dx verbun«- 
denen Zunahmen der abhängig VBeränderlichen fein, wenn 
die vorhandene momentane Befchleunigung des Wachſens 
unverändert bliebe. Man könnte auch, wie ed beim Aus⸗ 
Tprechen einer Belchleunigung des Wachſens durchaus ge- 
fehieht, dem dx immer den Zahlenwerth 1 beilegen, und 
dann würde das zweite Differential einer abhängig Verän- 
dDerlichen ſchlechtweg dem zweiten Differentialguotient der⸗ 
felben gleich fein, und Die obige @leihung gefchrieben wer- 
den d'y — Z3x?. Es würde dadurch an der ganzen Sache 
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nicht8 geändert. Indem man aber d’y=3x’dx” fchreibt, 
erhält man dem d’y feine. für jeden Werth von dx gel« 
tende Allgemeinheit, weil bei jeder conftanten Befchleuni- 
gung des MWachfend die Zunahme der abhängig Veränder⸗ 
lichen im quadratifchen Verhältniß der Zunahme der will: 
fürlich Veränderlichen zus und abnimmt. 


g. 112. 


Daß operative Verfahren, welches bisher zur Herlei⸗ „Penleitung bes 


tung und Darftelung des zweiten Differentialquotienten 
einer Function angewendet: worden ift, und darin beftand, 
den zweiten Differenzquotienten diefer Zunction aufzuftellen, 
‚und in demfelben durch Annullirung ded 4x zum Grenz: 
werth überzugehen, ift allerdings durch den Zweck dieſer 


eren⸗ 
tlalquotienten 
einer Junciion. 


Operation, die Beſchleunigung des Wachſens zu finden, 


als das nächſte und natürlichſte gegeben, und ſchließt ſich 
der Bedeutung des zweiten Differentialquotienten am ein⸗ 
fachſten an. Indeſſen würde es, wie leicht zu ſehen, müh⸗ 
ſam und weitläufig fein, auf dieſem Wege ˖ den zweiten 
Differentialquotient beliebiger Functionen herzuleiten, und 
wenn es Fein anderes Verfahren gäbe, fo müßte man, um 
in der Anwendung der Differentialrechnung nicht überall 
Durch weitläufige Rechnungsoperationen aufgehalten zu wer⸗ 
den, einen neuen Theil der operativen Differentielrechnung 


ausbilden, welcher zum Zwecke hätte, die Refultate dieſer 


Dperation für die Zundantentalfunctionen und die Haupt- 
arten ihrer arithmetifchen Zufammenfeßung in kurzen Dif- 
ferentiationsregeln aufzuftellen, in ahnlicher Weife, wie wir 
beim erften Differentialguotient für Die Sundamentalfunctio- 
nen und die Hauptarten ihrer Zufammenfehung kurze Dif- 


ferentiationdregeln aufgeftellt haben, durch welche wir dann 


der weitläufigen Bildung ded erften Differenzquotienten und 
des Webergangs zum Grenzwert deffelben ein- für allemal 
überhoben werden. Aber wir bedürfen eines folchen neuen 
Theiles der. operativen Differentialrechnung nicht, weil bie 
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für die Bildung des erften Differentialquotienten aufgeſtel 
ten Regeln zur Bildung des zweiten Differentialquotienten 
völlig binreichen, und eine wiederholte Anwendung dide 
Regeln ſchon zum Ziele führt. 

Um dies nachzumweifen, brauchen wir nur zuerft zu je 
gen, daB der Unterfchied der. Zunahmen einer Funckion 
dividirt durch das Duadrat der Zunahme der willfüchd 
Veränderlihen, was wir bisher den zweiten Diff: 
quotient genannt haben, auch erhalten wird, wenn man im 
Differenzquotient von dem Differenzquotienten dieſer Yunchen 
nimmt, oder daß für eine Durch y vorgeftellte Yuncım 
von x diejenige Folge von Operationen, welche dur) 


die Form ar angedeutet wird, daſſelbe Refultat fr 
fert ald diejenige Folge von Operationen, welche in dr 


dA 
ı) 
. Iz 
feiheit diefer Ausdrücke wird gegeben fein, wenn gezeigt iſ 
daß die an einer Function f(x) dargeftellte ſchematiſhhe 
Ausführung diefer Ausdrüde auf diefelbe Form hin: 
läuft. Bilden wir alfo zuerft nach dem früher angewende 
ten Verfahren den Unterfchied der Zunahmen der Yundim 
f(x). Wir-geben zu diefem Iwed der willkürlich Bein 
derlichen die drei Werthe x, <+ /x und x +2 x. Di 
zugehörigen Werthe der Yunckion find f(x), f(x+Jf% 
amd f(x +2/x). Durch Abziehung des erften Werthes da 
Function von dem zweiten, und des zweiten von dem dritt 
erhalten wir f(x + x) — f(x) und f(x +2 4x) — f(x + Si} 
als die Zunahmen der Zunction, und burch Abziehung M 
erften Zunahme von der zweiten in dem Ausdrud 
f(x+241x)—- (x +41x)— [f(x +21x)—f(x)] 
oder nach ausgeführter Subtraction in dem Ausbrud 
f(x+2/x)—2f(x+fx)+f(x) 
den Unterfchied der Zunahmen der Function. Wird dieſa 


Form angedeutet iſt. Die Nachweiſung der Eine: 
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Unterfchied der Zunahmen durch (/x)? dividirt, fo gibt 
und der Ausdrud 
f(ix+24/x)—2f(x+4x)+f(x) 
a 
dad ausgeführte allgemeine Schema des zweiten Differenz: 
quofienten in der Bedeutung, wie wir benfelben bisher ab- 
geleitet und gebraucht haben, oder es ift, in Form einer 


Gleichung ausgebrüdt, 


AA“) _ IC +2AK)— 2x HA) HK) 
(Ax)}. (4x) 
Das Schema des erſten Differenzquotienten der Function 
f(x) iſt bekanntlich re x) . Wird von die 
fer Zunction von Neuem der Differenzquotient genommen 
nach der bekannten Regel, indem man x+ 1x flaft x in 
die Function. fegt, und von dem fo erhaltenen Werth der 
Function den früheren Werth derfelben abzieht und fchließ- 
lich durch 4x dividirt, fo erhalten wir in dem Ausdrud 
f(x+21x)—f(x+7/x) f(x+4x)—f(x) 
4x J 4x 
4x 
oder nad) Ausführung der Subtraction im Zähler und mit 
einfachem Nenner gefchrieben in dem Ausdruck 
(x +24x) f(x +4Ax)+i(x) 
(4x) 
das allgemeine Schema des Differenzquotienten von dem 
Differenzquotienten der Function f(x), oder es iſt, in 
Form einer Gleichung ausgedrückt, 


di(x) 
a — Ze — fx+ 24x) —2f(x+4Ax)+f(x) 
{ 





dx)’ 
Wir um alfo, daB man durch die in ben Ausdrüden 
| 412) . 
a und * angedeutete verſchiedene Folge 


Suelt. II. 5 
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von Operationen auf dieſelbe Function von x gefühet wird. 
Folglich faͤllt auch der durch Annullirung von Ix hervor⸗ 
gehende Grenzwerth des Ausdruds —— mit dem des 
4 
en, 
Ausdrude — Tz zufammen. Es iſt aber offenbar einerfa, 
ob man erft_den zweiten Differenzquotient einer Function) 
Ay 
oo d 72) 
in der Form 7x vollftändig entwidelt, und dann durd 
Annullirung des 4x zum Grenzwerth übergeht, ober ob 
47 dar: 


Ax 


ftelit, und zu 2 oder dem Grenzwerth deffelben übergeht, 











man zuerft blos den erſten Differenzquotient 


4 
und dann den durch * auszubrüdenden erften Dif 


ferenzquotient der Function 4y entwidelt, und von Neuen 


dx 
afar 
zu dem durch * zu bezeichnenden Grenzwerth deſſel⸗ 





dy: 
ben übergeht. Aus der Form 9 iſt erfichtiich, Da man 


kurzweg durch Bildung bes Differentialquotienten vom Dif: 
ferentialquotienten den Grenzwerth des zweiten Differenzguo- 
tienten oder den zweiten Differentialquotient erhält, und 
daß mithin die bekannten Regeln zur Bildung des erflen 
Differentialquotienten auch zur Bildung des zweiten Hin: 
reichen. Hierdurch wird bie Operation fehr abgekürzt und 
vereinfacht, und anftatt alfo in der oben angegebenen weitläufi: 


gen Weiſe für Die Function x erfi die Zunahmen der 
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Function, dann den Unterſchied dieſer Zunahmen zu berech- 
nen, und nach Divifion zeit (Ax)” zum Grenzwerth über: 
zugeben, welcher glei) 3 x gefunden wurde, konnte man 
ganz kurz zu bemfelben Reſaltate gonmen, wenn man ſagte der 
Differentialquotient von * fx und der von .x" or. 


Weil man nun zur wirklichen Herleitung * zweiten 
Differentialquotienten einer Function von demſelben nichts 
weiter zu wiſſen braucht, als daß er der Differentialquo⸗ 
tient von dem Differentialquotienten dieſer Function iſt, ſo 
iſt es begreiflich, daß man die ganze Lehre vom zweiten 
Differentialquotienten auf die aus der Form 





zu ent⸗ 


nehmende Definition und auf die in aſben dom unmit⸗ 
telbar ausgefprochene Bedeutung deſſelben kann zuſammen⸗ 
ſchrumpfen laſſen, wenn man nur die operativen Handar⸗ 
beiten zur Darſtellung der Formeln und dunctionen als 


das Weſentliche im Auge hat. Die Bezeichnung dg des 


zweiten Differentialguotienten erfcheint dann als * inhalt⸗ 
leere und überfläffige Zugabe, überflüſſig wenigſtens in fofern, 
ald man außerdem im Befig einer kurzen willkuͤrllchen Be⸗ 
zeichnung wie f’(x) ift, die fi) bequem auf höhere Ord⸗ 


nungen audbehnen läßt, was bei der Bezeichnung * 


nicht der Ball if. In den beiden Bezeichnungen 


a und ı des zweiten Differentialquotienten iſt 


| abe —— eine Hinweifung enthalten auf die bei⸗ 

den Bedeutungen beflelben, vermdge welcher der zweite 

Differentialquotient erſtens bie Befchleunigung des Wach⸗ 

fend der Srößen y mb x angibt, was durch bie 
5 ® 











” 
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2 
Form Iy angedeutet ift, und zweitens die verhältnigmäa:- 





dx’ 
Bige Staͤrke des Wachſens der Größen IL und x aus- 
afır 
drückt, worauf die Form = hinweiſt. Non diefen 


beiden Bedeutungen‘ deö zweiten Differentialquotienten macht 
man überall nach Belieben, wie es das Bedürfniß umd die 
Natur einer Aufgabe mit ſich bringt, Gebrauch. 


$. 113. 


Gonftructive Aus⸗ Durch die in dem Vorhergehenden enthaltene Erklärung 
ment. befhteunie Der Bebeutung des zweiten Differentialquotienten wird die 

ee der conflanten Beſchleunigung des Wachfens, welche 
- bei einer ungleihförnig befchleunigt wachienden Größe mo: 
mentan eintritt, zunächſt nur arithmetifch durch den⸗Zah⸗ 
lenwerth des Unterſchiedes der Zunahmen der abhängig Ver⸗ 
änderlichen gegeben. Alle Begriffe jedoch, welche die ſte⸗ 
tige Veränderung der Stärke des Wachſens betreffen, ba- 
ben, wie in dem erften heile unferer Wiſſenſchaft ($. 31) 
bereitö nachgewielen, ihre wahre objective Realität nur in 
den woachfenden continuirlichen Größen. Und wenn man 
einer Function von x eine momentane Belchleunigung des 
Wachſens beilegt, fo thut man dies doch nur in fofern, 
ald man fich Die Zahl x fletig wachfend denkt. Unter einer 
ftetig wachjenden Zahl ift aber in der That nichts weiter 
als ein wachſendes Continuum, nur flatt eines beflimmten 
ein Sonfinuum in abstracto gedacht, wenn überhaupt der 
Unterfchied von discreten und continuirlichen Größen, wie 
er e8 denn ift, ein wahrer und wefentlicher ift, und darauf 
beruht, daß beim Wachſen des Gontinuumd alle zwifchen 
zwei Größenzufländen denkbaren unendlich vielen Mittel- 
ftufen der Größe factifch durchlaufen werben, beim Wach⸗ 
fen der Zahlen aber, durch wie Beine Theile auch flattfin- 
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dend, immer unendlich viele Zwiſchenſtufen der Größe noth⸗ 
wendig überſprungen werden müſſen, indem das Zählen 
als ein Denkact die Unendlichkeit nicht erſchöpfen kann, 
welche in dem Wachſen des Continuums als einem An⸗ 
ſchauungsact real vorhanden iſt. Sowie die Vorſtellung 
einer momentanen Stärke des Wachſens erſt finn- und 
lebenvoll wird durch die Anſchauung derſelben in wachſen⸗ 
den Continuis, ſo verhaͤlt es ſich auch mit der Vorſtellung 
der momentanen Beſchleunigung des Wachſens. Wenn 
z. B. das Verhaltniß, welchem ſich die Zunahmen der Or⸗ 
dinaten einer Curve in einem beflimmten Curvenpunkt mit 
Berfleinerung diefer Zunahmen ohne Ende nähern, oder 
mit welchem fie verfchwinden, dadurch, daß es in den Zu- 
nahmen der Drdinaten der Tangente dieſes Curvenpunktes 
zur Ausführung kommt, finnlich anfchaufich wird troß Des 
angenommenen Verſchwindens ber Zunahmen, und man 
in den Drdinaten der Zangente fieht, wie die Drdinaten. 
der Surve verlaufen würben, wenn die momentane Stärke 
des Wachſens fich realifirte, fo Tann man auch die mo» 


mentane Befchleunigung des Wachſens der Drdinaten einer  . 


Curve zur Anfchauung bringen, wenn man an den Or: 
dinaten einer andern Linie zeigt, wie dieſe Ordinaten der 
Curve verlaufen würden, wenn bie momentane Beſchleuni⸗ 
gung fich realiſirte. Diefe Conftruction der momentanen 
Beſchleunigung des Wachſens, welche an allen beliebigen 
veränderlich geſetzten raͤumlichen Elementen ausgeführt wer: 
den kann, traͤgt nicht wenig bei zur Aufhellung und Be⸗ 


feſtigung unſerer Begriffe von den höheren Graden ber . 


Stärke des Wachſens. 
Nehmen wir 3. B. die Eurve fgchi (Fig. 56), welche 


nach der Gleichung ir conftruirt ift, wobei ber 


Nullpunkt der Abfeiffe im Punkte c. und die Linie cd gleich 
1 gefegt iſt. Der zweite Differentialquotient der Function 


x’ iftgleih Jex, und folglich iſt im Punkte h 3. B, 
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für welchen x den Zahlenwerth 1 bat, die Beichleunigung 
des Wachſens der Ordinaten gleich 3. Es wird gefragt, 


wie die Eurve vom Punkte h aus verlaufen wirde, wenn 
bie in dieſem Punkte vorhandene momentane Befchleunigung 
deb Wachſens der Drbinaten zur Ausführung fame Eine 
conftante Beſchleunigung des Wachfend ber Paralleicoor- 
dinaten findet fi) nur in den Ordinaten ber gemeinen Pa- 
rabel bei einer gewiſſen Lage der Dibinatenare, wie oben 
(8. 108) fchon gezeigt worden. Es fragt fih alfo mur, 
wie confteuirt man diejenige Parabel, welche im Punkte h 
- mit der Curve zufammentrifft, und welche mit berielben 
außer der Stärke des Wachſens der Goorbinaten auch die 
Beichleunigung des Wachſens derfelben gemeinfchaftlich hat. 
Wir haben die Gleichung der Parabel, bezogen auf: die⸗ 
felbe Abſciſſe und auf denfelben Anfangspunkt der Abfcifie, 
aufzufuchen. “ Die gefuchte Gleichung wird bie Form 
y=a+bx-+ex? baden, und es find bie unbeflimmten 
Corffirienten a, b und e zu beflimmen. Died if leicht zu 
bewerfftelligen, well wir drei Bedingungsgleihungen auf: 
ftelen können, in we außer a, b und c Feine Unbe⸗ 
tannten vorkommen. Es fol nämlich erftend für den Punkt 
h oder den Zahlenwerth 1 der Abfeiffe die Drbinate der 
Parabel diefelbe Größe haben wie bie Ordinate dh ber 
Gurve, und da für x=1 die Drbinate ber Dash gleich 


arb+ec, und die der gegebenen Curve gteich 4 ift ge 


mäß der Function 7 x’, fo erhalten wir als erfte 
Gleichung 
a+b+ — . 


Es follen ferner beide Curven im Punkte h eine gemein⸗ 
ſchaftliche Stärke des‘ Wachſens ihrer Coordinaten haben, 
d. 5. es fol der erſte Differentialquotient der Function 
a+bx+cx? fo groß fein ald der erfte Differentialquotient 


“ 
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der Function 8% wenn in beden 1 ſtatt x geſchi wird. 
Die Differentialquotienten der beiden Functionen, naͤmlich 
b-+2cx und I x’, geben und alfo Die zweite Bedin⸗ 


gungsgleichung 

b+ =. 
Endlich muß, da die Beſchleunigung des Wachſens ber 
Drdinaten ber Parabel mit der der gegebenen Eurve im 
Punkte b zufammenfallen fol, 2c als der zweite Differen- 
tialquotient der Function arbx-+cx" gleich dem zweiten 
Differentialquotienten der Function x’ oder gleich 3. ſein, 
wenn man 1 ſtatt x ſetzt. Es iſt alſo drittens 

3 3 

2e 7 oder —7 

Schen wir mit dieſem Werth von c in die zweite Gleichung 


zurüd, jo erhalten wirb + 2 derb=— I. Werden 


ſchließlich diefe für b und c gefundenen Werthe in die erfte 


Gleichung gefekt, To erhalten wir a 4441 oder 


a7. Die vorausgefegte unbeflimmte Gleichung der Pa- 


rabel, y=arbx+rex” nimmt alfo unter den gegebenen 
Bedingungen die beflimmte Form 4 4 4 x’ 
an. Legen wir einige Punkte der Parabel feſt. In den 
Punkten e, k, d, 1, e, wo bie Abſciſſe der Reihe nach die 


Zahlenwerthe 0, 5 7, 3, 3 bat, wi man als 


Werthe der Ordinaten der Parabel die zahlen 1 
J, 3,3 F' und dadurch die Parabel mnhop. Fragte 
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man alſo, wie würde die Curve fgehi vom Punkte haus 
verlaufen, wenn nur die momentane Stärke des Wachſens 
ihrer Coordinaten zur Ausführung käme, fo ift die Ant 
wort, in derjenigen geraden Linie, für deren Ordinaten biefe 
Stärke des Wachſens conftant ift, d. b. in der Tangente 
hq des Punktes h. Fragt man aber, wie würde die Curve 
vom Punkt h aus verlaufen, wenn bei der in dieſem 
Punkt vorhandenen Stärfe des Wachſens ihrer Ordina⸗ 
ten die dafelbft vorhandene Befchleunigung des Wachſens 
ihrer Drdinaten zur Ausführung kaͤme, fo ift die Antwort, 
in derjenigen Linie, für deren Ordinaten diefe Beſchleu⸗ 
nigung des Wachſens conftant ift, d. h. in der Para⸗ 
bel mnbop. 

Durch diefe Conftruction der momentanen Beichleuni- 
gung ded Wachſens wird dad, was früher ($. 110) über 
die Bedeutung ded zweiten Differentialquotienten, ſowie 
Dad, was ($. 111) über die Bedeutung des ijolirten zwei⸗ 
ten Differentiald gefagt worden ift, vollkommen augenfällig 
und kann zugleich auf faßlichere und toncretere Weiſe aus: 
gedrückt werden. Wenn wir die $. 110 gegebene allge- 
meine Erflärung der Bedeutung des zweiten Differential- 
quofienten auf die Ordinate y einer beliebigen Curve über- 
tragen, fo ftellt der zweite Differentialquofient der Function 
y nichts weiter vor ald die Unterfchiede der Zunahmen ber 
Drdinaten der jedeömaligen Parabel bei Zunahmen der Ab- 
- feiffe =1. Und wenn $. 111 von dem ifolirten und folg- 
lich als endliche Zahl betrachteten zweiten Differential d’y 
gelagt wurde, daß es nicht Unterfchiede der Zunahmen von 
y, fondern den Unterfchied der mit ben beliebigen Zunah⸗ 
men dx verbundenen Zunahmen einer Größe angebe, im 
welcher diejenige Beſchleunigung des Wachfens conftant ift, 
die für y felbft momentan vorhanden ift, fo können wir 
jet, wo wir für den Kal, daß y eine Ordinate ift, jene 
Größe mit conftanter Befchleunigung des Wachfend fennen, 
Purzweg fagen, das zweite Differential d’y einer Ordinate 
y ſtellt nicht den Unterfchied der Zunahmen von y felbft, 
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ſondern den Unterſchied der mit den beliebigen Zunahmen 


dx der Abſciſſe verbundenen Zunahmen der Drbinaten einer 
Parabel vor. 

Die Parabel fchließt fich Dem Lauf der gegebenen Curve 
in der Naͤhe des Punktes bh notbwendig viel enger an als 
die Zangente hq dieſes Punktes, weil bei der Tangente 
nur die Zunahme ihrer Ordinate um fo näher mit der Zur 
nahme der Ordinate der Curve zufammenfällt, je Peiner 
die Zunahme der Abfciffe gefeßt wird, bei ber Parabel aber 
auch der Unterfchied der Zunahmen ihrer Ordinaten um fo 
näher mit dem Linterfchied der Zunahmen der Ordinaten 
der Curve zufammenfällt, je Feiner die Zunahmen ber Ab⸗ 
feiffe gefegt werden. Es läßt fich fogar beweifen, daß man 
durch Annäherung an den Punft h zu Eurvenpunften ge- 
langen Tann, deren Entfernung von der Parabel beliebig. 
vielmal Beiner ift als ihre Entfernung von. der Tangente, 
beide Entfernungen in der Richtung der Drdinaten gemef- 
fen. (Diefer Beweis fol fpäter im umfaffenderen Zufam- 
menhang mit den höheren Differentialquotienten berührt 
werden.) Nichts deflo weniger hat die Parabel fo gut 
wie Die Tangente mif der gegebenen Curve an der Berüh⸗ 
rungöftelle nur einen einzigen Punkt gemeinfchaftlih, was - 
erftend daraus folgt, daB die Drdinaten beider frummen 
Linien durch verfchiedene Functionen der Abfciffe gegeben 
find, und zweitens auch daraus erfichtlich ift, daß die Be⸗ 
fchleunigung des Wachſens, welche für die Drdinaten der 
Porabel conftant ift, für die Drdinaten der andern Curve 
ftetig veränderlich ift, und mithin die Lebteren innerhalb 
jeder beliebig Peinen über den Berührungspunft hinaus: 
gehenden Strede ein anderes Geſetz des Wachfend haben, 
und folglich auch eine andere Größe erreichen müflen. Man 
fagt von zwei Linien, welche im Punkte ihred Zufammen- 
treffend außer der Stärke des Wachſens auch die Befchleu- 
nigung des Wachſens ihrer Coordinaten gemeinfchaftlich 
haben, oder welche den erften und zweiten Differentialquo- 


tienten ihrer Ordinaten gleich haben, daß fie ſich im zweiten 
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Grade berüheen, während man die WBerührung zweier 
Linien, welche nur den erſten Differentialgquotient ihrer Or⸗ 
dinaten gleich haben, eine Berührung im erſten Grade 
nennt. Es verſteht fach, DaB zur Berührung im zweiten 
oder im erſten Grade nicht erfordert wird, Daß Der zweite 
ober erſte Differentialquotient der Drdinaten der Einen 
Linie conftant ift, wie es bier bei Der Parabel und bei der 
Zangente der Fall ift. 

Auf diefelbe Weile, wie für den Punkt h der Curve 
fgchi Fig. 56 die momentane Beſchleunigung des Wach⸗ 
ſens der Ordinaten conftruirt worben ift, kann es für jeben 
andern Punkt gefchehen. Die berührende Parabel hat im jedem 
Punkt einen andern der jebeßmaligen Beſchleunigung bes 
Wachſens angemefienen und von derfelben allein abhängt 
gen Parameter. erlangt man nur die Größe Diefes 
Parameterd zu willen, fo muß man fih erinnern, daß 
in der Gleichung y=arbx-+cx? der Parabel der Coef⸗ 
ficient ce mit dem 1 rameler p der Parabel fo zuſammen⸗ 


hängt, daß 24 iſt. Da nun 2e, als der zweite Dif⸗ 


ferentialquotient der Function a+bx+ex’, die conflante 
Beichleunigung des Wachſens Der Drbinaten der Parabel 
und folglich auch die momentane Befchleunigung des Wach- 
fend der Drdinaten der Curve in dem von der Parabel be- 
rührten Punkte ausdrüdt, fo tft erfichtlih, DaB man .ben 
für einen Curvenpunkt berechneten zweiten Differeutialquo- 
tient der Ordinaten nur zur Hälfte zu nehmen und damit 
in 1 zu dividiren braucht, um den Parameter der Dielen 
Punkt berührenden Parabel zu erhalten. Im Punkt 12.8. 
unferer Gurne, wo x den Zahlenwerth 2 hat, nimmt ber 


zweite Differentialquotient Ix den Zahlenwerth 3 an, und 
ed it Denmach der Paranteter der im Punkt i im zweiten 
Grad berührenden Parabel gleich 3 Se Meiner Die 
Abſciſſe x und folglich auch der zweite Differentialauo- 
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tient 3 wird, deſto größer wird der Parameter der be⸗ 


rührenden Parabel, und derfelbe durchläuft bis zum Punkte 
e alle beliebig großen Zahlenwertfe Im Punkte e ſelbſt, 


wo x und folglich auch = x gleich Null iſt, wich der Pa- 


rameter unendlich, und die berübrende Parabel wirb eine 
gerade Linie und fallt in diefem Falle mit der Linie ab, 
welche zugleich Tangente im Punkte c ift, zufammen. Im 


Punkte ce wird alfo die krumme Linie von der geraden ab 


im erften und zugleich im zweiten Grade berührt, was be 
greiflicherweife nur bei folchen Curvenpunkten flattfinden 
kann, in welchen die Beichleunigung des Wachſens der 
Drdinaten der Curve gleih Null ift, weil dieſelbe für die 
Ordinaten der geraden Linie immer und überall gleih Null 
if. Hierbei iſt übrigens der Fall, in welchem ber erſte 
und zweite Differenttalquotient der Coordinaten der Curve 
unendlich iſt, vorläufig außer Acht gelaſſen iſt. 

Man fieht Ieicht, Daß, wie auch der Lauf einer Curve 
von einem beftimmten Punkt aus fein mag, ed immer 
möglich ift, eine im zweiten Grab berührende Parabel durch 
denfelben Punkt gehen zu laſſen, durch deren Ordinaten 


‚ die vorhandene Befchleunigung oder Retardation des Wach: 


ſens fowie des Abnehmens dee Ordinaten der Curve zur 
Anfchauung gebracht wird. Wir wollen diefe Conftruction 
noch ausführen für einen Gall, in welchem eine Retardation 
des Wachſens der Drbinaten flattfindet. In dem Vierte: 
reis acm Fig. 57 werden die Zunahmen der Ordinaten . 
immer fleiner, wenn man bie Abfciffe ac vom Punkte a 
aus wachlend denkt. Gehen wir den Halbmeſſer ac—=1 
und in a den Nullpunkt der Abfeiffe, fo ift die Gleichung 
für die fenfrechten Parallelcoordinaten des Kreifes befanntlich 


y=(2x— xy? Am Punkte b babe x den Zahlenwerth > 


und es fol die Gleichung der Parabel aufgeftellt werben, 
welche den Kreis in dem zugehörigen Curvenpunfte d im 
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zweiten Grade berührt, De erfte Differentiafquotient der 


Function (2x x’)? iſt — z, und ber zweite iſt 
(2x — x”)? 
— T. Die unbeſtimmte Gleichung der Parabel, auf 
(2x — x”)? 
diefelbe Abfciffe ac und denfelben Anfangspunkt a bezogen, 
fi y=a+rbx-+cx?, und es find die Zahlen a, b und c 
zu beflimmen. Nun fol erftend die Function apbx+ ex’ 


1 
gleich fein der Function (2x—x!)?, wenn in beiden I 


2 
ftatt x Belek‘ wird, mithin erhalten wir als erſte Gleichung 
a+ 5 +0= — 3 Ferner ſollen für x— bie erſten 


Oifferntiaiquotienten dieſer Functionen gleich ſein; dies 
gibt als zweite Gleichung e Und endlich ſollen 
die zweiten Differentialquotienten dieſer Functionen gleich ſein 
für = 2. Daraus geht ald dritte Gleichung hervor 
2-7. Beſtimmen wir durch dieſe drei Glei⸗ 
chungen hi De von a, b und e, fo erhalten wir 
2 . 
= — says 3. und ale 777 5 Die gefuchte 
beftimmte Gleichung der Parabel ift alfo 
2 1 _„_4_ 
v7 tr“ 375" 
Vermöge diefer Gleichung bat die Drdinate der Parabel 
im Punkte a, wo x== o, den Werth Is ; im Punkte b, 


wo sn, den — — wie die Ordinate des Kreiſes; 
im Punkte g, wo x=— u. ‚bat die Ordinate ihren größten 


, und die Linie kdh ftellt die 





Werth, und ift gleich * — 
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gefuchte Parabel vor. Wenn alfo die im Punkte d vor- 
bandene momentane Befchleunigung ded Wachfend der Dr: 
dinaten des Kreifes zur Ausführung käme, fo würden Diele 
Drdinaten fo wachfen wie die Ordinaten der Parabel kdh. 

Es wird nicht überflüffig fein, auch noch für andere 
räumliche Elemente ein Beifpiel der Conftruction der mo⸗ 
mentanen VBeichleunigung des Wachfend zu geben. Die 
veränderlichen räumlichen Elemente mögen fein eine gerade 
Linie als Abſciſſe und der durch fenfrechte Parallelcoordi⸗ 
naten erzeugte Flächenraum. Eine conftante Befchleunigung 
des Wachſens der Fläche findet für diefe Coorbinaten nur 
ftatt, wenn die flächenerzeugenden Ordinaten die Ordinaten 
einer geraden Linie find (fiehe $. 108), oder in einem Pa- 
ralleltrapez, deſſen parallele Seiten die Ordinaten, und 
deffen ungleichlaufende Seiten die Abſciſſe und die durch 
die Drdinaten vorgefchriebene gerade Linie find. Die Größe 
der conftanten Beſchleunigung des Wachſens der Fläche 
hängt nur von der Neigung der geraden Linie gegen bie 
Abſciſſe ab. Da der conftante zweite Differenzquotient der 
Fläche nichts weiter ift als der Unterfchied der Zunahmen 
der Fläche bei zwei Zunahmen der Abfciffe im Werthe 
von 1, fo fieht man, daß der Zahlenwerth biefes zweiten 
Differenzquotienten zufammenfällt mit dem Zahlenwerth, 
um welchen die Ordinate der geraden Linie wächft, wenn 
die Abfeiffe um die Zahl 1 wächſt. 

Bei jeder krummen Linie findet eine veränderliche Be⸗ 
fchleunigung des Wachſens der zwifchen ihren Drdinaten 
enthaltenen Fläche flatt, und ed fragt fih, wie man das-· 
jenige Paralleltrapez conftruirt, deſſen conſtante Beſchleu⸗ 
nigung ded Wachſens feiner Fläche mit der montentanen 
der Eurvenfläche zufammenfält. Wir wiſſen ($. 49), daß 
der erſte Differentialquotient derjenigen Function ber Abfciffe, . 
welche die Curvenfläche ausdrüdt, identifch ift mit ber 
Function der Abfciffe, welche die Drdinate der Curve an- 
gibt. Mithin wird der erſte Differentialquotient der die 
Drdinate ausbrüdenden Function zugleich der zweite Dif- 
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ferentialquotient der die Curvenfläche ausdrũckenden Function 
ſein. Der für einen beliebigen Curvenpunkt berechnete erſte 
Differentialquotient der Ordinate gibt aber bekauntlich an, 
um wie viel die Ordinate der Zangente diefes Punktes 
wächft, wenn die Abſciſſe um die Zahl 1 wächſt. Da nun, 
wie vorher bemerkt, Diefe Zunahme der Ordinate einer gera- 
den Linie zufammenfällt mit dem conflanten zweiten Dif- 
ferenzquotienten der von den Ordinaten diefer geraden Linie 
befchriebenen Fläche, fo fiehbt man, daß die Tangente eines 
Curvenpunktes mit der Abfeifie und den Drbinaten das⸗ 
jenige Paralleltrapez bildet, in deſſen lache bie in dieſem 
Curvenpunkte vorhandene momentane Befchleunigung des 
Wachſens der Eurvenflähe zur Ausführung kommt oder 
conftant if. Für Die Kreisfläche Fig. 57 wird alfo das 
Paralleltrapez dbco bie im Punkte d vorhandene momen- 
tane Beichleunigung des Wachſens der Curvenfläche ange 
ben, d. b. der für den Punkt d berechnete zweite Differen- 
tialquotient der die Kreisfläche ausdrückenden Function gibt 
an, um wie viel jede folgende Zunahme der Fläche Diefes 
Paralleitrapezes größer ift als die vorhergehende, wenn bie 
Abſeiſſe zweimal um die Zahl 1 wächfl. Man überficht in 
diefer Eonftruction recht bequem, wie die momentane E&tärfe 
des Wachſens mit der Belchleunigung des Wachſfens 
verbimden if. Käme nämlich nur bie im Punkte d vor 
bandene momentane Stärke des Wachſens der Kreisfläche 
zur Ausführung, fo würde bei wachfender Abſtiſſe Die 
Kreisfläche wachfen wie das Parallelogramm dbep; Bänte 
aber bei derſelben momentanen Stärke des Wachſens auch 
die momentane Beichleunigung des Wachſens der Kreis⸗ 
fläche zur Ausführung, fo würde fie wachſen wie das durch 
die Größe der Ordinate und die Neigung der Tangente 
vorgefchriebene Paralleltrapez. 

Wir halten, um für andere in Bezug auf Flächen 
verfuchte räumlihe Deutungen ber höheren Differentiaf- 
quotienten einen Raum zu laſſen, es nicht für undienlidh, 
noch ausdrücklich auf die Verſehen hinzuweiſen, buch welche 
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es veranlaßt worden iſt, daB man bei dieſen Verſuchen auf 
falſche Fahrten und als Yolge davon ſchon bei den erften 
Schritten Ins Stocken gerathen iſt. Zuerſt ift es, auch 
ganz abgefehen von dem Differentialquotienten, als eine 
wenn auch für gewöhnlich unfchäbfiche fo doch ungenaue 
Ausdrucksweiſe zu bezeichnen, wern man fagt: Der in 
Duadraten ausgedrüdte Flächeninhalt eines rechtwinkligen 
Parallelogramms bivibirt burch den Zahlenwerth der Einen 
Seite des Paralllograntms gibt Die andere Seite des 
Parallelogramms. Es ift zwar wahr, daß biefer Duo 
tient mit dem Zahlenwerfh der andern Seite des Parallelo- 
gramms zufammenfällt; aber wenn ich einen Flächeninhalt, 
alfo eine Anzahl von Quadratfußen oder andern Flächen⸗ 
einheiten durch irgend eine Zahl dividire, fo erhalte ich Doch 
nothwendig wieder eine Anzahl Quadratfuße als Quotient 
und Feine Linie. Man follte alfo eigentlich fagen: ber in 
Duadraten ansgedrüdte Klächeninhalt eined rechtwinkligen 
VParallelogramms dividirt Burch den Zahlenwerth der Einen 
Seite des Parallelogramms gibt den Flächeninhalt eines 
von Der andern Seite des Parallelogramms unb von einer 
Seite 1 als Nachbarfeiten gebildeten Parallelogramme. 
Wenn man num auf die eben berügfe ungenaue Ausbruds« 
weite fußend fagt, der erfte Differentialquotient der bie 
Bäche ausbrüdenden Function der Abſtiſſe wird bargeftellt 
durch die Ordinate, fo ift man auf biefe Weife fchon beim 
erſten Differentialquotienten aus ber Rläche heraus, in die 
man. denn natürlich bei den folgenden Differentialquotienten 
nie wieber bineinfommt. Dan muß ſich übrigens in ber 
That die Bedeutung des erſten Differentialguotienten über- 
haupt niemals Mar gebacht und mit Haren Worten ausge⸗ 
ſprochen haben, um bie Ordinate für ben Repräfentanten 
des erflen Differentialguotienten ber Fläche ausgeben zu 
konnen. In $. 36 iſt der allgemeine Sinn des erften 
Differentialguotienten fo ausgeſprochen: „Der erſte Diffe 
rentialquotlent gibt an die Zahl ber Einheiten, um welche 
bie. abhängig Weränberliche warhfen würde bei einer Zu⸗ 
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nahme der willfürlich Veränderlichen —1, wenn die vor 
handene Starke des Wachſens unverändert bliebe. Wenn 
nun gegen diefe Erflärung wol Niemand etwas einzumen- 
den haben wird, fo muß, wenn fie auf eine Fläche als ab- 
hängig Veränderliche übertragen wird, unmittelbar folgen, 
daß der erfte Differentialquotient der Curvenfläche das Pa- 
rallelogramm angibt, welche von der jedesmaligen Ordinate 
und einem glei 1 gefegten Abſtiſſenſtück ald Nachbarfeiten 
gebildet wird. Diefe geometrifche Bedeutung des erfien 
Differentialquotienten der Qurvenfläche ift feine beliebige 
neben andern Deutungen auch geftattefe, fondern die einzig 
mögliche wahre und reale, da fie aus der allgemeinen Be 
deutung ded erſten Differentialquotienten unausweichlich 
folgt. Daſſelbe gilt von dem ald Repräfentant des zwei⸗ 
ten Differentialquotienten dee Curvenflaͤche nachgewiefenen 
Flächenraum. Man braudht nur die oben ($. 110) gege 
bene allgemeine Erklaͤrung der Bedeutung des zweiten Dif- 
ferentialquotienten wörtlih und fireng auf den vorliegenben 
Tall anzuwenden, um fi) zu überzeugen, daß der raum- 
liche Repräfentant des Werthes des zweiten Differential- 
quotienten nichts Anderes fein kann, als der Unterfchied der 
Hlächenzunahmen des Paralleltrapezed. Wenn wir in dem 
Kreis Fig. 57 dem Radius einen folchen Zahlenwerth beifegen, 
daß die gleichen Linien be und ef den Zahlenwertb 1 ba- 
ben, und demgemäß die Gleichung bed Kreifes gebildet den⸗ 
ten, fo wird die die Ordinate ausbrüdende Function, als 
der erfle Differentialquotient der die Fläche angebenden 
Zunction betrachtet, für den Punkt d berechnet das Parallele- 
gramm dbei bezeichnen, und der zweite Differentialquo⸗ 
tient der Flaͤchenfunction nichts Anderes als das Parallelo- 
gramm gefr bezeichnen, in fofern angenonımen wirb, Daß 
die Linie el um dad Stück ge größer iſt als die Linie bd. 

Diefe Beifpiele von Gonftructionen ber momentanen 
Beichleunigung des Wachſens werben binreihen, um eine 
Einfiht in das MWefentliche dabei zu geftatten, und ISeben in 
den Stand zu ſetzen, diefe Gonftruction auch bei anbern 
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räumlichen Elementen auszuführen, und ſich, wenn es be⸗ 


liebte, die Beſchleunigung des Wachſens derſelben zu ver⸗ 


ſinnlichen. Wir wollen nur ſchließlich an dieſe Flächen⸗ 
conſtruction noch eine allgemeine Bemerkung anknüpfen. 
Sowie die Flächen der Figuren bekanntlich faſt immer ge⸗ 
braucht werden, um die Vorſtellung des beſtimmten Inte⸗ 
grals oder überhaupt des Integrals, als Summe von In⸗ 
crementen betrachtet, zu verdeutlichen (ſiehe 8. 58), ſo bie⸗ 
ten ſie auch ein gutes Mittel dar, den Begriff der Diffe⸗ 
rentialquotienten und den Begriff der ſtetig weränderlichen 
Stärke des Wachſens überhaupt zu erläutern. Aus dem 
Begriff einer fletigen Veraͤnderung der Stärke des Wach⸗ 
ſens folgerten wir fchon bei der Lehre vom erflen Differen- - 
tialquotienten, daß abſolut in Demfelben Moment, in welchem 
eine beftimmte Stärke des Wachſens eintritt, auch ſchon 
eine Veränderung diefer Stärle des Wachſens eintreten 
muß, weil mit der Weränderung nicht gewartet werden 
Tann bis zu . einem andern, wenn auch noch fo nahe lie 
genden Verflußpunft. | ber die Beſtimmtheit der 
Stärke des Wachſens mil einer Veränderung berfelben ver- 
bunden zu denken ift, fo daß nicht die Stärke des Wach⸗ 
ſens als eine beflimmte und zugleich als eine andere er- 
fheint, was ein vollfommen finnlofer Widerfpruch wäre, 
das war vielleicht früher nicht fo ganz klar, wird aber 
jetzt, wo wir die Veränderung der Stärke des Wachſens 
nach Art und Größe zu beflimmen gelernt haben, ganz 
deutlich fein. In der für Flächen ausgeführten Conftruction 
der momentanen Bechleunigung des Wachſens wird es 
ganz augenfällig, wie in demfelben ausdehnungslofen Ver: 
flußpunkt, in welchem eine beftimmte Stärke des Wachfens 
eintritt, auch ſchon eine beftimmte Größe der Veränderung 
der Stärke des Wachſens vorhanden fein Fann, weil die 
Stärke des Wachſens und die Beichleunigung des Wach⸗ 
fend eben zwei fo verfchiedene Begriffe find, ald ihre Re⸗ 
präfentanten, das Parallelogramm und das Paralleltrapez, 


verichtedene Figuren find, die unbeftpabe Ihre Verfchieden- 
Snell. I. 
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heit mit gemeinfchaftlicher Seite in demfelben Verfiußpuntt 
der willkürlich Veränderlichen zufammenfallen. Bon hieraus 
fält zugleich noch ein Licht auf Die gewöhnliche Vorſtellung 
vom Unendlichlleinen. Gemäß diefer Vorſtellung fol di 
Stärke des Wachſens als eine beftimmte Dadurch vorhan⸗ 
den fein, daß Zunahmen, Die zwar unendlichklein gemanst 
werben, bie aber dennoch etwas von Null Verſchiedenes 
bedeuten follen, durch ihr Werhältniß die Stärke des Wat; 
fend angeben. Wenn ed num mit diefen zwar umbeftimm: 
baren, aber doch nicht mit Nullen zufammenfallenden Be: 
then der unendlichfleinen Zunahmen dx unb dy emflid 
gemeint ift, und ihnen eine obiective Wahrheit und Wir: 
fichfeit beigelegt wirb, fo iſt eigentlich innerhalb Der unab- 
lichkleinen Zunahme dx die Stärke des Wachfens uner 
ändert gebacht, und der Begriff der flefigen Weränderumg 
in feiner Strenge aufgehoben. Die wahre dieſer Anfigt 
zu Grunde liegende Meinung kann nur fein, den flrenge 
ren Begriff der ftefigen Veränderung für einen Schein y 
erflären, und feinen Schwierigkeiten dadurch auszuweichen, 
daß man als das wahrhaft Reale der fletig verändalid 
genannten Größen eine unbeftimmbar große Anzahl von 
unbeftimmbar einen Zheilen oder Elementen betrat, 
die in fi Seine Veränderung zeigen. Eine Veraͤnde 
rung der Stärke des Wachfend kann unter biefen Un 
nahmen nur dadurch eintreten, daß mit einer folgenden 
zweiten unenblichfleinen Zunahme ber willkürlich Veraänder 
lichen eine andere Zunahme der abhängig Veraͤnderlichen 
verbunden ift ald mit ber erſten. &o fielen in ber That 
eine beftimmte Stärke des Wachſens und eine beſtimmte 
Sröße der Veränderung der Stärke des Wachfens nicht 
genau in Einen Verflußpunft zufammen, fonbern fie de 
hielten noch einen wenn auch unendlichkleinen Raum ſich 
auszuweichen. Wer fi nun aber überzeugt hat, daß ein 
beftinnmte Stärke des Wachſens und eine Befchleunigung 
des Wachfend wahrhaft in Einem Punkt zufammenfalln 
önnen, für den bezeichnet ber’ firenge Begriff der ftefigen 
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Veränderung eben das wahrhaft Objective und Reale, und 


die unendlichflein genannten Zunahmen erfcheinen als eine 
fubjective Form ber Vorſtellung. In der That verlieren 
die unendlich Meinen Zunahmen, die ald eine Art Atome 
die Größen conftituiren und als ein realer Begriff die 
Srundlage der Differentialrechnung bilden ſollen, - jeden 
ftarren abgefonderten Beſtand, und ſchmelzen in einen fte 
tigen Fluß der Veränderung zufammen. 


$. 114. 
Obgleich wir mit der Lehre vom zweiten Differential Das 


quotienten im WWefentlichen zu Ende find, fo haben wir doch“ 48 


bisher eines Begriffs noch nicht Erwähnung gethan, und 
feiner auch nicht bedurft, der gewöhnlich in dieſer Lehre 
eine Hauptrolle fpielt, häufig fogar ald der Weſentlichſte 
an die Spige derfelben geftellt wird, wie meinen den Be 
griff des Unendlichfleinen der zweiten Ordnung. Was um⸗ 
ter diefem Begriff gedacht werben muß, kann freilich, nach» 


‘dem die Lehre von der Starke und VBelchleunigung des 


Wachſens und von den Zunahmen und Unterfchieben der 
Zunahmen vorausgegangen iſt, Teicht vwerftändfich gemacht _ 
werben. Will man ihn aber ohne Vorausfegung der Kennt- 
niß der Eigenthümlichkeiten eines befchleunigten Wachſens 
als einen unmittelbar faßbaren Begriff definiren, fo kann 


man nichts Anderes fagen, als eine unenblichkleine Zahl 


der zweiten Ordnung ift eine folche, welche unendlich viel⸗ 
mal Peiner ift als eine fchlechtweg gefette unendlichfleine 
Zahl. So gefaßt ift Schwer einzufehen, warum man nicht 
Thon durch die unendlichkleine Zahl als folche jeden benf- 
baren Grab von Kleinheit follte ausbrüden und erreichen 
und fogar überfchreiten Fönnen, und wozu es noch ver- 
Thiedener Stufen oder Grabe des Unendlichkleinen bedarf, 
oder wodurch eine folche Annahme gerechtfertigt erfcheint, 

Schen wir auf die früher erflärten Eigenthümlichkei⸗ 
ten des befchleunigten Wachfend zurüd, fo willen wir, daß 

. 6 * 


Unendlich⸗ 
— an zweiten 
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bei conftanter Beſchleunigung des Wachſens die Unterfchiebe 
der Zunahmen der abhängig WVeränderlichen im quabdrati« 
fhen Verhältniß der Zunahme 1x der willkürlich Werän- 
derlihen abnehmen. Da nun jede ungleichförmige Befchlen- 
nigung des Wachfens fih um fo mehr einer conflanten 
nähert, je Peiner die Zunahmen 4x gefegt werben, fo 
folgt, daß überhaupt bei allen Functionen die Unterfchiebe 
der Zunahmen der abhängig Weränderlihen um fo mehr 
im quadratifhen Verhaͤltniß von 4x abnehmen, je Fleiner 
Ax gelegt wird. Je mehr fih nun /x dem Verſchwin⸗ 
den nähert, defto mehr wird offenbar (x) gegen 4x 
felbft verfchwindend Fein. Da nun, fobald nicht etwa bie 
Stärke oder die Beichleunigung des Wachſens unendlich 
groß ift, von welchem Kal, der nur in einzelnen Punkten 
eintreten fann, jeßt abgefehen werden foll, die Unterſchiede 
der Zunahmen der abhängig Veränderlichen, welche burd 
AAy vorgeftellt fein mögen, zu (x)? ein endliches an- 
gebbared Verhältnig behalten bei allen auch bis zu Null 
fortgefeßt gedachten Verkleinerungen von 4x, fo wird 
AAY gegm Ax und folglich aud) gegen /y immer mehr 
verfhwindend Hein werben bei fortgefeßter Verkleinerung 
. von 1x. Ie Heiner. alfo die Zunahmen der abhängig 
Veränderlichen werden, defto mehr werden die Unterfchiebe 
diefer Zunahmen verjchwindend Bein gegen die Größe Diefer 
Heinen Zunahmen ſelbſt. Und fowie die Zunahme der ab- 
hängig Weränderlichen über jede angebbare Grenze hinaus 
verkleinert gedacht werden Tann, fo Tann auch dad Ver⸗ 
haͤltniß von A4y zu Sy über jede angebbare Grenze 
hinaus verkleinert gedacht werden. Dies ift das einzig Ob⸗ 
jective und Zhatfächliche in Betreff der unendlichkleinen 
Größen der zweiten Ordnung. Und wenn man unter den 
unendlichleinen Größen der erften und zweiten Ordnung 
nichtö weiter verſteht als veränderliche Größen, von wel- 
chen, indem Beide ſich der Null nähern, die Eine in jedem 
beliebigen Verhältniß kleiner wird als die Andere, unb 
welche vor dem wirklichen Vebergang in Null relativ zu 
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einander alle denkbaren Größenverhältniffe factifh durch⸗ 


laufen, .fo ift gegen den Gebrauch dieſes Wortes nichts 
einzuwenden. . 

In ſofern man aber nach dem wirklichen Uebergang . 
zu dem Grenzwerth bed Differenzquotienten I diefen 
Grenzwertb noch als einen Quotienten von Zunahmen der 
veränderlichen Größen x und y betrachtet, Denen man, ob» 
gleih man fie unendlichklein nennt, noch eine Art von 
Dbjectivität ober Realität beilegt, jo wird dann natürlich 
der Unterichied zweier unendlichkleinen Zunahmen Zy.un- 
endlich vielmal kleiner als diefe Zunahmen ſelbſt. Wer ſich 
vor dem erſten Schritt nicht feheut, und unter dem ifolir- 
ten’ erften Differential dy, im Sinne einer unendlichkleinen 
Größe genommen, noch eine reale objeckive Größe denkt, 
und auch nad) dem Vebergang zum Grenzwerth des Diffe 
renzquotienten noch eine Art wirklicher Zunahmen der Ver⸗ 


‚anderlihen übrig zu behalten glaubt, der darf auch vor 


dem zweiten Schritt nicht zurüdbeben, und muß das zweite 
Differential d’y als eine Zahl betrachten, welche unendlich 
vielmal kleiner ift ald die unendlichkleine Zahl dy. Wir 
werden bald ſehen, dag er auch einen dritten Schritt thun 
muß, und Zahlenwerthe annehmen, welche unendlich vielmal 
Feiner find ald die Zahlenwerthe des zweiten Differentials, 
und fofort ohne Ende. Die Hauptfache bleibt, daß man 
diefe Verhältniffe durchaus nur als ſolche auffaßt, denen 
man fich Durch Verkleinerung der Zunahmen beliebig nähern 
fann, und dag man fi) dy immer fo weit verkleinert den⸗ 
ten Bann, daß d’y in feinem Verhältniß zu dy jede be 
liebige angebbare Grenze -der Kleinheit überfchreitet. In⸗ 
dem man aber diefe Grenze der Annäherung erreicht denkt, 
bat man überhaupt Feine Größen mehr, und folglich 
weber unendlichkleine Größen ber erften noch ber ‚zweiten 
Drdnung. Was man Durch Vebergang zur Grenze ber 
Annäherung wirklich erhält, find Ausdrüde für die Stärke . 
und die Beichleunigung des Wachſens. Man kann übri» 
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gens bier bemerken, daß nichts fo paradox und abenteuer⸗ 
lich klingt, was nicht irgendwo feine natürliche Eutſtehung 
und im Zuſammenhange mit derſelben ſeinen einfachen gu⸗ 
ten Sinn hat. 

Man glaube nur nicht, daß man dadurch etwas be- 
fonderd Deutlihes von der Bedeutung des zweiten Diffe, 
rentials und von der Durch daſſelbe ausgefprochenen Be- 
ſchleunigung des Wachfens gejagt bat, daß man es als 
ein UnendlichPleined der zweiten Ordnung bezeichnet, und 
diefe Definition an die Spige der Lehre vom zweiten Dif: 
ferentialquotienten ſtellt. In der Anwendung diefes Be— 
griffs wird man Häufig in große Dunkelheiten gerathen. 
So wird z. B. in den meiſten Fällen, wo man daß zweite 
Differential einer unbekannten Function direct beftimmen 
. will, dadurch, daB man es al6 Die unendlichkleine Zunahme 
einer unendlichfleinen Zunahme der abhängig Veränderlichen 
auffaßt, etwas fehr Unfaßbares und Nebulofed in die Be 
trachtung kommen, und das Unſichere, Wengflliche und 
Scheue, mit welchem eine ſolche Aufgabe angegriffen wird, 
kann fich ſelten verbergen. Allerdings ſteht leicht zu ber 
ſorgen, daß man ſo zarten und gebrechlichen Dingen wie 
die unendlichkleinen Größen ber zweiten Ordnung find, 
Gewalt anthue. Will man die Bedeutung bed tfolirten 
zweiten Differential8 mit verftändlichen Worten rund heraus« 
fagen, fo muß fie fo awsgefprochen werben, wie es $. III 
geſchehen iſt. Dabei iſt denn auch erfichtlich, da man Das. 
zweite Differential als eine maflive Größe ganz herzhaft 
anfaflen Tann, ohne gleich eine Beſchädigung zu fürchten. 

Es tft vorher gefagt worden, daß im Allgemeinen für 
alle Werthe der willfürlich Veränderlichen, bei welchen Der 
erfle und zweite Differenfialguotient einen endlichen Werth 
haben, durch fortgeſetzte Verkleinerung von 4x der Unter- 
fhied der Zunahmen der abhängig Veränderlichen relativ 
zu der Zunahme der abhängig Veränderlichen über jede an- 
gebbare Grenze hinaus verkleinert werden könne. Es ver⸗ 
dient bemerft zu werden, daB diefer Sag noch eine Aus⸗ 
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nahme erleidet in dem Falle, in welchem die Zunahmen 
4x gefeßt werden von einem Punkte aus, für weichen der 
erfte Differentialquotient gleich Null iſt, der zweite aber 
nicht. Denn in diefem al wird bei fortgefeßter Verklei⸗ 
nerung von Ix bie Wröße /y verſchwindend Flein gegen 
AIx; und da es fih mit Ay ebenfo verhält, fo können 
beide Größen, Sy und I’y, von der Art fein, daß ihr 
Verhäaͤltniß auch bei beliebiger Werfleinerung von /x ein 
beflimmtes Maß nicht überfchreiset, oder daB ihr veränder⸗ 
liches Verhaͤltniß fich einem feflen Grenzwerth nähert. 


$. 115. 


Mit dem Vorhergehenden iſt die allgemeine Lehre vom Ante ration de 
zweiten Diffenentialquotienten geichloflen, und wie wollen nur mein &68 ameiten 
noch kurz der durch die Einführung des zweiten Differen- 
fialquotienten bervortretenden neuen Regeln der Integration 
Erwähnung thun. Sowie in der Lehre vom erften Dif- . 
ferentialquofignten jeder neue Schritt der operativen Diffe: 
rentialrechnung und nee Bundamentelformela zur Integra⸗ 
tion lieferte, fo wird auch Durch die Lehre vom zweiten 
Differentialguotiesten eine Erweiterung der Integralrechnung 
gegeben fen, in fofern aus dee gegebenen Beichleunigung 
des Wachſens irgend einer Function diefe Function ſelbſt 
bergelaitet werden kann. Da indefien die Bildung Des 
zweiten Differenfialguotienten nur auf einer Wiederholung 
bed bei Bildung des erſten Differentialguotienten angewen⸗ 
deten Verfahrens beruht, fo iſt Har, daß in allen ben Fäl⸗ 

Ien, in welchen ber zweite Differentialquotient einer Function 
son x dur eine Function von x felbft und von x allein 
ausgebrücdt erfcheint, die Darftellung der urfprünglicden 
Function aus ihrem zweiten Differentialquotienten nur auf 
eine Wiederholung des beim erflen Diffesentialquotienten 
angewendeten Verfahrens der Integration binauslaufen 
wird. Es fei z. B. die Zumtion — x? als der zweite 
Differentialguotient einer unbelannten Durch y vorgeftellten 
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Function von x gegeben durch die Se — 


Nimmt man ſtatt der Bezeichnung J des zweiten Di 


ferentialquotienten diejenige, welche unmittelbar die Bid 
holung der Dperation des Differentiirensd anzeigt, namlid 





dy y 
(7) Ten: 5 
Feel) fo bat man 1, = Betrachtet ma 





zuerft I ald die zu fuchende Function, fo erhält mas, 
ba der Differentialquotient derfelben — x? if, durch 9 
tegration' Ier-ı ‚ oder inbem man in gewoͤhnlihe 
Weiſe die Gleichung mit iſolirten Differentialen ſchrat 


—E x-?dx, bat man ¶ =/— x 2dı=r 
In der Gleichung Lex-ı ift nun y bie zu ſucherde 


Function, und man erhält, da x! bekanntlich der Diffen 
tialquotient des natürlichen Logarithmus von x iſt, y=lını 

Handelt e8 fi bei der Integration micht blos m 
den abftracten Zufammenhang von urfprünglichen und bus 
Differentiation ableitbaren Functionen, fondern folm di 
Geſetze der Abhängigkeit von Größen, deren zweiten Di 
ferentialquotienten man auf irgend eine Weiſe direct beftimmt 
bat, durch Integration gefunden werden, in welchen Bel 
die Frage nach der Webereinflimmung des Werthes ba & 
bängig Weränderlichen mit dem Werth der durch IJategir 
tion erhaltenen Formel entſteht, fo ift, da man zweiml 
eine Function zu integriven hat, auch zweimal bie Cm | 
ftante zu beflimmen. Es fei allgemein f(x) als der zent 
Differentialquotient einer abhängig Veranderlichen ) ggf 

dy 

ben durch die Gleichung er oder dx —is. Bi 
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det man daraus die Gleichung as?) —fx.dx und 


dx 
hängig Weränderliche erfiheint, um die Conſtante zu be- 


flimmen, den Werth willen, den ı für irgend einen ein- 


zelnen Werth von x annimmt. Die dadurch beſtimmte 
Conftante möge C heißen, und wir erhalten die Gleichung 
I- -fizäx+C, oder, wenn wir unter F(x) diejenige 
Zunction vorflellen, deren Differentialquotient f(x) iſt, die 
Gleichung SI-F(x)+C. Durch abermalige Integra- 
tion erhalten wir aus der Gleichung dy=—=F(x)dx +Cdx 
die Öleihung y= F(x)dx+Cx. Um für diefe Inte: 


gration die Conftante ‚zu beftimmen, müffen wir den Werth 
wiſſen, den y für irgend einen Werth von x annimmt. Stel 
len wir die durch Kenntniß diefed Werthes beftimmte Con- 


ftante durch Cj vor, fo haben wir y=/F(x) dx +Cx+C;j. 
Denn wir F(x) wieder dur f(x) ausbrüden, in: 
dem wir fizvix ftatt F(x) ſetzen, fo erhalten wir 


4y _ fxdx, fo muß man, da 3 zunächft als die ab» 


y-/ Yrzix)ax+ Cx+Cj als die aus der Gleichung 


2 

I- f(x) durch zweimalige Integration bervorgehende 
Gleichung. Wir ſehen alfo, dag man für irgend einen 
beliebigen Werth von x den zugehörigen Werth von I 
und ebenfo ‚für irgend einen Werth von x den zugehörigen 
Beth von y wiflen muß, um aus dem gegebenen zweiten 
Differentialquotienten einer abhängig Weränderlichen diefelbe 
vollftändig zu beftimmen. 
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@& Ay =] Wir+ ne = Yalsımar+a 


lm auf dieſe letzte Gleichung die Integration anwenden zu 
* Tönnen und Dadurch Die Gleichung zwifchen x und y berzuleiten, 
müffen wir fie in der Form ATHOLEC dy—=dx 
y)dy 
ſchreiben, wodurch eine Function der Veränderlichen y mit 
dem Differential diefer Veränderlichen multiplicirt erfcheint. 
Indem man auf der linken Seite der Gleichung auf gavöhn- 
liche Weiſe dad Integral als eine Function von y darſtellt, 
erhaͤlt man in der Gleichun Sara! —— 
ie u) aynayre) 





die gefuchte Gleichung zwifchen x und y. Um für die 


lebte Integration die Sonflante zu beflimmen, muß man 
den Werth willen, welchen die Veränderlihe x für irgend 
einen Werth von y annimmt. 

Wir wollen, um ben aufgeftellten. abſtracten Formeln 
etwas Leben einzuhauchen, dieſe Klaffe von Aufgaben nod 


durch ein angewandtes Beifpiel erläutern. Wir nehma 


an, ein frei beweglicher Körper habe im Punkt ce (Fig. 59 


- feine Sleihgewichtölage, und er werde, fobald er fich aus 
Diefer Lage entfernt Hat, in die Gleichgewichtslage zurüd: 
getrieben durch eine Kraft, welche um fo flärfer wirkt, jt 
größer die Ausweichung aus der Gleichgewichtslage iſt, 
welcher Fall z. B. ſtatthat, wenn in einem elaſtiſchen Me 
dium irgend ein Theil aus ſeiner Gleichgewichtslage, in 
welcher die abſtoßenden Kräfte nach allen Richtungen gleich 
find, berausgetreten ift. Unter der gemachten VBorausfegung 
muß der Körper eine in einer gerablinigten Bahn ab hie 
und bergebende Bewegung annehnen, weil er immer mi 
einer beflimmten Gefchwindigfeit in der Gleichgewichtslagt 
ankommt, und über biefelbe hinausſchreitet, bis Durch ti 
der. vorhandenen Gefchwindigkeit entgegenwirfende rei 
feine Geſchwindigkeit auf Null gebracht if, unb er mı 
mit zunehmender Gefchwindigfeit wieder der Gleichgewicht: 
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lage zueilt. Es fol der Ort berechnet werden, in welchem 
der oscillirende Körper ſich zu irgend einer Zeit befindet, 
wenn. man einen Zeitpunkt, in welchem fich der Körper in 

irgend einem beftimmten Punkt feiner Bahn fich befindet, 
als den Anfangspunft der Zeit ſetzt, d. h. ed fol die Glei⸗ 
hung zwifchen dem Raum s und der Zeit t bei dieſer 
oschhirenden Bewegung gefucht werden. Unter. dem zu 
fuhenden Raum s ift zu verftehen die jedesmalige Entfer- 
nung des Körperd von dem Punkt c-der Gleichgewichts- 
fage. Geben wir in den Punkt c den Nullpunkt des Rau- 
mes s, fo wird, wenn die Ausweichung nad b hin durch 
eine pofitive Zahl ausgedrüdt ift, die Ausweichung von c 
nach a bin durch eine negative Zahl ausgedrüdt werben 
müffen. Wir wiffen (f. $. AL), daß bei einer gerablinigten 
Bewegung der erfte Differentialquotient von Raum und 
Zeit die Gefchwindigkeit ausdrüdt, und daß der zweite 
Differentialquotient von Raum und Zeit Die Befchleunigung 
ber Bewegung, oder was hier bei der Bewegung eines 
Punktes, wo von Feiner Verfchiedenheit der Maſſe die Rebe 
ift, daſſelbe ift, die Kraft ausdrüdt. Da die Kraft im geraden 
Verhältnif mit der Ausweichung aus der Gleichgewichtslage, 
d. 5. im geraden Verhaͤltniß mit der Größe s wachen fol, 
fo wird der zweite Differenfialquotint von s und t im 
Allgemeinen durch die Function as+b, und da für so 
auch die Kraft gleich Null fein foll, kurzweg durch as aus⸗ 
zudrüden fein. Um über das Vorzeichen Son as zu enf- 
fcheiden, ift noch Folgendes zu bedenken. Die Geſchwin⸗ 
Digfeit wird überall durch eine poſitive oder negative Zahl 
ausgedrüdt, je nachdem die mit den Zunahmen ber Zeit 
verbundenen Zunahmen des Raumes durch pofitive oder 
negative Zahlen gegeben find. Es folgt daraus für unfern 
vorliegenden Fall, daB die Geſchwindigkeit des Körpers 
auf Dem ganzen Weg von a nad) b einen pofitiven, und 
auf dem Weg von b nach a einen negativen Zahlenwerth 
erhält. Der Ausdrud für die Kraft, ald der erfte Diffe- 
rentialquotient von Geſchwindigkeit und Zeit, hat überall 
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mit der Gefchwindigkeit gleiches Worzeichen, wenn die Ge⸗ 
ſchwindigkeit fich vergrößert, und entgegengefehted, wenn 
die Gefchwindigkeit abnimmt. In unferm Yale ift auf 
dem Weg von e na b die Geſchwindigkeit pofitiv und 
abnehmend, folglich die Kraft negativ zu feßen; auf dem 
Weg von b nach e ift die Gefchwindigkeit negativ und zu- 
nehmend, folglich die Kraft ebenfalls negativ. So lange 
fih alfo der Körper zwiſchen e und b befindet, d. h. fo 
lange s einen pofitiven Werth hat, ift der Ausdruck für 
die Kraft negativ. Auf dem Weg von c nad a iſt die 
Geſchwindigkeit negativ und abnehmend, folglich die. Kraft 
pofitiv; auf dem Weg von a nach o iſt die Geſchwindigkeit 
pofttiv und zunehmend, folglich die Kraft ebenfalls pofitiv. 
Zwifchen a und ec, d. 5. für jeden negativen Werth von 3 
ift die Kraft pofitiv. Da hiernach allgemein der Ausdruck 
der Kraft immer das entgegengefehte Vorzeichen von dem 
jedesmaligen Vorzeichen von 8 bat, fo erhatten wir als die 


unſerer Aufgabe entſprechende Gleichung Ze. Es 


iſt uns alſo bier der zweite Differentialquotient zweier Ver⸗ 
änderlichen s und t als Function der abhängig NWeränder: 
lichen s gegeben, und die Gleichung zwifchen s und t Tann 
auf dem Wege der im Vorhergehenden enthaltenen allge- 
meinen Auflöfung gefunden werden, Wir wollen, da es 
und nicht auf die größte Wllgemeinheit der Auflöfung an- 
fommt, um DR Integration zu vereinfachen, flatt a die 


D 





Zahl 1 fegen, und die Gleichung — — s oder 

a )= — s.dt auflöfen. et mit © Ir multi 
plicirt, entfteht die — — 2.4) —=—s.ds, und 
durch Integration cr Arco 1) __E Um die Sonftante 


zu beftinmen, müflen wir für irgend einen Werth von s 
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den zugehörigen Werth von 2 oder von der Geſchwin⸗ 


digkeit wiflen. Im Punkt a, als der größten Ausweichung - 
ans der Sleichgewichtslage, iſt bie Geſchwindigkeit gieich 
Null. Drüden wir nun bie Länge ac durch eine beliebige 
Zahl, 3. B. durch die Zahl 1 auß, ſo iſt für s — — 1 
die Geſchwindigkeit gleich Null. Wir erhalten alſo nach 
betannter (1. $. 74) Regel der Conftantenbeſtimmung 


+G )=-5-(-3) oder — vI-s Bir 


konnen die Conflante auch Bad beflimmen, daß wir 
für den Punkt der Gleihgewichtölage, wo s==o ift, und 
die Geſchwindigkeit ihren größten. Werth erreicht, der Ge⸗ 
ſchwindigkeit einen beliebigen Zahlenwertb beilegten. Da 
die aud der oben gemachten Annahme, Daß Die Ränge ac 


glich 1 fe, reſultirende Gleichung Dr yIi—» 
zeigt, Daß für. s==o bie Gethroindigteit gleich +1 wird, 
fo hatten wir aus der Gleichung 7 20* —R die⸗ 


ſelbe Gleichung wie vorher erhalten, wenn wir zum Zwecke 
der Conftantenbeftimmung die Annahme gemacht hätten, 


Daß *4 1 fei für so. Wir würden dann (nad) 

der allgemeinen für bie Gonftantenbeftimmung geltenden 
1 /ds\? » 1 

Zormel 5.7) SJ=-5+z(41’- 0, ode 

wie vorber A +yl-— 8’ erhalten haben. 

"Um nun die Gleichung zwifchen s und t zu finden, 
haben wir die legte Gleichung in der Form Fer rn dt 
zu fchreiben, und beiderfeitd Die Integrale zu nehmen. Be: 

Lo: ds 
kanntli .69 JS 
anntlich iſt (ſiehe 6. 62) S- Fi ser) nad Belieben gleich 
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Are (sin=x) oder gleich Arc (cos=x), jenachdem wir das 
pofifive oder negative Vorzeichen im Nenner nehmen. Beide 
Kunctionen müflen alfo der Aufgabe Genüge leiten. Rur 
wird es einer verfchiedenen Conſtantenbeſtimmung bebürfen, 
jenachdem bei beliebig angenommenen Anfangspunkt ber 
Zeit die eine ober die andere Function der Aufgabe genü- 
gen fol. Nehmen wir alfo zuerft den negativen Werth 
von yI—s’, fo erhalten wir aus ber Gleichung 
ds . ei . 
— — dt durch beiderfeitige Integration Arc(cos—s 
— ch ſeitige Integr ) 
—t, Die Zeit t möge gerechnet werden von dem Me 
ment, wo der Körper im Punkt a if, fo daß wir alfo für 
s——1 haben t=o. Mithin wird Arc (cos— 5) 
— Arc (cos—=—1)=t, oder Arc (css) — ni. 
Folglich iſt s — cos (t +”) oder s—=— cost. Hãtten 
wir den poſitiven Werth von yI—s* genommen, fo wär 
aus der Gleichung — dt zunächſt erhalten 
worden Are(sin=s)—=t. Nehmen wir den Anfang; 
punkt der Zeit wie vorher in dem Yugenblid, wo der Kir 
per in dem Punkt a ift, und haben wir alfo wieder t—=o 
für s=—1, fo erhalten wir durch Conftantenbeftinnmung 
Arc (sin. — 3) — Arc (sin — — 1)==t oder Arc (sin =s) 
— eu folglich s=sin (t+ =), oder = — osst, 
wie vorher. Hiermit haben wir die aus der urfprüngid 
gegebenen Gleichung I — — s abzuleitende Gleichung 


zwifchen Raum und Zeit, und fehen, daß unter den beiden 
Vorausfeungen, daß die größte Ausweichung Durch Die Zabl 
1 ausgebrüctt und der Anfangspunft der Zeit in dem ange 
gebenen Punkt genommen wird,. der Raum s oder Die Entfer 
nung aus der Gleichgewichtslage gegeben ift Durch den Cof 
nus des jebesmaligen Zahlenwerthes der Zeit, und zwar bie 
fen Gofinus mit dem entgegengefegten Zeihen genommen. 


s 
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Für einen andern Anfangspunkt der Zeit müßte na- 
türlid$ auch der Raum durch eine andere Function der Zeit 
ausgedrüdt erfcheinen. Setzen wir 3. B. den Anfangs⸗ 
punkt der Zeit'in den Augenblid, in welchem der Körper 
in der Gleichgewichtslage iſt, ſo haben.wir für t—=o auch 


s=o. An den aus der Gleichung IF —=dt ab: 


geleiteten beiden Gleichungen Arc(cos—=s)—=t und 
Arc(sin=s)—t wird natürlich nichts geändert. . Durch 
Conftantenbeftimmung erhält man aus denfelben die Gleichun⸗ 
gen Arc (cos—s) — Arc(cos=0) == t und Arc (sin=s) 
— Arc(sin=o)=t. In der Beflimmung so liegt aber in 
Betreff ded Anfangspunktes der Zeit eine Zweideutigkeit, in- 
dem diefer Anfangspunft in dem Moment genommen fein kann, 
wo s aus negativen Werthen in pofitive übergeht, ober in 
demjenigen, in welchem s aus pofitiven in negative Werthe 
: übergeht. Nehmen wir den erfien Fall an, fo wird, wenn 
wir in Arc(cos=s) und in Arc(sin=s) die Zahl 
s=o feßen, Are(om—0)— "7 und Arc(sm==0)==o, 
Die beiden obigen Gleichungen find alfo Arc(cos=s) 
TE 


LT und Arc(sin=s)==t, Aus beiden geht die- 


felbe Gleichung s==sint hervor. Nehmen wir den zweiten 
Fall, daß s den Nullwerth "hat bei feinem Uebergang aus 
pofitiven Werthen in negative, fo ift Arc(os=0)= 
und. Are(su=o)=n. Es entſtehen alfo "die Gleichun⸗ 
gen Are (eos ⸗?s) - — —t und .Arc(sin=s) — n==t. 


Aus beiden gebt die Gleichung s==— sint hervor. 


Snell. I. 7 
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Vom dritten und den folgenden Differentialquotienten. 


6. 115. 


Bahia Verãnderliche Größen, bei denen mit gleichen Zunahmen 
a, des der Einen ungleiche Unterſchiede der Zunahmen der Andern 


verbunden ſind, haben eine ungleichfoͤrmige Beſchleunigung 
oder Retardation Des Wachſens oder Abnehmens, und zwar 


muß, je nachdem diefe Unterfchiede der Zunahmen immer 


größer oder Heiner werden, eine zunehmende oder abneb: 
mende Befchleunigung des Wachſens ftattfinden. Die erſte 
hierbei fich darbietende Frage, wie man ben momentanen 
Groͤßenwerth einer veränderlichen Beſchleunigung des Wach⸗ 
fens berechnen Tann, ift bereits im dem vorhergehenden Ca⸗ 
pitel beantwortet. Dafelbft wurde die Ungleichheit Der Un- 
terfchtede der Zunahmen der abhängig Veränderlihen nur 
in fofern in Betracht gezogen, als aus derjelben der Be 
griff der flefigen Veränderung der Belchleunigung des 
Wachſens hergeleitet wurde, nicht aber in fofern, daß die 
Vergrößerung oder Verkleinerung ber Unterfchiede der Zu⸗ 
nahmen ihrem Werthe nad) ind Auge gefaßt und beſtimmt 
worden wäre. Es entiteht nun die neue Frage, wie man 
bei veränderlicher Beſchleunigung des Wachſens ben Grö- 
Benwerth dieſer Veränderung der Beſchleunigung bed Wach⸗ 
ſens beftimmen kann, oder wie man für dad Wachfen ober 
Abnehmen der Befchleunigung bes Wachſens ein beftimm- 
te8 Maß feitfegen, und vermittelft deſſelben bie Stärkg 
dieſes Wachfend oder Abnehmensd angeben und berechnen 
kann. Wir haben demgemäß jetzt auf Die Größenmwerthe, um 
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welche die Unterſchiebe der Zunahmen ber abhängig Werän- 
berlichen zu⸗ ober abnehmen, unfer Augenmer? zu richten, wo⸗ 
bei die willkürlich Veränderliche fortwährend wie früher ald 
durch lauter gleiche Incremenfe wachſend angenommen wird. 

‘ Eine beftimmte und deutliche Worftellung von ber 
Größe der Veränderung der Beichlamigung bed Wachſens 
können wir unmittelbar natürlich nur in dem Kalle haben, 
in welchem die Unterfchiede ber Zunahmen der abhängig 
Veränderfichen immer um gleich viel größer oder Peiner 
werden, oder in weichem die Größe der Veränderung ber 
Beichleunigung des Wachſens conſtant ifl, weil nur In Die 
fem Falle die Vergleichung der Zunahmen der willkürlich 
Veränderlihen mit den Zunahmen, welche die Unterfchiebe 
der Zunahmen der abhängig Veränderlichen annehmen, ein 

beflimmted Refültat liefern kann. So babe ich 3. B. von 
der Größe der Veränderung einer Befchleunigung bes Wach⸗ 
fens eine ganz beflimmte Vorſtellung, wenn tch weiß, daß 
mit gleichen Zunahmen der wilfürlih Veränderlichen im 
Werthe von 1 folhe Zunahmen der abhängig Veränder⸗ 
lichen verbunden find, daß die Unterfchiede derfelben immer 
um 3 größer werden. Das Wachſen derjenigen Grö⸗ 
Gen, bei welchen mit allen gleichen felbft beliebig kleinen 
Zumahmen der willtürlich Veränderlichen gleiche Zunahmen 
der Unterfchiede der Zunahmen der abhängig Veränderlichen 
verbunden find, nennen wir eine gleihmäßig wachſende 
Beſchleunigung des Wachſens. Da bei Groͤßen der Art 
mit gleichen Zunahmen der willfürlih Weränderlichen wie. 
ber gleiche Zunahmen verbunden find, nämlich gleiche Zus 
nahmen der Unterfehiede der Zunahmen der abhängig Veraͤn⸗ 
. derlichen, fo kann man dieſe Größen ald eine Urt gleichmäßig 
wachfender, und zwar als im britten Grad gleichmäßig wach: 
fende &rößen betrachten, und wir wollen fie aud) fo nen- 
nen, wieman entſprechend biejenigen, bei welchen die Zunah⸗ 
wen ber Zunahmen der abhängig Veränderlichen gleich find, 
gleihmäßig Wachfende im zweiten Grad, und endlich Dies 
ienigen, bei welchen die Zunahmen der abhängig Veränder- 

7° 
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ten gleich ſind / Die wir bisher gleifmäfig Wadhfente 
ſchlechthin genannt Haben, gleichmãßig Wachfende im erfien 
Grad nennen koͤnnte. 

Um ein Beiſpiel von Größen zu geben, bei welchen 
die Beichleunigung des Wachſens gleichmäßig wächſt oder 
welche gleichmäßig wachfend im dritten Grab find, fo fei 
Die abhängig Weränderlihe ausgedrädt durch die Function 


3*. Laſſen wir die Zahl x vom Nullwerth aus mehr⸗ 


mals um die Zahl 1 wachſen, ſo daß x der Reihe nach 
Die Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4, 5 annimmt, fo ſind die zu- 


gehörigen Werthe der Function 1 x” der Reihe nad) 


12 
1 8 27 64 12 . . 
Ba Eos mn m Ziehen wir jeden Werth ber 
Function von dem nachfolgenden ab, fo find die Refte 


7 19 37 6 
BR m— bie Zunahmen der Function. Die 


12 18 24 
uUnterſchiede dieſer Zunahmen ſind B'% ñ und von 


denſelben iſt jeder folgende um dieſelbe Zahl z größer als 


der vorhergehende. Um uns zu überzeugen, F bei dieſer 
Function allgemein mit beliebigen gleichen JZunahmen des x 
gleiche Zunahmen der lnterfchiede ber Zunahmen der 
Bunctionswerthe verbunden find, und um zugleich zu feben, 
auf weiche Weile die letztgenannten Zunahmen von ber 
Größe der Zumahmen des x abhängen, brauchen wir nur 
das x um eine allgemein ausgebrüdte Zunahme 1x wach: 
fend zu denken. Wir müflen aber dad x dreimal um bie 
Zunahme x wachfend annehmen, weil nur aus drei auf: 
einander folgenden Werthen der Zunahmen ber YZunction 
entnommen werden Fann, um wie biel der Cine Unter⸗ 
ſchied zweier Zunahmen der Function süße iſt als de 


Andere. Ertheilen wir alſo in der Function * x° der will 


= 
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kuͤrlich Veränderlichen der Reihe nach die Werthe x, (x+Ax), 
(<+21x), (x-+3Ix), fo find die zugehörigen Werthe der 
Function gegeben durch 1 x”, xt AIx)', +22), 


1 _ 
75 (2+34x)’, oder nad) Ausführung der vorgeſchriebe⸗ 


nen Potenzirung durch 
1 
w- + 12° "44 42) + * (4xy, 
1x Far dx+ Betaar 1m 


1 
rt 5“ "4x+7 x(42)+ u T (4x). 


Wird jeder Werth der Sunctin von dem darauffolgenden 
abgezogen, fo a wir in den Audrũcen 


3. 
7 Dt ae 


3 ®. ’ 
15* 24x4 15x(4x) +45 (4x), 


— x" Ax+ Ix(4x)+ 1542), 


die drei Zunahmen der Function. Die beiden Unterfchiebe 
dieſer aufrinanderfe genden Sunaheın find 


TErASP+ (AR) 
6 12 
per,’ (Ax). 


Von diefen Unterfchieden ift der folgende um (4x) 


größer als der vorhergehende. Wir ſehen alſo, daß bei 
Der vorliegenden Zunction für beliebige gleiche Zunahmen 
4x der willkürlich VBeränderlicden die Zunahmen ber Un- . 
terihiede der Zunahmen der abhängig Weränderlichen im: 
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lichen . gleich find, die wir biöher. gleichmäßig Wachſende 
ſchlechthin genannt Haben, gleichmäßig Wachfende im erflen 
Grad nennen önnte. 

Um ein Beilpiel von Größen zu geben, bei welchen 
die Befchleunigung des Wachſens gleichmäßig wächft oder 
weiche gleichmäßig wachſend im dritten Grab find, fo fa 
die abhangig Veränderliche ausgedrückt durch die Function 


143°. Laſſen wir Die Sahl x vom Nullwerth aus mehr 


mals um die Zahl 1 wachen, fo daß x der Reihe nad 
die Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4, 5 amimmt, fo find bie zu 


gehörigen Werthe der” Function I; der Reihe nah 


12 
1 8 27 64 125 . ® , 
a Du u nn m Ziehen wir jeden Werth der 


Function von dem nachfolgenden ab, fo find Die Reſtr 
7 29 37 6. . . 
BB TR die Zunahmen der Function. Die 


Be 2 18 24 
Unterſchiede dieſer Zunahmen ſind BU 5ñ und von 


denſelben iſt jeder folgende um dieſelbe Zahl 5 größer als 


der vorhergehende. Um uns zu überzeugen, daß bei dieſer 
Function allgemein mit beliebigen gleichen Zunahmen Des x 
gleiche Zunahmen der Unterfchiede der Zunahmen da 
Functionswerthe verbunden find, und um zugleich zu ſehen. 
auf welche Weile die letztgenannten Zunahme von da 
Größe der Zumahmen des x abhängen, brauchen wir nır 
dad x um eine allgemein ausgedrüdte Zunahme /x wach⸗ 
fend zu denken. Wir müfjen aber das x dreimal um die 
Zunahme x wachfend annehmen, weil nur aus brei auf: 
einander folgenden Werthen der Zunahmen ber Functien 
entnommen werden Tann, um wie viel der Eine Unter 
fchied zweier Zunahmen der Function größer iſt als de 


Andere. Ertheilen wir alfo in der Function * x” der wil: 


E 











Bom dritten und ben folgenden Differentialquotienten. 101 


Fürlich Veränderlichen ber Reihe nach Die Werthe x, (x+Ax), 
(x-+24x), (x-+34x), fo find die zugehörigen Werthe der 


. 1 1 ‚ 1 s 
Function gegeben durch 5x7, gl +40), 1g(x+242)", 
15 (x+3.42)°, oder na Ausführung der vorgeſchriebe⸗ 
nen Potenzirumg buch 

1 
BR” 

1,,3_ 3 1 

75* J— dx J Im 
1. 
BR*TT 15 
tg IX+ rar (Ar). 
Wird jeder Werth der Bunction von dem darauffolgenden 
abgezogen, fo erhalten wir in den Ausdrüden - 


3 _ 3 1 
7* u ee el 


241x442 1 x(4x)+ Hsam 


3 ®9 | 
75* 24x54 wen = (Ix), 

3 
2 


die drei Zunahmen ve Zunction. Die beiden Unterfchiede 
dieſer aufcinanderfe genden Sunaheen find 


* 6 11x +$ r 6 4xy 


"442 BæGy- 3 2 (4xy, 


ννα (AR). 


Von dieſen Unterſchieden iſt der folgende um —X 
größer als der vorhergehende. Wir ſehen alſo, daß bei 


‚Der vorliegenden Function für beliebige gleiche Zunahmen 


Ix der willfürlih Beränderlicden die Zunahmen der Un . 
terfchiede der Zunahmen der abhängig Weränderlichen im: 
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Wir wollen bei dieſer Betrachtung ber Reihen haupt⸗ 
ſaäͤchlich zwei Punkte ind Auge faſſen, namlich die Beſtim⸗ 
mung der Differenzen der Glieder der Reihe durch die ein⸗ 
zelnen Glieder der als gegeben betrachteten Reihe, und die 


Beſtimmung der Glieder der Reihe durch die als gegeben 


betrachteten Differenzen der Reihenglieder, und erörtern 
zunächſt den erſten der angegebenen Punkte. Indem wir 
jedes Glied der obigen Reihe von dem darauffolgenden ab⸗ 
ziehen, erhalten wir die Zunahmen der Function, welche 
fih in folgender Reihe darſtellen. 
Yı_Yor Ya"Yır Ya——Yar VIT Yar en Yn— Vn- 1- 
Dieſe Reihe der Zunahmen heißt die erſte Differenzen⸗ 
reihe. Indem wir ferner jede vorhergehende Zunahme von 
der folgenden abziehen, erhalten wir die Reihe der Unter⸗ 
ſchiede der Zunahmen der Function. Dieſelbe iſt folgende 
V. 25. ty y-2y, ty. Yı-2y,+tYr cn Yn 
— 2 Yo- + Yn-2, 
und beißt die zweite Differenzenreihe der wrfprünglichen 


Reihe. Um die dritte Differenzenreihe zu bilden, haben 


wir jedes Glied der zweiten Differenzenreihe von dem dar⸗ 

auffolgenden Glied abzuziehen. Nah Ausführung dieſer 

Subtraction und geböriger Zufammenziehung der gleich- 

artigen Theile, ftellen fich die Glieder der dritten Differen- 

zenreihe in folgender Form dar . 

Y5 —)y, +3y, —Yr Y* 35. + 3y—Yı ver Ya—dYya-ı 
Yn—2 — Yn-3- 

Daß die Glieder ber vierten Differenzenreihe, entſtan⸗ 
den durch Abziehung eines jeden Gliedes der dritten Dif 
ferenzenreihe von dem nachfolgenden, zufammengefeßt fein 
müffen nach Art der beiden folgenden Glieder 

y—4y; +9, — —4y, + Yo Yy—4y+6y,—Ay+yYı, 
davon kann man fi) durch wirklihe Ausführung der vor- 
gefchriebenen Subtraction leicht überzeugen. 

Betrachten wir die Glieder der. fucceffiven Differenzen 
reiben, fo jehen wir, daß zur Bildung eined Gliedes Der 
erften Differenzenreihe die Kenntnig von zwei Gliedern Der 
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urfprüngfichen Reihe vorausgefeht wird. Zur Bildung 
eines jeden Gliedes der zweiten Differenzenreihe braucht 
man drei Glieder der urfprüngfichen Rebe, und jo fort für 
jede folgende Differenzenreihe ein Glied mehr. Es frogt 
ſich nur noch, welches Gefe die Goefficienten der einzel- 
nen heile, aus Denen die Glieder der fucceffiven Diffe⸗ 
tenzenreihen zufammengefegt find, haben. Man überficht 
fogleih, daß die Eoefficienten der Theile, aus denen z. B. 
ein Glied der britten Differenzenreihe zufammengefeht iſt, 
mit den Binomialcoefficienten der dritten Potenz, und 
ebenfo die Coefficienten der einzelnen Theile eines beliebi⸗ 
gen Gliedes der vierten Differenzenreihe mit ben Bino- 
miafeoefficienten ‘der vierten Potenz zufammenfallen, und 
. Tann, ohne fich hierüber in einen weitläufigen Beweis ein. 
zulaflen, aus den vorliegenden Hallen und aus Dem. ganz 
conformen Bildungsgefeh der Glieder der folgenden Diffe- 
tenzenreiben, durch Induction den ficheren Schluß ziehen, 
daß Die Eoefficienten der einzelnen Beſtandtheile eines Glie⸗ 
de& irgend einer beliebigen Differenzenreihe mit den Bino- 
mialcoefficienten der entiprechenden Potenz zufammenfallen. 
Die Vorzeichen der Coefficienten wechſeln regelmäßig ab, . 
und. der erfte hat immer dad Vorzeichen +. Das An 
fangsglied einer jeden Differenzenreihe enthält als letzten 
Beffandtheil Dad Glied y, der urfprünglichen Reihe, und 
ein beliebiged Glied einer jeden Differenzenreibe fchließt mit 
demjenigen Glied der urfprünglichen Reihe, welches ihm 
in feiner Rangzahl entipricht. Nimmt man zu dem zuleßt 
Gefagten das vorher angegebene Gele ber . Eoefficienten 
binzu, fo liegt die Regel vollftändig vor, nach welcher aus 
den Gliedern der urfprünglichen Neihe jedes beliebige Glied 
einer jeden beliebigen Differenzenreihe bergeftellt werden 
fann. So z.B. würde für die oben aufgeſtellte urſprüng⸗ 
liche Reihe das Anfangsglied der fünften Differenzenreibe 
glei fein 

- y—sy,+ 10y,— 10,,+ 55. —y 
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und etwa das ſechſte Glied dieſer fünften Differenzen⸗ 


reihe gleich 
Vn —5y, + 10y,—10y, +5y,—y 

Sowie wir nun eine Regel gefunden Haben, nad 
welcher aus einer vom Anfangeglied am gerechneten Anzahl 
von Gliedern der urfprünglichen Reihe das Anfangsglieh 
jeder beliebigen Differenzenreihe fich darftellen läßt, fo kön⸗ 
nen wir auch leicht eine Regel finden, nad) welcher umge 
Eehrt aus den Anfangsgliedern der fucceffiven Differenzen 
reihen ein beliebiges Glied der urfprünglichen Reihe darge 
ftelt werden Tann. Um dies nachzuweiſen, müflen wir, 
da jeßt die Glieder der Differenzenreiten und insbeſondere 
ihre Anfangsglieder als das Gegebene betrachtet werben, 
dDiefelben nicht wie bisher Durch Zuſammenſetzung aus den 
Gliedern der urfprünglichen Reihe, fondern durch einfache 
Zeichen ausdrüden, wobei jedoch dieſe Bezeichnung fo zu 
bilden ift, daB aus derfelben ohne Weiteres entnommen 
werden kann, das wievielte Glied der wievielten Differen- 
zenreihe durch ein ſolches Zeichen vorgeftellt wird. _ Es 
mögen daher, wenn Dur y, Y, Y, Y; 4. ſ. w. die Glieder 
der urfprünglichen Reihe vorgeftellt werden, bie fucceffiven 
Glieder ber erften Differenzenreihe, als der Reihe der Zu- 
nahmen, audgebrüdt fein durch 

Ay, Ay Ay, Ay, .- ya 

Die Reihe der Unterfchiede dieſer Zunahmen, da fie 
nur wieder die erſte Differenzenreihe der Reihe der Zunah⸗ 
men ift, wird der eben angewandten Bezeichnung ent- 
fprechend auszudrüden fein durch 

JAy, ddy, Ady, Afy, 
wofür man zur Abkürzung fegt 
ey Py Sy, Ay. 

Nach demfelben Princip der Bezeichnung werben die 
vom Anfangsglied an gerechneten Glieder der dritten Dif⸗ 
ſerenzenreihe durch 
2, . MVy. 
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vorgeflellt werden müflen, und fo weiter für bie folgenden 
Differenzenreihen. 

Setzen wir nun die für die Anfangäglieder der fuccefe 
fiven Differenzenreihen angenommenen ‚Zeihen Sy, MyY. 
A’y, u. ſ. w. denjenigen Werthen glei, welche diefe An- 
fangsglieder haben, wenn fie auf die oben angegebene Art 
durch die Glieder der urfprünglichen Reihe ausgedrückt wer: 
den, fo erhalten wir folgende Gleichungen 

4 y=Yı-Y 

Py,=yn—-%, ty 

Dy=y—-y +3y—Y 

4y, 2 9. — Ay, + 6y, — Ay, +Yy 

Iy=y—5y +19, — 10, +5y, —y.. 

In diefen Gleichungen kommen außer dem Anfangsglieb 
fo viele Glieder der urfprünglichen Reihe vor, als die An- 
zahl der Differenzenreihen beträgt, deren Anfangöglieder 
man bat. Und da die Anzahl der Gleichungen ebenfo groß 
tft, fo überfieht man leicht, daß es möglich ift, jedes Glied 
der urfprünglichen Reihe Durch die Anfangöglieder der Dif- 
ferenzenreihen mit Einfchluß des Anfangsgliedes der urfprüng- 
lihen Reihe auszudrüden, fobald man nur die Anfangs- 
glieder der Differenzenreihen bid zu derjenigen Rangzahl 
bat, welche mit der Rangzahl des gefuchten Gliedes der 
urfprünglichen Reihe zufammenfält. Um das Gefeb dieſes 
Ausdrucks zu finden, brauchen wir nur dieſe Gleichungen 
fo aufzulöfen, daß die Glieder y, y, y, u. f. w. ber ur: 
fprünglichen Reihe ald die geiuchten Größen betrachtet wer⸗ 
den, wobei man von den einfacheren Gfeihungen zu den 
zufammtengefeßteren fortfchreitet, und die durch die erfteren 
Gleichungen erhaltenen Werthe in die folgenden Gleichun- 
gen fubſtituirt. Aus der erften Gleichung folgt 
y=4ytYy 
Aus der zweiten Gleichung erhalt man 
y=A2y,+2y—Y 
und wenn man in diefe Gleichung den aus der vorbergehen- 
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ben Gleichung zu entnehmenden Werth von y, einführt, 
fo bat man . 
y=f2y, 424y, V- 

Aus der dritten der obigen Gleichungen folgt zunächſt 


y=fy,+32—-3y+Y 

und indem man die foeben für y, und y, gefundenen Aus—⸗ 
drüde in dieſe Gleichung einführt, erhält man 

y, = 4Ay. * 34y. + 34y. ty. 
Ebenfo erhält man aus der vierten der obigen Gleichungen 
zunächft . 
V.AVY. TAMAy, - 6y, * Ay. - . 
und durch Benutzung der für y,, y, und y, gefundenen 
Ausdrüde 

yadfytasy+6fy+4Iy,+Yy. 

Es ift unnöthig, in der Bildung diefer Ausdrücke weiter 
zu gehen, weil die Regel berfelben fchon binlänglich über: 
ſichtlich hervortritt. Das vierte Glied y, der urfprünglichen 
Reihe 3. B. erfcheint als zufammengefeht aus dem An- 
fangöglied y, der urfprünglichen Reihe und den Anfangs: 
gliedern der vier erſten Differenzenreihen, und die Coeffi⸗ 
cienten diefer Beftandtheile find die Binomialcoefficienten 
der vierten Potenz, wenn man diefe Beftandtheile entweder 
fo anordnet, DaB man von dem Anfangsglied der vierten 
Differenzenreihe nach der Rangfolge abwärts geht, und mit 
y, fließt, oder fo, daß man mit y, anfangt und Die An- 
fangöglieder der Differenzenreihen nach ihrer Rangfolge 
aufwärts nimmt. Diefe Regel ift fo einfah, dab man fie 
ohne Weitered verallgemeinern und auf jebed Glied der 
urfprünglichen Reihe ausdehnen kann. Das nte Glied v, 
der Reihe y, Y, Y, u. f. w. u. |. w. würde, in fofern wir 
nur einige feiner erſten Beſtandtheile hinfchreiben, gegeben 
durch die Gleichung 


= Iy+7-I'y+ 
oder wenn wir mit y, anfangen, und die Enfongsatiehe 


um, 
1. 
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der Differenzenzeihen auffleigend nehmen, gegeben durch die 
Gleichung 
Y=y+-- L°' Yr+ 

Diefe zweite Kom ve Anordnung br Defandibeite 
des Werthes von yn komme weit öfter zur Anwendung als 
die erftere, weil die Reihen haufig von der Art find, daß die 
Glieder ihrer höheren Differenzenreiben entweder gleich Null 
find, oder doch fo Hein werden, daB man fie vernadhläffi- 
gen kann, und man in diefem Falle alfo nur bie Anfangs⸗ 
glieder der niebrigften Differenzenrdhen in den Ausdruck 
von yn aufzunehmen bat. 

Es verfteht fih von ſelbſt, daß man nach der eben 
aufgeftellten Hegel auch ein beliebiges Glied irgend einer 
Differenzenreihe duch dad Anfangsglied biefer. Differen: 
zenreihe und die Anfangöglieder der nächflfolgenden Dif— 
ferenzenreihen ausdrüden Tann, weil jede Differenzenreihe 
in Bezug auf die nachfolgenden Differenzenreifen als bie 
urfprüngliche Reihe betrachtet werden Tann. 

Endlich hat ed auch Feine Schwierigkeit, die Summe 
einer Anzahl von Gliedern der urfprünglichen Reihe durch 
dad Anfangsglied biefer Reihe und die Anfangsglieder der 
Differenzenreihen auszudrüden. Setzt man nämlich die aufein- 
anderfolgenden Glieder der urfprunglichen Reihe ihren Durch die 
Anfangöglieder der Differengenreihen ausgebrüdten Werthen 
gleich— und ſtellt man demgemäß folgende Gleichungen auf, 


+ = I Me he-2) , 


yYy 

Yı=Yy + Ay, 

y=yt2y ty, 
y=yTtr3f, + IP ytPy 


y=yt4y t+6Pfy+Afy,+ Sy, 
fo fieht man, daß die Summe aller auf der linken Seite der 
Gleichungen enthaltenen Werthe eben die Summe der Glie⸗ 
Der der uriprünglichen Reihe bis zum vierten Gliede aus⸗ 
macht, und daß diefelbe gleich fein muß der Summe aller 
auf der rechten Seite der Gleichungen enthaltenen Beftand- 


„rithmetifäe 
Reiben der ver» 

re iedenen Drbd« 
nu 
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theile. Bezeichnen wir die Summe der Glieder der urfprüng- 
lichen Reihe bis zum vierten Gliede durch Sy,, fo erhalten 
wir durch Addition auf der rechten Seite der Gleichungen, 
Sy=5y, +10, +102y,+51y,+4Y, 
Diele Summe ift aus ben Anfaugsgliedern der ur- 
fpringlichen Reihe unb der aufeinanderfolgenden Differen- 
zenreihen zufammengefegt, und die Goefficienten biefer nad) 


der Rangfolge der Heben genommenen Anfangsglieder 


find nichts Anderes ald die Binomialcoeffidenten, mit 
Ausſchluß des erſten Binomialcoefficienten 1, und zwar fo, 
daß bei der Summe der Glieder bis zum vierten die Bi⸗ 
nomialcoefficienten der fünften Potenz zu nehmen find, und 
in ähnlicher Weiſe für die. Summe einer jeden andern Au- 
zahl von Gliedern der Reihe. Die Summe der Glieder 
bis zum nten Glied, oder Syn, wird, wenn wir nur die 
erften Beftandtbeile berfeiben Hinfehreiben, gegeben fein durd 
die Gleichung 
(a+l)n _ 


Sn=a+Ddy+ tz 1 ED 


$. 117. . 

Diejenigen Reihen, bei welchen die Glieder irgend 
einer der ſucceſſiven Diffevenzenreihen fämmtlich) unter ein: 
anber gleich werden, und bei welchen mithin die folgenden 
Differenzenreihen verfehwinden, nennt man im Allgemeinen 
arithmetifche Reihen, und zwar beißen Reiben, bei Denen 
die Glieder der erften Differenzenreihe gleih find, arith- 
metifhe Reihen der etften Ordnung, und biejenigen, bei 
welchen die Glieder der zweiten, oder ber dritten u. f. w. 
Differenzenreihe gleich find, arithmetifche Reihen der zwei⸗ 
ten oder dritten Drbnnung u. f. w. Die Lehrſätze des vor: 
hergehenden Paragraphen, denen zu Folge ein beliebiges 
Stied einer Reihe ſowol als die Summe dee Slieder 
der Reihe durch die Anfangsglieder der urfprünglichen Reibe 
und der fucceffiven Bifferenzenreihen ausgebrüdt werden 
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kann, werben hauptſächlich wichtig und brauchbar durch 
ihre Anwendung auf die arithmetifchen Reihen der ver- 
fchiedenen Ordnungen, weil es bei dieſen Reiben nur eine 
beftimmte und beichränfte Anzahl von Differenzenreiben 
gibt, und folglich fowol Die Formel für ein ganz belie- 
biged- Glied der Reihe ald auch die allgemeine Summen» 
formel der Reihe fih als ein geſchloſſener Ausdrud 
mit einer beflimmten Anzahl von Beftandtheilen darſtel⸗ 
Ien wird. 

Wir wollen beifpielöweile an einigen aritbmetifchen 
Reihen diefe Berechnungen ausführen. Zur Herſtellung 
einer derartigen Reihe gelangt man am bequemften, wenn 
man eine Function vornimmt von foldher Beſchaffenheit, 
daß die mit gleichen Zunahmen der willfürlih Veränder⸗ 
lichen verbundenen Functionswerthe eine arithmefifche Reihe 
bilden. Wie man dieſe Functionen felbft zu bilden bat, 
dad wird fich in dem Folgenden bald zeigen. Jetzt neh⸗ 
men wir fie ald zufällig Gegebene. Die Function fei 
2x?+3. Geben wir dem x der Reihe nach die Werfhe 
0,1, 2,3, 4,5, 6, fo flellen die zugehörigen Functions· 
werthe folgende Reihe dar: 

35121355 D.... 
Die erfte Differenzenreihe derfelben ift. 
2 6 10 14 18 2. 

In der zweiten Differenzenreihe ift jedes Glied gleich 4, 
und folglich find die Glieder der folgenden Differenzenrei- 
ben ſämmtlich gleich Null zu fegen. Wenn wir die allge 
meine Formel des vorhergehenden Paragraphen für das 
nte Glied einer Reihe, nämlich die Formel 
D(n— I — he =o2 + 





Y=y+7AtT- 


auf unfere gegebene. Rebe anwenden oe, jo haben 
wir flatt y, bie Zahl 3, flatt Ay, die Zahl 2 und ftatt 
Py, die Zahl 4 zu feßen, und die Größen Sy, S’y, 
u. f. w. ſämmtlich gleich Null zu fegen, und das ſechſte 
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Glied, 3. B. in diefer Reihe wird gegeben fein durch die 
Gleichung 
Ä y=3+6.24+ 22.415. 


Bezeichnen wir das xte Glied unferer Reihe durch yr, 

fo werden wir die Gleichung | 
34 N u 
oder nach Potenzen von x geordnet 
Yı=3+ 2x’ 

haben. Daß wir bier die Function, von welcher wir ba 
Bildung der Reihe ausgegangen find, wieder erhalten, if 
nicht zu verwundern, weil der von ber willkürlich Veran⸗ 
derlichen erreichte Zahlenwerth x mit der Anzahl der Giie 
der der Reihe zufammenfallen muß, wenn man, wie wır 
gethan haben, die willfürlich Weränderliche von Null aus 
immer um den Zahlenwerth 1 wachfen läßf, und bezüglid 
auf diefe Zunahmen der willfürlich Veränderlihen Die Dif: 
ferenzenreihen und ihre Anfangsglieder beſtimmt. 


Wenden wir die Formel für die Summe der n erſter 
Glieder einer Reihe 


Syn=a+l)y,+773- Er IAyt 


auf unfere Neihe an, nd Serien * ſeue z. B. 
die Summe der Den zum fechften, fo erhalten mr 
17.6.5 
Sy=T. 3712. 2+757-.1=2808, 


welches Refultat durch wirkliche Addition der Glieder dr 
Rabe leicht zu beftätigen ift. 
Bilden wir noch eine Reihe durch die fucceffiven Berk 


der Function 3” Geben wir dem x der Reihe nady Wi 


—— Ay 





Zahlenwerthe 0 , > ‚ 3,3 , 7 u. ſ. w., ſo ſind die zugebi: | 
rigen Werthe der —— 
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Sum 
16’ 16’ 16' 16’ 16 ° 
Die Glieder der erken Differenzenreihe fi nd 
7 19 37 6 
1. 16’ 16° 16’ 16’ 
die Glieder der zweiten Differenzenreihe 
sn 1 a 
16’ 16’ 16° 16’ 
und endlih Die ſueder der dritten Differenzenreihe ſi fi nd 
conftant und gleich 1 Die allgemeinen Ausdräde y,, 
I, SPY Sy, baben in der vorliegenden Reihe die 
Bertge 0, ig, 46, 15. Sin beliebiges Glied der Reihe, 


3. B. daß fi bene, wird aljo gegeben durch die Gleichung 
71.66 7.656 _ 383 
Y=0+7. j6+17 SIT I2a SEE 
Zaflen wir noch in ber Function x’ die willfürlich Ver: 
änderliche vom Zahlenwerth — 4 aus dur) Zunahmen = 1 
wachfen, oder ertheilen wir dem x die Zahlenwerthe — 4, 
— 3, —2, —1, —0, +1, +2 u. ſ. w. fo find die zu- 
gehörigen Werthe der Function 
— 64, —27, —8,—10,+1,+8, +27 u. f.w. 
Die Zahlen 
+37,+19,+7,+1,+1, +7, +1 
bilden die erfte, die Zahlen 
— 18, — 12, — 6, 0, +6, +12 
die zweite, und endlich die Zahlen +6, +6 u. ſ. w. die 
conftante dritte Differenzenreibe. Da die Ausdrüde I 
Ay, PY, P’y, jet der Reihe nach die Werthe — 64, 
+ 37, — 18, +6 haben, fo wird 3. B. das fünfte * 
der vorliegenben Reihe, welches, wie man ſieht, gleich +1 
iſt, gegeben ſein durch die Bun 
5. * 3 


v=—-M+5. 97-7. 1547975 z6= +1. 
Snelt. U. . 20 
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Es mag noch bemerkt werden, daß man ein beliebige: 
Stied einer Reihe auch vermittelft der Summenformel fi: 
den kann, da ja ein Glied einer Reihe betrachtet werden 
“ Bann ald beftehend aus dem Anfangsglied der Reihe und 
der Summe aller Zunahmen, durch deren ‚Zufeßung jedes 
_ folgende Glied der Reihe aus den vorhergehenden entitan- 
den ift. . Diefe Zunahmen find aber nichts Anderes alö die 
Stieder der erften Differenzenreihe. Jedoch hat man, wenn 
man dad nfe Glied einer Reihe auf dieſem Wege berechnen 
will, natürlich in der erften Differenzenreihe nur die Summe 
der Glieder bis zum (n—I)ten Glied zu nehmen. Yürdie 
erfte Differeyzenreihe, als urfprüngliche Reihe betrachte, 
ftellt Ay, dad Anfangsgliee, und 4°y, dad Anfangsglie 
der erften Differenzenreihe u. f. w. vor. Nach der ale 
meinen Summenformel ift die Summe der Glieder did 
Reihe bid zum (n—I)ten Glied gleich Ä 

Ay + — Py+ le 2) 2) Pt 
Seht man zu diefer Summe der Sieber der erften Die 
tenzentelhe das Anfangsglied y, der urfprünglichen Rad 
hinzu, fo fällt dieſe Formel mit der für das nte Glied dr 
urfprünglichen Reihe gegebenen Formel zufammen. 

Hat man eine arithmetifche Reihe einer beliebigen Ort: 
nung nach frgend einer Regel gebildet, und man wil di 
Glieder einer- folhen Reihe betrachten ald die ſucceſſiven 
Werthe einer Function der willfürlich Weränderfichen x, I 
ift es nicht ſchwer eine Function von x zu finden, meld: 
dieſer Bedingung Genüge leiſtet. Freilich können vidt 
Functionen von der Beſchaffenheit fein, dag ihre mit gie: 
hen Zunahmen der willkürlich Weränderfichen verbunden 
fucceffiven Werthe die Glieder der vorgelegten Reihe liefern 
Die Form diefer Function hänge nämlich noch von zwä 
willfürlihen Unnahmen ab. Es muß erſtens feftgefckt 
werden, welchen Werth bie Kunttion haben ſoll für de 
Nullwerth von x, und zweitens, wie groß die gleichen Ju: 
nahmen von x genommen’ werden follen, um in ben zuge 
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hoͤrigen Functionswerthen Die Glieder der Reihe darzuſtel⸗ 
len. Bon den Functionen, welche der gegebenen Bedin- 
gung genügen, läßt fich diejenige am leichteften finden, 
welche für den Nullwerth des x das Anfangsglied der - 
Reihe gibt, und welche der Annahme entfpricht, daß die. 
Zunahmen von x gleich I gefegt find, weil in Diefem Kalle 
die für Das allgemeine Glied der Reihe aufgeftellte Formel 
unmittelbar die gefuchte Function darbiete. Denn unter 
Den eben gemachten Annahmen fällt ber von der willfür- 
lich Veränderlihen wachſend erreichte Zahlenwerth mit der 
Anzahl der Glieder der Reihe unmittelbar zufammen, und 
indem man mittelft der für das allgemeine Glied der Reihe 
geltenden Formel died allgemeine Glied ald Function der 
Anzahl der Glieder ausdrüdt, hat man bafielbe zugleich 
als Function des jedeömaligen Zahlenwerthes der willfür- 
lich Veränderlichen audgedrüdt. 
Es ſei 3. B. die folgende Reihe 
Ä 1 36 10 15 21 38 
gebilbet nach der Regel, daß jedes Glied der Reihe die 
Summe ift. von fo viel Gliedern der natürlichen Zahlen- 
reihe, als mit Einſchluß des Anfangögliedes die Rangzahl 
Diefed Gliedes angibt, fo daB z. B. dasjenige Glied, wel⸗ 
ches mit Einfluß des Anfangsgliedes das fünfte ift, Die 
Summe der Zahlen von 1 bis 5 enthält. Es ſoll die 
Function von x gefucht werden, Deren Werthe die Glieder 
Diefer Reihe darftellen in dem Kalle, DaB man das x im- 
mer um die Zahl 1 wachen laßt, und das Anfangsglied 
Der Reihe dem Functionswerth gleich ift für x=0. Wir 
haben mithin nur das allgemeine Glied der Reihe als 
Zunction der Anzahl ber Glieder der Reihe darzuftellen. 
Die erfle Differenzenreihe unferer gegebenen Reihe liefert 
Die Zahlen 2, 3, 4, 5, u. |. w. und die Glieder ber zwei⸗ 
ten Differenzenreihe find gleih 1. Die allgemeinen Aus⸗ 
drücke y,, Sy, Sy, erhalten alfo die Werthe 1, 2,1. 
Das xte Glied der Reihe, oder yx, ift mithin gleich 
. 8 * 
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oder nach Potenzen von x geordnet gleich 
3 x? 
- 1 + F x+ DE . 


Gibt man in diefer Function dem x der Reihe nad 
die Werthe O, 1, 2, 3 u. ſ. w., fo erhalt man die Glic: 
der der gegebenen Reihe ald die Werthe der Function. 

Die Glieder der Reihe 

—64, — 27, —8,—1,0, +1, +8Suf.w. - 
hatten wir oben erhalten ald die-Merthe der Function x’, 
in fofern wir das x vom Zablenwertb — 4 aus immer um 1 
wachfen ließen. Wir nehmen an, diefe Reihe wäre unmit: 
“ telbar vorgelegt, und man fuchte eine Function von x, 
deren Werthe diefe Reihe darflellen. Wenn wir nach der 
Allgemeinen Kormel dad xte Glied der Reihe daritellen, fo 
werden wir natürlich nicht die Function x”, fondern vie: 
mehr eine Function von x erhalten, deren Wertbe die 
Glieder diefer Reihe geben unter der Annahme, daß Das x 
vom Nullwerth aus immer um die Einheit wächſt. Die 
. allgemeinen Ausdrüde y,, Sy, PY,, Sy, baben für un- 
fere Reihe die Werthe — 64, +37, — 18, +6. . Das 
xte Glied der Neihe, yx, wird demnach gegeben fein durch 
die Gleichung 

— XX—I) x(x—1)(x—2 
y=—6442.7 0.184 992.6 


oder nach Potenzen von x geordnet Durch 
Yy=—-641 4 48x - 2’ +x). 

Die Werthe diefer Zunction liefern, wie man ſieht, die 
Glieder der gegebenen Reihe, wenn man dem x die Zah— 
lenwerthe O, 1,2, 3 u.f.w. beilegt. Wenn wir aber 
eine Function von x haben wollten, deren Werthe die 
Glieder unferer Reihe darftellen unter der Annahme, Daf 
Das x vom Zahlenwerth — aus um Zunahme — 1 
wächſt, .fo ift Diefelbe feicht aus der gefundenen Yunction 
berzuleiten. Denn man fucht eine Function von x, welde 
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mit der gegebenen Function gleichen Werth hat, ſobald der 
Zahlenwerth das x in der geſuchten Function um 4 klei⸗ 
ner ift als der Zahlenwerth des x in der gegebenen Function. 
Setzt man alſo in die gegebene Function ſtatt x überall 
4+x, fo erhält man eine Function von x, welche der 
“am die gefuchte Zunction geftellten Forderung genügt. Mir 
feßen alfo 
yx=—64+48(4+x)—12(4+x)’+(4+x) 
und erhalten nach Ausführung der vorgefchriebenen Poten- 
zirungen 
0) Yx == x’ 
und Damit diejenige Function, von welcher wir oben bei 
der Bildung der gegebenen Reihe ausgegangen waren. 
Wenn wir noch für die Reihe 
ii: ana 3 
16’ 316' 16’ 16’ 16 ’ 
deren Glieder wir oben erhielten, indem wir in der Yunction 
> x’ Dad x vom Nullwertb aus um Zunahmen = — 
wachfen ließen, das xte Glied fuchen, fo erhalten wir, 


day, Ay. fy My, die Zahlenwerthe 0 6 6 


16’ 16' 16 
haben, | 
en 6. x(x—1l)(x—-2) 6 
y—0+x.06+"73- 6777793357,% 
oder nad Potenzen von x geordnet 
x’ 
Jx — 175 * 
Die Werthe dieſer Function liefern die Glieder der vorge— 
legten Reihe, wenn wir das x vom Nullwerth aus um die 
Zahl 1 wachſen laſſen. Wollten wir aber eine Function 
von x haben, welche für Zunahmen des x im Werthe von 


die Glieder unſerer Reihe liefert, ſo iſt die geſuchte 


Function von der Art, daß ſie für halb ſo große Werthe 
Der willkürlich Veränderlichen dieſelben Functionswerthe gibt 


xu unction 
der 9 — 


Manigung des 
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als die Function — Te Wenn wir demnach 2x flatt x in 
. 3 
Die gegebene Junction ſeten, fo erhalten wir in (EI 


ober in 3 x? die gefuchte Function. Man wird hieraus 


ohne Weiteres entnehmen Tönnen, wie man allerwärts zu 
verfahren bat, um eine Function zu finden, deren fuctelli- 
ven Werthe bei einer vorgefchriebenen Größe der Zunah: 
men der willfürlich Weränderlichen und einem vorgeſchrie⸗ 
benen Anfangswerth derfelben die Glieder irgend eingr vor: 
gelegten arithmetifchen Reihe liefern. 


6. 118. 


Nach diefer Darftellung einiger allgemeinen Eigenſchaften 
er er Reihen kehren wir zurüd zu den Größen, bei welchen 
bie Beſchleunigung des Wachſens eine gleichmäßig wad- 
fende if. Da bei Größen diefer Art mit gleichen Zunah⸗ 
men der willtürlih Veränderlichen folhe Zunahme de 
abhängig Weränderlichen verbunden fein follen, deren Un 
terichiede immer um gleichviel größer oder Pleiner werden 
(f. $. 115), fo bilden die fucceffiven Werthe der abhängig 
VBeränderlihen eine arithmetifche Reihe der dritten Or: 
nung. 8 fragt ſich alfo, duch was für eine Function 
der willkürlich Veränderlichen der Werth einer folchen Größ 
ausgebrüdt erfcheinen muß. Wir denken uns bie willfürlih 
Veränderliche vom Nullwerth aus wachſend burch laute 


gleiche Incremente im Werth von J Der Werth, den 


die abhängig Veränderliche hat für ben Nullwerth der wil- 
kürlich Weränderlichen, heiße y. Die Größe y, ift all 
das Anfangsglied der Reihe, welche durch die fucceffivn 
Werthe der abhängig Weränderlichen gebildet wird. De 
diefe Reihe eine arithmetifche Reihe der dritten Ordnung 
ift, fo enthält fie ein Anfangsglied ber erften, der zweite 
und ber dritten Differenzenreihe, und dieſe Anfangsglice 
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mögen durch Ay,, Sy, und A’y, vorgeftellt fein. Das 
nte Glied der Reihe, d. h. der Werth ber abhängig Veraͤn⸗ 
derlichen, welcher n Zunahmen der willlürlih Veränder⸗ 
lichen entfpricht, wird alfo gegeben fein durch die Formel 


y.+ 24,4 05 —]) Ay 4 „en, Ay, 


oder nach Potenzen von n, als ber Beränderlicpen in Dies 
fem Ausdruck, geordnet, durch 


y+ (4, — ——— Ar + Alın n?. 


Unfere Abſicht ift aber nicht, den "allgemeinen Bert 
der abhängig Veränderlichen ald Function der Zahln, d. 5. 
der Anzahl der Glieder einer Reihe zu haben, fondern viel- 
mehr als Function bes beliebigen Zahlenwerthes der will» 
fürlih Veränderlichen. Died Letztere ift aber mit Hülfe 
der gefundenen Function von n leicht zu erreichen. Denn 
da bis zum nten Gliede der Rebe n Zunahmen der will⸗ 


kürlich Veränderlichen im Werthe von 1 genommen ſind, 


ſo iſt der Zahlenwerth der willkürlich Veränderlichen, wel⸗ 
her dem aufgeſtellten Werth der abhängig Veraͤnderlichen 


zugehörig ift, gleich — Wenn wir nun in diefem Werth 


der abhängig Veränderlichen den zweiten Beſtandtheil mit 
m, ben dritten mit m? und den letzten mit m’ multipliciren 
und zugleich dividiren, fo nimmt er folgende Form an: 


— so) 
| ae) 
und die abhängig —* erſcheint durch eine Function 


des Zahlenwerthes — der willfürlih WBeränderlichen aus- 
gedrüdt. Wenn man abfieht von der Art, wie die Coef— 
ficienten der einzelnen Potenzen von — aus den Anfangs: 
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gliebern der fucceffiven Differenzenreihben zufammengefegt 
find, und nur beachtet, daß diefe Eoefficienten, fowie Die 
Größe y,, überhaupt conftante Zahlen vorftellen, während 


— die willkürlich Weränberliche ift, fo fieht man, daß jede 


Größe mit gleichmäßig wachſender Beichleunigung des Wach⸗ 

ſens gegeben iſt durch eine Function des Zahlenwerthes x 

ber willfürlih Veränderlihen von folgender Form 
arbx+cx’+dx’. 

Ehe wir an die Folgerungen gehen, welche aus diefer 
Allgemeinen Zunction gezogen werden können für Die im 
dritten Grad gleichmäßig wachfenden Größen, wollen wir, 
um nicht in dem Folgenden bei Betrachtung der in höhe⸗ 
ven Graden gleichmäßig wachlenden Größen auf Diefe nam- 
liche Art der Ableitung der allgemeinen Function zurüd- 
kommen zu müflen, bei Diefer Gelegenheit gleich mitbeitim- 
men, durch welche Zunctionen der willlürlih Veränder⸗ 
lichen der Werth der abhängig Veränderlihen ausgebrüdt 
erfcheinen muß, wenn die durch gleiche Zunahmen der wil- 
kürlich Weränderlichen entftehenden Werthe der. abhängig 
Veränderlihen eine aritbmetifche Reihe von einer höheren 
als der dritten Ordnung bilden. Es mögen die Werthe 
der abhängig Weränderlichen zuerft eine arithmetifche Reihe 
der vierten Ordnung bilden. Die willfürlih Veränderliche 
wachfe vom Nullwerth aus um Zunahmen im Werthe 


von 1 Das Anfangsglied der Reihe ſei wieder durch y, 


und die Anfangsglieder der vier erſten Differenzenreihen 
duch Ay, SPY SPY, Sy, vorgeſtellt. Das nte Glied 
der Reihe ift alsdann gleich 

1)(n—2 
— U ea 2 7e euD.n 


n(n—1l)(n—2)(n—3) „ 
+77 37.17" 


oder nach Potenzen von n geordnet, gleich 
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1. + — + Ze) a4 Ee- 

1 4 
+ a)" + En s. Io = nt. 
Diefer Ausdruck für das nte Glied der Reibe *  Functiont 
werthe ftellt denjenigen Werth der abhängig Veränderlichen 
vor, welcher dem Werth — ber willkürlich Veränderlichen 


zugehörig if. Wenn wir in diefem Ausdruck den zweiten 
Beitandtheil mit m, den dritten mit m’ u. f. w. multipli« 
ciren und dividiren, fo ftelt er fih dar als eine Function 


ded Zahlenwerthes — der willkürlich Veraͤnderiichen. 
Sehen wir dabei ab von der Art der Zuſammenſetzung der 


conſtanten Coefficienten der Potenzen von —, und ſtellen 


wir den beliebigen Zahlenwerth — Durch x vor, fo iſt eine 


im vierten Grad gleichmäßig wachſende abhängig Weränder- 
liche gegeben durch eine Function von der Form 
arbx+rcx+dx’-+ext, 

Auf diefelbe Art wird ſich beweilen laſſen, daß jede ab- 
bängig Veränderliche, deren durch gleiche Zunahmen der will⸗ 
Fürlich Weränderlichen entftehenden fucceffiven Werthe eine 
arithmetifche Reihe der fünften Ordnung bilden, dargeftellt 
wird durch eine Zunction von ber Form 

a+bx+tcx’+dx’+ex'+fx'. 

Allgemein wird eine abhängig NWeränderliche, deren 
fucceffiven Werthe eine arithmetiſche Reihe irgend einer . 
Drdnung bilden, durch eine endliche Potenzenreihe der will- 
kürlich Weränderlichen ausgedrückt erfcheinen, und zwar wird 
Die Rangzahl der höchften Potenz zufammenfallen mit der 
Rangzahl derjenigen Differenzenreihe, welche aus gleichen 
Gliedern befteht. Da nun eine abhängig Weränderliche, 
deren Werthe eine arithmetifche Keihe irgend einer: Ord⸗ 
nung bilden, ober bei welcher man zuleßt in einer höheren 
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Stufe auf Tauter gleihe Zunahmen der Functionswerthe 
geführt wird, immer durch eine endliche Potenzenreihe der 
willfürlich Weränderlichen ausgedrüdt wird, fo fieht man, 
daß nur eine folche Potenzenreihe' eine Größe darftellt, bei 
welcher das Geſetz des Wachſens zur Ruhe und zum Abſchluß 
gelangt, und welche ein über ihren ganzen Verlauf ſich gleich⸗ 
mäßig erſtreckendes unveränderliches Geſetz des Wachſens hat. 
Kehren wir zurück zu der eine jede gleichmäßig wach 
fende Beichleunigung des Wachſens ausdrüdenden allge 
meinen Function a+bx -+cx’+ dx’. De jede Function, 
deren Werthe eine arithmetifche Reihe der dritten Drbnung 
bilden, als befonderer Zal in diefer allgemeinen Function 
enthalten ift, fo fragt ed fich zunächſt, ob auch umgekehrt 
die Werthe diefer Function immer eine arithmetifche Reihe 
der dritten Ordnung bilden, fobald man dad x um beliebige 
gleiche Zunahmen wachen läßt. Es ift Mar, daß man, um 
hierüber zu entfcheiden, nur nöthig bat, den Zuwachs Der Un⸗ 
terfchiede der Zunahmen der Function allgemein auszudrüden. 
Zu dieſem allgemeinen Ausdeud gelangen wir aber, wenn 
wir die willkürlich Weränderliche Dreimal um Die Zunahme fx 
wachfen laffen, ober derfelben die vier Werthe x, + 4x, 
x-+24x, und x+34x beilegen, die zugehörigen Werte 
der Bunction berechnen, und Dann durch Abziehung erft die 
Zunahmen, dann die Unterfchiede ber Zunahmen, und zu- 
letzt den Zuwachs ber Unterfchiede der Zunahmen beflimmen. 
Als Refultat diefer etwas weitfchweifigen, übrigens aus Dem 
Vorbergehenden fchon geläufigen und deswegen bier nicht 
weiter auszuführenden Rechnung findet man, daß diefer Zu- 
wachs der Interfchiede der Zunahmen unferer Function 
gleich ift 6d(4x)ꝰ. Bezeichnen wir den Zuwachs Der Un⸗ 
terfchiede Der Zunahmen einer Function f(x) als die dritte 
Differenz ber Yunction duch IIIF(x) oder abgekürzt 
durch Sflx), fo Fönnen wir dad eben audgefprochene Re: 
fultat auch darftellen durch die analytifche Gleichung 
Alarbx+cx+dx’]=6d(/x)*. 
Da für daffelbe Ax der Zuwachs ber Unterfchiede Der Zu: 





“ 
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nahmen unferer Function conftant ift, fo fehen wir, daß 
diefelbe immer eine im britten Grab gleichmäßig wachiende 
Größe ausbrüdt. Zugleich fehen wir, daß diefer Zuwachs 
der Unterfchiede der Zunahmen, d. h. die Veränderung der 
Beichleunigung ded Wachſens, nur von dem Goefficient 
d abhängt, aber nicht von den Goefficienten a, b und c, und 
dag diefe Coefficienten ſich alfo nur beziehen können auf Die 
Stärke des Wachſens und die Befchleunigung des Wachſens 
der Function. Da der Zuwachs der Unterfchiede der Zunahmen 
oder die dritte Differenz unferer allgemeinen Function im cubi- 
chen Verhältniß von 4x ab» und zunimmt, fo werden wir, 
wenn wir diefe dritte Afferenz durch (7x)? dividiren, einen 
von dem zufälligen Größenwerth des 4x unabhängigen con- 
flanten Ausdrud erhalten, welches dient als Maß für Die 
conftante Stärfe des Wachſens, mit welcher die Beichleuni- 
gung des Wachſens unferer Function ſich verändert. 

Auf dieſelbe Weiſe, wie in $. 112 gezeigt worden if, 

aafx 





Daß die durch die Ausdrüde —— ( z und 4 


Deutete verſchiedene Yufeinanderfolge von Opmationen auf 
eine und diefelbe Function von x führt, läßt fich auch zei⸗ 
gen, daß man auf daſſelbe Refultat kommt, mag. man nun 
Die Function f(x) der durch den Ausdruck Er ange⸗ 
deuteten und in dem Vorhergehenden ausgeführten Folge 
von Operationen en, oder mag man von dem 


ange: 





= no einmal den Differenzquotient 





Differenzqu otienten 


und von dieſem —* den Differenzquotient nehmen. 
Da nun die durch die letztere Folge von Operationen er⸗ 
haltene Function von x offenbar der dritte Differenzquo⸗ 
tient von f(x) iſt, fo nennt man auch den Ausdruck 
er ‚». h. bie Zunahme bed Unterfchieds der Zunah⸗ 
men der Function dividirt durch die dritte Potenz ber Zu« 
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nahme des wilfürlich Weränderlichen, den dritten Differenz; 
quotienten: Nach dem Vorbergehenden iſt für alle im dit 
ten Grad gleichmäßig wachſende Größen der dritte Dife 


renzquofient conftant, und bie Gleichung a —a ff 
diefe Art von Größen ebenfo charakteriftifch, als es du 


Gleichung a —a für die gleihförmig befchleunigt wach 


fenden Größen, und die Gleichung FI -ı für die glad: 


mäßig wachlenden war. Seht man /x—=1, fo fallt ie 
conftante Werth ded dritten Differenzquotienten zufamme 
mit A2y, oder mit dem Zuwachs des Unterfchiebes der Je 
nahmen der abhangig Weränderlichen. Die WBedeutus 
welche der dritte Differenzquotient a für das Wachie 
der Größen y und x hat, läßt fi mithin am kürzeſios 
ausfprechen, wenn man, wie ed im gemeinen Leben k 
Bezeichnung jeder Art des Wachſens durchaus üblich iñ 
die willkürlich Weränderliche immer um die Zahl 1 mac 
fend denkt. Findet ſich alfo der britte Differenzquotur 
einer abhängig Veränberlichen glich a, fo heißt dies: Iı- 
Der folgende Unterfchied der Zunabmen der «t- 
bängig Veränderlihen ift um a größer als kt 
vorhergehende, wenn die willtürlih Werande 
liche mehrmals um bie Zahl 1 wächſt. 

Was die Artunterfchiede des Wachſens betrifft, we 
dadurch) eintreten, daB die Belchleunigung des Wachick 
veränderlich gefegt wird, fo fieht man ſogleich, daß ik: 
von den vier beim zweiten Differentialquotienten aufgeführ:“ 
Arten des Wachſens im zweiten Grad, nämlich bie % 
fhleunigung und Retardation des Wachſens und Ast 
mens, fowol eine wachjende als eine abnehmende fein kar- 
Sind z. B. die Zunahmen pofttiv und ebenfo Die Untz 
Ichiede der Zunahmen, d. h. bat man eine Beſchleunigu 
ded Wachſens im engeren Sinne, fo können Diefe Unz 
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fhiede der Zunahmen ſowol größer als Heiner werden. Im 
erfieren Zalle wird man eine zunehmende Befchleunigung 
des Wachfend haben, und der dritte Differenzquotient wird 
pofitiv fein; im zweiten Falle wird man eine abnehmende 
Beichleunigung des Wachſens und einen negativen dritten 
Differenzquotienten haben. Ferner find bei einer Retarba- 
tion des Wachſens die Zunahmen pofitiv und die Unter 
jhiede der Zunahmen negativ. Werden Diefe negativen Un: 
terfchiede immer Peiner, fo wird man diefe Veränderung 
als eine abnehmende Retardation des Wachſens zu bezeich- 
nen haben. Und da die negativen Unterfchiede der Zunah⸗ 
men nur durch den. Zufat einer poftfiven Größe Heiner 
werden können, fo wird man in diefem Kalle einen pofiti- 
ven dritten Differenzquotienten haben. Werden aber bei 
einer Retardation des Wachfend die negativen Unterſchiede 
der Zunahmen immer größer, fo wird dieſe Veränderung 
als eine zunehmende Retardation ded Wachſens zu bezeidh- 
nen, und ber dritte Differenzquotient negativ fein. Ebenfo 
wird die Befchleunigung des Abnehmens eine zunehmende 
oder abnehmende fein, jenachdem die negativen Unterfchiede 
der Zunahmen größer oder Meiner werden, 'd. b. jenachdem 
ber dritte Differenzquofient negativ oder pofitio wird. Und 
endlich wird die Hetardation des Abnehmens eine zuneh⸗ 
mende oder abnehmende fein, jenachdem die dabei flattfin- 
Jenden pofitiven Unterfchiede der Zunahmen größer oder 
einer werden, d. h. jenachdem der dritte Differenzquotient 
ofitio oder negativ ifl. 

Aus den Vorzeichen des erften und zweiten Diffe 
entialquotienten, und dem Vorzeichen des dritten Diffe 
enzquotienten läßt fi, wie man fieht, leicht beurteilen, 
selche von den acht verfchiedenen Arten des Wachſens im 
ritten Grad man vor fich bat. Allgemein wird jede von 
en vier durch die Vorzeichen des erſten und zweiten Dif- 
rentialquotienten angezeigten vier Arten des Wachſens im 
veiten Grad eine zunehmende fein, wenn ber dritte Dife 
renzquotient gleiches Vorzeichen mit dem zweiten Diffe 


128 Neuntes Gapitel. 


“der Figur 59. Vor dem Punkt e ift er alfo negativ um 
nachher pofitiv. Im Punkt e geht mithin die Curse aut 
Goncavität in Converifät über. (Wir wollen, beiläufig be 
merkt, die Begriffe der Converität und Concavitat nicht 
darnach beſtimmen, ob die Curve der Abſciſſe ihre erhaben 
ober ihre hohle Seite zukehrt, weil bei dieſer Beſtimmung 
dafjelbe Worzeichen des zweiten Differentialquotienten bald 
Sonverität bald Concavität anzeigt, jenachdem die Drdim- 
ten pofitio oder negativ find, fondern wir wollen übel, 
wo eine Retardation des Wachſens oder eine Beldhlanı 
gung des Abnehmens ftattfindet, d. 5. wo der zweite Dif 
“ ferentialquotient negativ ift, die Curve concav, und m 
derfelbe poſitiv ift, die Curve conver nennen, was man 
geometrifch dadurch bezeichnen Tann, daß man die Cum 
concav nennt, fobald man in ber Richtung des Wachſen 
der Ordinaten fortfchreitend auf die hohle Seite der Cm 
trifft, und conver, ſobald man in dieſer felben Richt 
auf der Ordinate fortichreitend auf die erhabene Geite du 
Curve trifft.) Um den erften Differentialquotienten unlar 


Function, welcher gleich gr-3r4 2 ift, in Bam 
auf den Wechſel feines Worzeichend zu unterfuchen, ſtha 
wir denfelben gleih Null. Aus der Gleihung geh 


2 
+20 folgen für x die beiden Werthe A 


und 44, Diefe beiden Werthe möge bie Me 


ſciſſe haben in den Punkten m und n der Fig. 59. Um 
wir in der Richtung bed Wachſens der Abfciffe fortiär: 
ten, fo ift der erfte Differentialquotient vor dem Yunft », 
in welhem er zum erſten Mal gleih Null wird, pol, 
und nach demfelben negafiv, und bleibt negativ, bis er in 
Punkt n zum zweiten Mal gleih Null wird, und ausw 
gativen Werthen wieder in pofitive übergeht. In da 
Punkten m, e und n treten alfo Die Wechfel der Vorzeicha 
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des erflen und zweiten Differentialquotienten ein, und durch 
diefe Punkte werben die vier Intervalle begrenzt, innerhalb 
welcher die möglichen vier Arten des Wachſens im dritten 
Grade flattfinden. Bis zum Punkt m ift der erſte Diffe 
tentialquotient pofttiv und der zweite negativ, es findet alfo 
Ketardation des Wachſens flatt; und da der dritte Diffe 
tenzquofient durchaus pofitiv ift, fo bat man bis zum 
Punkt m eine abnehmende Retardation des Wachſens. Zwi⸗ 
Then den Punkten m und e, wo der erſte und zweite Dif- 
ferentialquotient negativ ift, und alfo eine Beſchleunigung 
des Abnehmens ftattfindet, ift diefelbe vermöge des pofiti- 
ven dritten Differenzquotienten eine abnehmende. Auf die 
ſelbe Weile findet man durch Combination der Vorzeichen, 
daß zwiſchen e und n eine zunehmende Retardation des 
Abnehmens, und von n an eine zunehmende Beſchleunigung 
des Wachſens ftattfindet. 

Um die übrigen vier Arten des im dritten Grad gleich 
mäßigen Wachſens an ben Drdinaten einer Curye zu ver 
finnlichen, müflen wir eine Curve mit negafivem dritten 
Differenzquotienten ihrer Ordinaten nehmen. Die Gleichung 
der Curve fei 


y-3- 3x +2x’ — gi 


Um den Xauf der Curve durch einige Punkte annähernd zu 
beftimmen, fo geben wir der Abfcifie ag (Big. 60) in ben 
Punkten a, b, c,d,e,f, g der Reihe nach die Zahlen» 
wertbe —1,0, +1, +2, +3, +4, +5, md 
halten die dieſen Punkten zugehörigen Ordinaten gleich 
7, >, J, 1, J, J, — 5. Der dritte Differenzquo⸗ 
tient der vorliegenden Function iſt gleich —2. Der zweite 
‚Differentialgquotient derfelben ift gleich 4—2x, und wird 
gleich Null für x—=2, oder im Punkt d der Abſciſſe. Vor⸗ 
ber ift er pofitio und nachher negativ, und Die Curve geht 
im Punkt d aus Converität in Concavität über. Der erfte 
Differentialquotient, welcher gleich — 3 +4x 5 x” iſt, wird 
Snell. U. 
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gleich Null für zwei Werthe von x, nämlih für x—=2—1 
und für x«—=2-++1, oder in den Punkten e und e der Abſciſſe. 
Bis zum Punkte c ift er negativ, von e bis e pofitiv, 
und von e aus wieder negativ. Aus der Combinafion der 
Vorzeichen der beiden Differentialquotienten mit Den con- 
ftanten negativen Dritten Differenzquotienten wird man leicht 
entnehmen, Daß bis zum Punkte c eine abnehmende Retar: 
dation des Abnehmens, zwifchen c und d eine abnehmende 
Befchleunigung bed Wachfens, zwifchen d und e eine zu 
nehmende Retardation des Wachſens, und endlich von e 
aus eine zunehmende Befchleunigung des Abnehmens ftatt- 
findet. | 

Um zu überfehen, welche Gigenthümlichkeiten in Be 
treff des Wachſens allgemein einer jeden Curve, deren Dr: 
dinaten im dritten Grab gleichmäßig wachfen, beizulegen 
find, unterfuchen wir die allgemeine Gleichung 

y=a-+bx+ex’+dx”, 

Da man dem x immer einen fo großen pofitiven ober ne 
gativen Werth beilegen kann, daß das Glied dx’ die Summe 
aller übrigen Glieder übertrifft, fo folgt, Daß, wenn d pofitiv 
ift, bei wachfendem x die Curve zuleht in einen unendfichen 
Zweig mit pofitiven Ordinaten und bei abnehmendem x in 
einen unendlichen Zweig mit negativen Drdinaten auslaufen 
muß, und daß, wenn dnegatin iſt, Die Curve nach der Seite 
des Wachſens von x in einen unendlihen Zweig mit ne 
gativen Ordinaten, und nach der Seite des Abnehmen: 
von x in einen unendlichen Zweig mit pofitiven Orbinaten 
auslaufen muß. Der zweite Differentialguotient unfere 
Allgemeinen Zunction ift gleih 2T-+6dx. Wird derſelbe 
gleich Null gefeßt, fo bat das x in diefer Gleihung not 
wendig immer Einen reellen Werth, für welchen Werth 
von x zugleich der zweite Differentialquotient immer fein 
Vorzeichen wechſelt. Mithin hat bie Curve immer einen 
MWendungspunft, in welchen fie aus Gonverität in Cor: 
cavität. oder umgekehrt übergeht. Ob der zweite Diffe 
rentialquotient in diefem Punkt aus negativen in pofitix 
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oder umgekehrt aus pofitiven in negative Werthe übergeht, 
das hängt nur von dem Vorzeichen von d ab. Iſt d po» 
fitiv, fo bat der zweite Differentialquotient vor feinen Null⸗ 
werth negative und nach bemfelben pofitive Werthe, und 
die Curve geht, wie die in Big. 59 aus Concavität in 
Converität über. Iſt d negativ, ‘To geht aus denfelben 
Gründen Ar Curve aus Converität in Concavität über 
wie Fig. 60 

Der erſte Differentialquotient unſerer allgemeinen 
Function iſt b+2cx +3dx?. Bei pofitivem Werth def- 
jelben ift Die Ordinate im Wachen und bei negafivem im 
Abnehmen. Geht er mit Zeichenwechfel durch den Null- 
werth, fo geht die Ordinate aus dem Wachen ins Abneh⸗ 
men oder umgekehrt über. Setzen wir daher den erften 
Differentialquotienten gleich Null, fo bat die Gleichung 
b+2ex+3dx’=0 bekanntlich entweder zwei reelle Wur⸗ 
zeln oder gar Feine, d. 5. die Ordinate geht entweder an 
zwei Stellen aus dem Wachfen ind Abnehmen oder umge- 
kehrt über, wie bei den Curven Fig. 59 und 60, oder an 
gar Feiner Stelle. Um dieſen legteren Fall durch ein Bei⸗ 
fpiel zu erläutern, fo uchmen wir an, die Gleichung der 


Curve fei y=5x—2x° + — 7 Die biefer Gleichung ent: 


fprechende Curve hat ungefähr die Geſtalt der Linie afghi 
Fig. 61, wobei der Nullpunkt der Abſciſſe in a genommen 
ift, und die Incremente ab, be, ed, de ſämmtlich gleich 
1 geſetzt find. Der erfte Differentialquotient der gegebenen 
Zunction ift 5—Ax+x?. Die Gleichung 5—4x + x’—=0 
gibt Feine reellen Werthe von x; der erſte Differentialquo- 
tient iſt vielmehr für alle Werthe von x pofitiv, und bie 
Drdinate durchaus im Wachſen begriffen. Der zweite Dif- 
ferentialquotient 22 — 4 wird Null für x—=2, und Daher 
ift im Punkte g der Curve ein Wendungspunkt. Bis zum 
Punkte g haben die Ordinaten eine abnehmende Retardation 
des Wachſens und von da an eine zunehmende Beſchleu⸗ 
nigumg des Wachſens, und weitere Unteefgihe in der Art 
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des Wachſens treten nicht hervor. Es mag noch bemerkt 
werben, daß in dem Falle, in welchem man in der all 
gemeinen Function a+bx-Hex?+dx? die Coefficienten b 
und c gleih Null ſetzt, der erſte -Differentialquotient Jdx’ 
allerdings für nur Einen Werth von x gleich Null wird, 
nämlich für x—0, aber in dieſem Falle ohne Zeichenwechſel 
duch den Nullwerth bindurchgeht, und folglich aud die 
Drdinaten nicht aus dem Wachſen ind Abnehmen oder um: 
gekehrt übergehen koͤnnen, ſondern ſtets wachſend oder ab⸗ 
nehmend bleiben, wie z. B. die Ordinaten der Curve 


Fig. 56, welche nach der Gleichung al. con« 


4 
ſtruirt war. 

Nachdem wir geſehen haben, daß jedes gleichmäßige 
Wachſen oder Abnehmen der Beichleunigung oder Retar- 
dation des Wachſens oder Abnehmens der Parallelordinaten 
fih nach Art und Größe leicht conftruiren läßt, fo wolla 
wir noch kurz die Conſtruction der durch Parallelcvorbina: 
ten befchriebenen Flaͤchenräume betrachten, welche im britten 
Grad gleihmäßig wachſend find. Wir wiflen, DaB die 
durch Die Parallelordinaten einer geraden Linie befchriebenen 
Zlächenräume gleichmäßig wachlend im zweiten Grade fint. 
Es ift früher bei Gelegenheit der Betrachtung diefer Flächen: 
räume der Kürze wegen nur von gleichförmiger Befchlemt: 
gung oder Retardation des Wachſens die Rede geweſen. 
Um aber die vorliegende Unterfuhung vollftändig zu fü: 
ren, iſt es nöthig, fich über den Begriff der negative: 
Slächen zu verftändigen, und für ein Zunehmen dee Abfeife 
ein Abnehmen des durch Die Ordinate befchriebenen Flächen: 
raums nachzumeifen. Wenn wir aus ber Coorbdinaten: | 
gleichung einer Linie, 3. B. der graben Linie, durch Snte 
grafion die Gleichung für den von den Drdinaten diek« 
Linie befchriebenen Flaͤchenraum ableiten, ſo ſehen wir, bei 
diefe Gleichung nur in fofern allgemein gültig und auf den 
gefammten durch pofitive und negative Ordinaten befchri- 
benen Flãchenraum anwendbar ift, als man die durch ng 
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five Drdinaten befchriebenen Flächenſtücke als negafive Ber 
ſtandtheile der Fläche betrachtet. Mithin werden, fobald 
die Ordinaten negativ find, mit den Zunahmen der Abfciffe 
negative Zunahmen der Zläche, alfo ein Abnehmen ber 
Slähe, verbunden fein. Hiernach läßt fich auch die gleich 
fürmige Befchleunigung oder Retardation des Abnehmens 
ber Fläche an den von den Drdinaten einer graben Linie 
befchriebenen Flächen nathweifen. Sind die Drbinaten der 
geraden Linie im Abnehmen, wie in Figur 53, fo werden 
bei negativen Ordinaten Die negativen Flächenzunahmen 
immer um gleichviel größer, und es wird mithin eine gleich 
förmige Befrhleunigung des Abnehmens der Fläche flatt- 
finden. Sind aber die Drdinaten der graden Linie im 
Wachſen, fo werden bei negativen Drdinaten die negativen 
Slächenzunahmen immer um gleichviel einer, und ed wird 
alfo eine Retardation des Abnehmens der Fläche ftattfin- _ 
den. Wenn wir diefe Unterfchiebe, welche in’der Art des 
Wachſens der Kläche durch die pofitiven und negativen Dr- 
dinaten hervorgebracht werden, berüdfichtigen, fo wird es 
leicht fein, die acht verfchiedenen Arten des Wachfens, 
welche bei im dritten Grad gleichmäßig wachienden Größen 
vorkommen, auch an Flächen nachzumeifen. 

Eine Fläche, die bezüglich auf eine willkürlich Verän⸗ 
derliche x im driften Grad gleichmäßig wächft, ift im All⸗ 
gemeinen auszudrüden durch die Junction a+bx + ex’ +dx’. 
Sol die Fläche eine durch das Kortrüden der fenkrechten 
Parallelordinaten befchriebene fein, fo fällt bekanntlich der 
erfte Differentialyuotient der Flächenfunction mit derjenigen 
Sunction der Abſciſſe zufammen, welche die Ordinate der 
Curve ausdrüdt. Zolglich gibt die Function b+ 2cx + 3dx? 
Die Drdinate derjenigen Curve, deren Fläche eine im drit⸗ 
ten Grad gleichmäßig wachfende Größe if. Da nun die 
Zunction b+2cx+3dx? nur die Ordinate der gemeinen 
Parabel ausdrüdt, fo kann nur die von den Ordinaten 
Diefer Parabel befchriebene Fläche im dritten Grab gleich⸗ 
mäßig wachſend fein. Denken wir eine Parabel, welche, 
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wie die in Figur 62, fo gegen die Abſciſſe ab Liegt, das 
.. fie theils pofitive theild negative Drdinaten bat, und in 
deren Drbinatenausdrud b+2cx-+3dx? der Coeffitient 
d pofitiv ift, fo ift die Ordinate, d. h. der erſte Differen⸗ 
tialquotient ber die Parabelfläche ausdrüdenden Function 
von a bi6 ce pofitio, von c bis e negativ, und über e 
hinaus wieder pofitiv. Der erfle Differentialquotient der 
Drdinate, alfo der zweite Differetialquotient der Flaͤchen⸗ 
function ift bis d. negativ und dann pofitiv, und der dritte 
Differenzquotient der Klächenfunction iſt pofitio, weil da 
Coefficient d pofitiv angenommen if. Mithin zeigt die 
Fläche der Parabel zwifchen a und c bei poſitivem erſten, 
negafivem zweiten Differentialquotienten und pofitivem dritten 
- Differenzquotienten eine gleichmäßig abnehmende Retarbation 
bes Wachſens. Aus der Combination der in den einzelnen 
Intervallen flattfindenden Worzeichen der beiden Differen⸗ 
tialquotienten und bes dritten Differenzquotienten der Fläche 
wird man leicht herleiten, baß zwiſchen ce und d eine gleiqh⸗ 
mäßig abnehmende Befchleunigung des Abnehmens, zwi 
[hen d und e eine gleichmäßig wachiende Retardation dei 
Abnehmens, und von e an eine gleichmäßig wachiende Be⸗ 
fhleunigung des Wachſens der Fläche flattfindet. Iſt in 
dem Ausdrud b+2cx+3dx? der Drdinate Der Parabıl 
der Coefficient d negativ, und hat die Parabel theild po- 
fitive theild negative Ordinaten, wie die in Figur 63, ſo 
wird man aus denfelben Gründen wie vorher mit Leid 
tigkeit einfehen, daß von a bis c eine gleichmäßig abneh⸗ 
mende Retardation des Abnehmens, von c bis d em 
gleichmäßig abnehmende Beichleunigung des Wachfens, von 
d bis e eine zunehmende Retardation des Wachſens, und 
über e hinaus eine zunehmende Beichleunigung des Ab⸗ 
nehmens der Fläche ſtattfindet. Man fieht hieraus, daß 
fümmtliche acht verfchiedene Arten des Wachſens, welde 
die im dritten Grad gleichmäßig wachienden Größen haben 
Fönnen, an ber Kläche der Parabel zum Vorfchein Tommen, 
wenn man fie in ben beiden angegebenen Lagen gegen die 








Bom dritten und den folgenden Differentialquotienten. 135 


Abſciſſe betrachtet. Liegt die Parabel, für welche natürlich im- 
mer die dureh die Gleihung y=arbx+ex” vorgefhriebene _ 
Lage der Eoordinatenaren voraudgefeßt wird, fo gegen die 
Anfeiffe, daß fie nur pofitioe oder nur negative Drdinaten 
bat, fo geht der erſte Differentialquotient der Flaͤchenfunction 
entweder niemals durch den Nullwerth, und man erhält 
dann entiprechend dem Zall der cubilchen Parabel Figur 61, 
in welchem ber erſte Differentialguotient der Ordinate nie 
mals gleich Null wird, nur zwei Arten des Wachſens im 
dritten Grad, ober®der erfte Differentialquotient der Flächen: 
function geht, indem der Scheitel der Parabel die 
Abſciſſe berührt, zwar einmal durch den Nullwerth, aber 
ohne Zeichenwechfel, und man erhalt entfprechend dem Fall 
der cubiſchen Parabel in Figur 56 ebenfalld nur zwei Ar⸗ 
ten des Wachſens. 
. Daß man auf bemfelben Wege, auf welchen bier die 
im dritten Grad gleichmäßig wachſenden Ordinaten und. 
Slärhenräume conftruirt worden find, auch zur Conſtruction 
beliebiger anderer räumlichen Elemente, welche im dritten 
Grad gleichmäßig wachfen, gelangen kann, ift einleuch- 
tend, und es wird folglich immer möglich fein, aud in 
dem Zalle, in welchem die Veränderung der Befchleunigung 
des Wachſens nicht conftant ift, fondern nur einen momen- 
tanen Werth hat (weicher Werth, wie wir gleich‘ fehen 
werden, Durch den dritten Differentialquotienten gegeben 
wird), durch Gonftruction Darzuftellen, wie ein raumliches 
Element wachfen würde, wenn feine momentane Befchleu- 
nigung des Wachſens zur Ausführung käme. 


6. 120. 


Wir wiflen, daß bei einer Function von ber Form yon dem dritten 
ar+bx-+ex’+dx’ die durch gleiche Zunahmen der will: Ti inunuo 


kürlich Veraͤnderlichen entflehenden fucceffiven Functions⸗ 
werthe eine arithmetiſche Reihe der dritten Ordnung bilden, 
und daß dies nur allein bei dieſer Function ſtattfindet. 
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Sobald alſo eine abhängig Veräanderliche ausgedrüdt a: 
fcheint durch eine Function, welche von ber Form a+bı 
+cx’+ dx’ abweicht, fo ift man ficher, daß bie bei gie: 
hen. Zunahmen der willkürlich Weränderlichen eintretenden 
Unterfchiede der Zunahmen der abhängig Veränderlichen 
immer ungleihen Zuwachs erhalten werden. Cs folst 
Daraus, daß die dritte Differenz dividirt durch (A x), d.h. 
der dritte Differenzquotient der Function nicht mehr com 
flant fein Tann, und zwar, daß er erſtens auch für den 
felben Werth von 41x verfchieden ausfällen muß, jmd 
dem man den Zahlenwertb x der willfürlich Veränderlihen, 
von welchem aus man die gleichen Zunahmen 1x ſtt, 
nimmt, d. h. daß er eine Function von x fein muß, und 
daß er zweitens auch für denfelben Werth von x veriäi. 
den ausfallen muß, jenachbem man bie Zunahme x gr 
Ber oder Heiner nimmt, d. h. daß die dritte Differenz nift 
mehr im cubifhen Verhältniß von 4x wachfen und dir 
nehmen Tann. Wird bei gleichen Zunahmen Ax dad 
wachs der Unterfchiede der Zunahmen der Function imme 
größer, fo wird auch für denfelben Werth von x der dritt 
Differenzquotient nofhwendig mit Vergrößerung von fi 
vergrößert und mit Werkleinerung von 4x verkleint. 
Wird Hingegen bei gleichen Zunahmen 4x ber Zumal 
der Unterfchiebe der Zunahmen der Function immer Han, 
ſo wird für denfelben Werth von x ber duitte Diff 
quotient mit Vergrößerung von x nothwendig verkleinen, 
und mit Xerkleinerung von 4x vergrößert. Setzt un 
alfo von einem gewiſſen Werth des x aus gleiche Jun 
men I/x, fo kann der dadurch erhaltene dritte Diff 
quotient jedenfans nicht ald Maß der für dieſen Wat 
von x ftaftfindenden Veränderung der Befchleunigung di 
Wachſens dienen, da er mit dem zufälligen Werth SI 
felbft veränderlich ift. 

Zur Beftimmung der veränderlichen Stärke des Bad 
fend im dritten Grad führt und folgende Betrachtung. M 
mit allen auch noch fo Kleinen gleichen Zunahmen de! 
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immer ungleiche Zunahmen ber Unterfchiebe der Zunahmen 
der abhängig Weränderlichen verbunden find, fo kann diefe 
Letztere auch nicht in der kleinſten angebbaren Strede gleich: 
mäßig wachfend im dritten Grade fein. Mithin hat die 
Beichleunigung ded Wachſens eine fletig veränberliche 
Stärke des Wachſens. Die fletige Weränderung bringt «6 
aber mit ſich, daß Diele Stärke des Wachſens im dritten 
Grade nad jedem Uebergang von einem Größenzuftend zu 
änem andern alle denkbaren unzählig vielen Zwiſchenwerthe 
ihred Srößenzuftandes durchlaufen hat. Mithin nähert fich 
diefe veränderliche Stärke ded Wachſens um fo mehr einer 
eonftanten, je Fleiner man den Spielraum der Zunahmen 
von x febt. Wenn man alfo die abhängig Weränderliche 
innerhalb eined Fleinen Intervalls als eine im dritten Grade 
gleichmäßig Wachlende betrachtet, und den dritten Diffe⸗ 
renzquotienten, welchen man durch vom Anfangspunkte die⸗ 
ſes Intervalld aus gefeßte Zunahmen 1x. beftimmt, als 
Maß für die im Anfangspunfte dieſes Intervalls ftattfin- 
dende Stärke des Wachſens im dritten Grabe gelten laßt, 
fo wird der daraus hervorgehende Fehler ſicherlich um fo 
unbebeutender, je Pleiner man die Zunahmen 1x febt. Als 
Maß einer conflanten Stärke des Wachfend im dritten 
Grade hat aber der dritte Differenzquotient den Sinn, daß er 
angibt, um- wie viel jeder folgende Unterſchied der Zunah⸗ 
men größer ift al& der vorhergehende, wenn bie willkürlich 
Veränderliche mehrmals um die Zahl 1 wächſt. Dan bat 
mithin die Bedeutung des mit fortgefeßter Verfeinerung von 
Ax immer genauer werdenden Näherungswerthed ebenſo 
anzufehen. Obgleich nun der dritte Differenzquotient nie 
"mals den wahren Werth der momentanen Stärke des Wach: 
ſens im dritten Grabe angeben Tann, weil fich diefelbe auch 
innerhalb eines noch fo Fleinen Spielraumd der Zunahmen 
42x ſchon geändert bat, fo wird Doch, da der dritte Dif- 
ferenzquotient mit Verkleinerung von /x ſich einerfeits 
ohne Ende dem wahren Werth der momentanen Stärke 
des Wachſens, anderſeits einem beflimmten Grenzwerth 


— 
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nähert, in welchen er mit Annullirung Des Ax übergeht, 
diefer Grenzwerth des dritten Differenzquotienten der wahre 
Ausbrud der gefuchten momentanen Stärke Des Wachſens 
im dritten Grade fen, und zwar in demſelben Sinn, in 
welchem eine beflinmte Zahl eine conflante Stärke bei 
Wachſens im dritten Grabe ausbrüdt. 
Um ein möglichit einfaches Beifpiel von einem verän- 
derlichen dritten Differenzquotienten zu geben, nehmen wir 


die Function x Zaffen wir dad x dreimal um bie Zu: 


nahme 4x wachen, oder geben wir der willfürlich Ber: 
änderlichen die vier Werthe x, x<+AIx, x+2AIx m 
x+34I/x, berechnen die vier zugehörigen Functionswerthe, 
bilden durch Abziehung erft die Zunahmen, dann die Un 
terfchiede der Zunahmen und zulebt den Zuwachs der In 
terfchiede der Zunahmen, fo finden wir den Letzteren gleiih 
Ax(AxP”+6(Ix). Wir haben alfo 
14 x—Ax(Ax)+6(4%)) 

und beiderfeitd duch (1x)? dividirt 

plr 

(Ax)' 
Diefer dritte. Differenzquotient der Function $ x* nähe 
fih mit Verkleinerung von /x ohne Ende der Yundion 
Ax, und diefelbe tft alfo der Grenzwerth des dritten Dif: 
ferenzquotienten, und gibt an, wie die Befchleunigung dei 
Wachſens der Function gr bei jeden Werthe von x 


. wachfen würde, wenn fie ihre momentane Stärke des Wach⸗ 
fend beibebielte. Für x—=1 ; B. ift die momentan 
Stärke des Wachſens im dritten Grabe durch die Zahl 4 ge: 
geben, d. h. fie.ift fo groß, daß, wenn fie unverändert bliebe, 


jeder folgende Unterfchied der Zunahmen der Function re 





—=4x+64x. 





o 
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um 4 größer fein würde ald der vorhergehende, ſobald man 
die willfürlih XWeränderlihe um Zunahmen — 1 wachen 
läßt, oder daß jeder folgende Unterfihieb der Zunahmen 
um 4(.1x)’ größer fein würde ald ber vorhergehende, wenn 
man ber willtürlich WBeränderlichen beliebige gleiche Zunah⸗ 
men Ix ertheilte. - Wird allgemein für einen beftimmten 
Werth des x der Grenzwerth des dritten Differenzquotien⸗ 
ten einer Function von x gleich a erhalten, fo beißt dies: 
Die für diefen Werth des x vorhandene momen» 
tane Stärke des Wachſens im dritten Grade ift 
-fo groß, Daß, wenn fie unverändert bliebe, jeder 

“folgende Unterfchied der Zunahmen der Function: 
werthbe um a größer fein würde als der vorber- 
gehende, fobald man der, willfürlih Veränder— 
lichen Zunahmen =] erfheilt, oder um a( fx)’ grö> 
Ber, wenn die Zunahmen ber willfürlih Verän- 
derliden =/x find. 

Den Grenzwerth des dritten Differenzquotienten nennt _ 
man den dritten Differentialquotienten, und indem man 
auch die Bezeichnung deffelben analog ber für Die niederen 
Differentialquotienten angenommenen bildet, fehreibt man 


ftatt Lim 





3 
Er xy futzweg — Gy nr. ,‚ und würde Demgemaß dad 


vorher für die Function 1, gefundene Refultat durch die 
1 


‘mx . Ay 
Gleichung 12° —4x ausdrüden. Be der Form Zus 


denkt man unter I’y wirkliche Zunahmen der Größe y, 
nämlich den Zuwachs der Unterfchiede derfelben, bei der 


B.,. 
— bat man aber unter d’y zu denken ben Zu⸗ 


wachs, weichen die Unterfchiede der Zunahmen der fucceffi- 
- ven Werthe der Function y annehmen würden, wenn die 
momentane Stärke des Wachfend im dritten Grade un- 
verändert bliebe, während 4x fowol als dx in beiden 








= 
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Fällen natürlich wirkliche Zunahmen der Größe x vor⸗ 
ſtellen. 

Es iſt hieraus einleuchtend, wie man die Bedeutung 
des iſolirten dritten Differentials auszuſprechen hat. Man 
nennt nämlich den mit dx’ multiplicirten dritten Differen⸗ 
ttalquotienten einer Yunction das dritte Differential diefer 
Bunction. Das Zeichen d’y wird alfo das dritte Differen- 
tial der Function y andeuten, und eine Differentialglei- 
hung des dritten Grades, wie 3. B. die obige Gleichung 

1 | 


d’—x' 


Fr. wird mit ifolirten Differentialen gefchrieben 





Ex! —4xdxt. Coll bie Bedeutung bes iſolirten drit 


ten Differentiald Par ausgefprocdhen werden, fo muß es 
natürlich einen angebbaren endlichen Zahlenwerth Haben, 
und der Begriff ded Unendlichkleinen darf nicht Hineinge 
mifcht werden. Diefe Bedeutung liegt ja aber auch auf 
der Hand. Das dritte Differential einer Function y nimmt 
für einen beftimmten Werth des x und einen beliebig zu 
fegenden Zahlenwerth des dx einen beflimmten Zahlenwerth 
an, und dieſer gibt an, wie groß die conftante dritte Dif- 
ferenz der den gleichen Zunahmen dx zugehörigen Werthe 
der Zunction y fein würde, wenn die für dieſen beſtimm⸗ 
ten Werth des x vorhandene momentane Stärke des Wach— 
fens im dritten Grade unverändert bliebe, 

In welchem Sinne das dritte Differential einer Function 
ein UnendlichFleined der dritten Drdnung genannt werden 
tönne, ift leicht zu überſehen. Da in dem dritten Diffe 
rential einer Function der dritte Differentialquotient mit 
ax’ multiplicirt erfcheint, fo wird bei fortgefeßter Verklei⸗ 
nerung von dx das dritte Differential fi) im cubifchen 
Verhältnig ven dx verkleinern, während das zweite Dif: 
ferential fi) nur im quabratifchen Verhälfniß von dx ver 
Feiner. Wenn nun beide, der dritte und zweite Differen: 
tialquotient, endliche Werthe haben, fo wird durch fortge: 
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feßte Verkleinerung von dx das dritte Differential beliebig 
vielmal Fleiner gemacht werden können als das zweite, d. 5. 
man kann die Zunahmen der willkürlich Weränderlichen im- 
mer fo Hein nehmen, daB der Zuwachs der Unterfchiebe 
der Zunahmen der abhängig Veränderlihen im Vergleich 
zu diefen Unterfchieden felbft jeden beliebig vorgefchriebenen 
Grad von Kleinheit überfchreitet, fowie wir auch früher 
gefehen haben, daB man die Zunahmen der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen immer fo Fein nehmen Tann, daß der Unter: 
fchied der Zunahmen der abhängig Veränderlichen im Ver⸗ 
gleich mit diefen Zunahmen felbft jede vorgefchriebene Grenze 
Der Kleinheit überfchreite. Denkt man ſich die Verkleine⸗ 
rung bed dx bis zum Nullwerth fortgefegt, jo werden zwar 
“ beide Differentiale, das zweite und dritte, auch fchlechtweg 
gleich Null werden, aber fie haben vor dieſem Uebergang 
in dem Nullwerth relativ zu einander alle denkbaren Zah: 
fenverhältniffe durchlaufen. Wenn man mit der für das 
erfte, zweite und dritte Differential gebrauchten Benen⸗ 
nung eined Unendlichkleinen der erften, zweiten und dritten 
Drdnung weiter nichts fagen will, ald daß diefe Differen- 
tiale, indem fie fih dem Nullwerth nähern, relativ zu ein- 
ander alle denkbaren Zahlenverhäftniffe durchlaufen, und 
Daß jedes folgende Differential ganz beliebig vielmal Meiner 
angenommen werben darf ald das vorhergehende, fo ift ge 
gen diefe Benennung nichtd einzuwenden, und es ift durch 
. biefelbe eine Eigenthümlichfeit der fucceffiven Differentiale 
bezeichnet, welche von vielfältigem Gebrauch in der Mathe 
matik ift, umd bei vielen Unterfuchungen nicht 'entbehrt 
werben kann. Nur muß man zugeben, daß diefe Benen- 
nung dad, was fie fagen fol, nicht allzu deutlich fagt, 
und Daß fie einer Erklärung und Rechtfertigung in dem 
obigen Sinne bedarf, und nicht als ein felbftverfländlicher 
Begriff dargeboten werden darf. Dabei ift immer feflzu- 
halten, daß diefe Benennung nur ein uneigentliher Aus _ 
druck ift, und daß es in Wahrheit Feine Größen gibt, von 
° denen die Eine unendlich vwielmal Heiner wäre ald die Ans 
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dere, weil der Punkt, bei welchem die dem Nullwerth zw 
gehenden Differentiale in dies Verhältniß übergehen, nie- 
mald als erreicht zu denken if. Denn fo lange dx ba 
feiner fortgefeßten Verkleinerung den Nullwerth noch nicht 
erreicht hat, behalten die Differentiale auch ein enbliches 
Größenverhältniß, und wenn dx in den Nullwerth überge 
gangen ift, fo find alle Differentiale auch fchlechtweg gleich 
Null, und untereinander gleih. Endlich ift nicht zu ver 
gefien, daB man, indem man die verfchiedenen Differentiale 
unendlichfleine Größen höherer Drdnungen nennt, nur etwas 
audfagt über die relativen Werthe der Differentiale ba 
ihrer gemeinfcheftliden Annäherung an den Nullwerth, aber 
keineswegs fie ſelbſt für. fich dadurch charakterifirt, am aller- 
wenigften etwas über die Bedeutung der einzelnen Diffe 
rentiale fagt, vermöge welcher fie die Stärke des Wachfens 
in irgend einem Grade ausdrüden durch einen endlichen 
Zahlenwerth. 

Was ſchließlich die Herleitung und Darſtellung des 
dritten Differentialquotienten einer Function betrifft, fo ik 
zwar Far, daß derfelbe Dadurch erhalten werden kann, ba 
man den dritten Differenzquotienten diefer Function vol: 
ſtändig aufflellt, und durch Annullirung der Zunahme der 
wilfürlich Veränderlichen zu dem Grenzwerth deffelben über: 
geht. Aber dieſes jedenfalls fehr weitläufigen und müh- 
famen Verfahrens Tünnen wir und ganz überbeben, unt 
auf viel kürzerem Wege zu demfelben Ziele gelangen. Wir 
wiflen bereit, daB der dritte Differenzquotiens einer durch 
y vorgeftellten Function von x durch eine zwiefache Weik 
der Wufeinanderfolge von Operationen erhalten werden Tann, 





EAAN 

in Py \ Ax]' 

welche durch die beiden Formen En, und I | zZ | 
IX 


des dritten Differenzquotienten angedeutet find. Der burd 
Annulirung von Ix entftehende dritte Differentialquoties 
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| wird alſo nicht blo8 durch die Tom us Y —, fondern aud 





[® 
durch die Form d d bezeichnet werben fönnen; 


FE 
und aus der legteren Form erfieht man, daß der dritte 
Differentialquotient einer Function y erhalten werben kann 
durch dreimalige Amwendung der zur Bildung des erften 
Differentialquotienten, ar Regeln. Daß durch die 


3 > 

beiden Formen — ©} des dritten Differen- 
F 

tialquotienten auf die beiden weſentlichen Bedeutungen deſ⸗ 

ſelben, gemäß welchen ex erſtens die momentane Verände⸗ 

rung der Beſchleunigung des Wachſens der Größen y und 

x, und zweitens die momentane Stärke des Wachſens der 





dy 
Größen d (@ und x angibt, hingewiefen wird, ift in die, 
Augen fallend. 


$. 121. 


Die Bedeutung des dritten Differentialquotienten ift Gonkzuction der 
in Dem vorhergehenden Paragraph allgemein, d. b. arith- (lcungung eh 
metifch gegeben; man kann aber auch nach der fogenannten == 
geometrifchen Bedeutung deſſelben für beliebige veränder- 
liche räumliche Größen fragen, oder man kann fragen, wie 
eine beränderlihe Naumgröße von einem gewiffen Punkte - 
aus wachfen würde, wenn ihre in diefem Punkte vorhandene 
momentane Stärke des Wachſens im dritten Grade unver: 
ändert bliebe, ihre Stärke des Wachfend in den beiden nie- 

Deren Graden aber nur den momenfanen Werth bat, der 
ihr obnedied in diefem Punkte zukommt. Es handelt fi 
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alfo darum, zu einer gegebenen veränderlichen Raumgröfe 
eine andere jo zu conftruiren, daB für einen beſtimmten 
Werth der willkürlich Weränderlichen beide Größen erftend 
denfelben Werth, zweitens diefelbe momentane Stärke des 
Wachſens, drittens diefelbe momentane Beichleunigung des 
Wachſens haben, und daß viertend diejenige Stärke des 
Wachſens im dritten Grade, welche für die Eine Größe 
momentan ift, für die Andere conftant iſt. Die Darftellung 
dDiefer zweiten den angegebenen Bedingungen genügenden 
veränderlihen Raumgröße nennen wir die Conftruction der 
momentanen Veränderung ber Befchleunigung des Wachſens. 

Wäre 3. P. ald veränderlihe Größe die Ordinate 
einer frummen Linie gegeben, und man wollte ihre in einem 
beftimmten Abfciffenpunfte vorhandene momentane Stärke 
des Wachſens im dritten Brad conflruiren, fo wirb dire 
Gonftruction dargeftellt durch die Drdinate einer andern 
krummen Linie, welche für dieſen Abfciffenpunft dieſelbe 
Drdinate, und denfelben erften und zweiten Differential 
quotienten ihrer Drdinaten hat wie Die gegebene Linie, und 
bei welcher außerdem der conflante dritte Differenzquotient 
ihrer DOrdinaten zufammenfällt mit dem in jenem Abfcifim- 
punkte vorhandenen Werth des dritten Differentialquotienten 
der Drdinaten der gegebenen Linie. Man fagt von Linim, 
welche in irgend einem Punkte die Ordinate und die Dra 
erften Differentialquotienten ihrer Drdinaten gleich haben, 
daß fie fih in diefen Punkte im dritten Grade berühren. 
Man kann demnach die verlangte Eonftruction auch far: 
fo ausfpreden: Es ift eine im dritten Grabe berühren 
Linie zu confleuiren, deren Drdinaten im dritten Gratı 
gleichmäßig wachiend find. 

Um dies dur ein Beiſpiel zu erläutern, fo fei für 
die Kreislinie Figur 57 die im Punkte d flattfindende me: 
mentane Veränderung der Belchleunigung ded Wachſen⸗ 
der Drdinaten zu conflruiren. Died gefihieht durch ve 
Drdinaten einer Linie, deren Gleichung im Allgemeine 
die Form 
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y=a+bx+ex +dx’ 
haben wird. Die vier Bedingungen, denen dieſe Linie ber 
züglich zur Kreislinie genügen fol, reichen bin, Die vier 
unbeflimmten Coefficienten a, b, ce und d zu beflinmen. 
Die Gleichungen der Kreislinie und der gefuchten Linie 
follen auf diefelben Coordinatenaren bezogen fein. Die Or⸗ 
dDinatengleihung des Kreifed wird, wenn wir in den Punft a 
den Nullpunkt der Abfeifie, und den Radius —=1 feßen, fein 
1 


y=(2x—x?)?. 


Der arfte Differentialquotient dieſer Function ift — 
(2x— x’)? 
der zweite — — — und der dritte . Die 
(2x— x’)? (2x —x?)? 


Drdinate der gefuchten paraboliihen Linie und ihre drei 
erften Differentialquotienten find der Rebe nah arbx 
+cx’+dx?, b+2cx+3dx?, 2c+6dx, und 6d. Für 
den Punkt d Figur 57 möge die gemeinfchaftliche Abſciſſe 


x beider Linien den Zahlenwerth 3 haben. Subftituiren 


wir in die Ausdrüde für die Ordinate beider Linien und 
für Die drei erflen Differentialquotienten derfelben flatt x 


überall ben Zahlenwerth -5-, fo werben die Ordinaten bei 
der Linien gleich fein, und ebenfo die an Rangzahl gleichen 
Differentislquotienten derfelben. Die Ordinate Des Kreifes 


und dern Drei erſten Differentialquotienten nehmen bei 
Diefer Subflitution der Neihe nach die Zahlenwerthe 


v3 1 8 an, und die entfprechenden 


— w— 


1 _ 16 
2 ' y3’ 3y3' 3,3 
AYusdrüde der parabolifchen Kinie die Werthe a+ —* 
+4 +24, b++0+2-d, 20+3d, und 6d. Bir er 


galten alfo Bi vier —* 
Snell. I. 10 
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rl 
b+ + ig 
2e = g5 
6-75 
und durch Auflöfung derjelben deyoz: 7 





9 5 . 
b= 3’ und J——— und bie vorausgeſetzte unde 


ſtimmte Gleichung der parabolifchen Linie 
y=arbxıt+ce+dr 
gebt über in die beftimmte 
—5 9 8 83 

3ö Is toys” 
Dieſe Linie, welche im Punkte d die Kreislinie im dritten 
Grade berührt, fällt fo nahe mit der Kreiölinie zufamme, 
daß fie in der Zeichnung von derfelben kaum unterfchieden 
werden ann, wie man fich durch wirkliche Berehnun 
einiger Ordinaten beider Linien Leicht überzeugen Tann. Fü 


den Punkt b, in welchem die Abſciſſe eich —- iR, find 


Drdinaten beider Linien Buch Im Punkt e, wo hi 


Abſciſſe den Werth 2 haben möge, findet fich die Ordi 
nate des Kreiſes — 0,9270 und die Ordinate der kubiſcho 
Parabel = 0,9271. Iſt im Punkte f die Abſciſſe -_. 1 
ift Die Ordinate des Kreiſes — 0,9682, und die der FÜ 
rabel — 0,9702. Sei im Punkte g die Abſciſſe —; f 


find die Ordinaten beider Linien — 0,9921 und —=1,0W 
und im Punkte c, in welchem die Ordinate des Kreifeb =! 


oe 
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ift, findet fi die Ordinate der Parabel — 1,0264. Die 
parabolifche Linie läuft alfo vom Punkte d aus zwifchen 
der Kreißlinie und der Tangente dieſes Punktes, und cn 
möge die dem Punkte ce ‚zugehörige Ordinate derfelben vor- 
ftellen. 

" An dem Kreis Fig. 57 fehen wir drei aufeinanderfol- 
gende in demfelben Punkte d eingefchloffene Grade der 
Stärke des Wachſens, oder die Werthe von drei Differen- 
tialquotienten nebeneinander conftruirt, und koͤnnen die 
Durch jeden einzelnen Grad bedingte Weife des Wachſens 
in einer befonderen Figur nachweifen und und Dadurch die 
anfchaulichfte Vorſtellung von dem Weſen der einzelnen 
Differentialquotienten machen. Wenn nur die im Punkte 
d vorhandene Stärke ded Wachſens der Drbinaten bes 
Kreifes zur Ausführung käme, fo würden die Orbinaten 
deſſelben wachfen wie die Drdinaten der Zangente do. 
Wenn aber bet derfelben momentanen Stärke des Wach⸗ 
fens die Bechleunigung des Wachſens der Ordinaten des 
Keeifes zur Ausführung käme, fo würden die Orbinaten 
defielben wachſen, wie die der gemeinen Parabel dp. Und 
wenn endlich bei Derfelben momentanen Stärke und Beichleuni« 
gung des Wachfend die für Die Befchleunigung des Wachſens 
flattfindende momentane Stärke ded Wachſens der Drdinaten 
des Kreifed unverändert bliebe, fo würden die Ordinaten def 
felben wachfen wie Ordinaten der parabolifchen Linie dn. 

An dieſem Beifpiel wird man ſchon deutlich überfehen, 
wie die in Einem Punkte vorhandenen aufeinanderfolgenden 
Srade des Wachfend, wenn fie verfolgt würden oder zur 
Ausführung Fänen, das von diefem Punkte aus erfolgende 
wirflihe Wachfen der abhängig Weränderlichen näherungs⸗ 
weife beflimmen, und ein Mittel abgeben fönnen, den wirk⸗ 
lichen Verlauf berfelben in immer engere Grenzen einzu- 
ſchließen. Der einzelne Punkt mit feinen verfchiedenen in 
ihm eingefchloffenen Modificationen des Wachſens erfcheint 
Dann gewiſſermaßen als der Keim, Durch deflen Beftrebun- 
gen zu wacfen, ober wenn man will, durch defien Bil- 

10 * 


⸗ 


148 Neuntes Capitel. 


dungstrieb das weitere wirkliche Wachſen der abhängig Ver 
änderlichen beſtimmt und vorgefchrieben wird. Hierauf be 
ruht, wie wir bald fehen werden, der wichtigfte Gebraud, 
den man von den flufenweis aufeinanderfolgenden höherem 
Graden des Wachfens oder von den höheren Differentialqun 
tienten macht. 

Wenn wir noch fragen, wie eine durch ſenkrechte 
Darallelcvordinaten beichriebene Fläche wachfen würde, wenn 
ihre momentane Stärke des Wachſens im dritten Grade 
ſich realifirte, fo ift die Antwort darauf Teicht zu geben. 
Die Figur, deren durch ſenkrechte Parallelconrdinaten de 
fehriebene Fläche gleichmäßig wachfend im dritten Grade 
ift, kann, wie wir aus $. 119 wiflen, feine andere fen 
als die gemeine Parabel. Es fragt fi) alfo nur, wie 
die Parabel an einen beflimmten Punkt der andern Figur 
angelegt erfcheinen muß, wenn beide Figuren in dieſem 
Yunkte Die momentane Stärke des Wachſens ihrer Flächen 
im erften und zweiten Grabe gleich haben follen, und die 
conftante Stärke des Wachſens der Fläche der Parabel m 
dritten Grade mit der momentanen der andern Figur ju 
fammenfallen fol. Die Functionen, welche die Flaͤchen 
beider Figuren ausdrüden, müflen für den vorgefchriebenen 
Punkt erftens den erften Differentialquotient gleich haben, d.h. 
die Figuren müffen eine gemeinfchaftliche Ordinate haben. Da 
zweitens die zweiten Differentialquotienten der die Flächen aus 
drüdenden Zunctionen, d. h. die erften Differentialquotienten 
der bie Drdinaten ausdrüdenden Functionen gleich fein müf 
fen, fo werden die beiden Figuren eine gemeinfchaftlid 
Zangente haben, oder ſich im erften Grade berühren. Und 
da endlich der dritte Differenzquotient der die Fläche der 
Parabel ausdrüdenden Function, d. h. der zweite Differenz 
quotient ihrer Ordinate, mit dem dritten Differentialquotien: 
ten der Fläche der andern Figur, d. b. mit dem zweiten 
Differentialquotienten ihrer Drdinate zufammenfallen muß, 
fo werden beide Figuren fich zugleich im zweiten Grade be 
rühren. Wenn mithin eine Parabel- eine andere Linie im 
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"zweiten Grade berührt, und zwar fo, daß ihre Ordinaten 
gleichmäßig wachfend im zweiten Grade find, fo ift in der 
lache diefer Parabel diejenige Veränderung der Befchleu: 
nigung des Wachſens conflant, welche in der Fläche der 
andern Figur für den Beruhrungspunft niomentan vorhan⸗ 
den ifl. In der Fläche der Parabel kdp Fig. 57 3. B., 
welche die Kreislinie im Punkte d im zweiten Grade be- 
rührt, kommt die für die Kreisfläche im Punkte d flattfin- 
dende momentane Stärke des Wachſens im dritten Grade 
zur Ausführung. Wir fehen hier wieder drei aufeinander: 
folgende Stufen der Stärke des Wachſens der Fläche in 
befonderen Flächenformen reprafentirt. Die im Punkte d 
vorhandene momentane Stärke des Wachſens der Kreis- 
fläche ift fo groß als die conftante des Parallelogramme 
dbeq, die momentane Beichleunigung ihres Wachſens fo 
groß als die conftante des Paralleltrapezes dbco, und end: 
lich ihre momentane Veränderung der. Befchleunigung des 
Wachſens fo groß als die conftante der Parabelfläche dbep. 

Es mag bier noch eine Bemerkung in Bezug auf den 
Gebrauch des Wortes Berührung in höheren Graden ein- 
gefchaltet werden. Wir fehen an dem vorhergehenden Bei- 
ſpiel, daß eine Figur, welche in Bezug auf ihre Ordinaten 
im zweiten Stade gleichmaͤßig wachſend iſt und eine andere 
Figur im zweiten Grade berührt, in Bezug auf ihre Fläche 
im dritten Grade gleichmäßig wachfend ift, und mit ber 
Zläche der andern Zigur die drei erſten Differentialquotien- 
ten gleich bat. Obgleich man das Wort Berührung in 
höheren Graden von Linien nur in fofern gebraucht bat, 
als einige Differentiafquotienten ihrer Ordinaten für den 
PBerührungspunft gleich find, fo ift doch Fein Grund vor: 
banden, warum man diefe Benennung nur auf Drdinaten, 
und nicht auch auf andere Raumgrößen beziehen fol, und 
warum man 3. B. von Figuren, deren Flächenfunctionen 
für einen gewiffen Werth der willkürlich Weränderlichen zus 
fammenfallen, und außerdem noch die zwei oder brei eriten 
Differentialquotienten gleich haben, nicht fagen fol, daß 
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fie fih in Bezug auf ihre Flächen im zweiten ober dritten 
Grade berühren. In dDiefem Sinne würde man fagen kin: 
nen, DaB alle durch fenkrechte Parallelcoordinaten beſchrie— 
ben gedachte Figuren, welche fich in Bezug auf ihre Flaͤchen 
im dritten Grabe berühren, fich bezüglich ihrer Ordinaten 
im zweiten Grade berühren. Ia ed wird fogar angemeſſen 
und fehr bequem fein, von Functionen Einer Veränderlihen 
überhaupt zu fagen, daß fie ſich in einem höheren Grade 
berühren, fobald fie für einen gewiſſen Werth der willkürlich 
Veränderlichen gleiche Functionswerthe und mehrere aufan 
anderfolgende gleiche Differentialquotienten vom niedrigſten 
Range haben, und zwar, daß fich die Functionen in dem 
fovielten Grade berühren, ald die Anzahl ihrer gleiche 
Differentialquotienten beträgt. Wir werden und in de 
Folge diefer kurzen Ausdrudsweife bedimen, und biefe ge- 
metrifhe Benennung auf die Funttionen überhaupt über 
fragen, wie man ſchon fo manche andere urfprünglich ger 
metrifche Benennung auf die Arithmetik und Analyfis über 
getragen bat. Diefe Mebertragung ift dadurch gerehtfe: 
tigt, daß das Eigenthümliche, was. die Ordinaten bei ver 
fhiedenen Graben der Berührung zeigen, und was dien 
tericheidung von Graden der Berührung herbeigeführt hat, 

. von welcher Eigenthümlichkeit fpäter noch beſonders hie 
Rede fein fol, ohne Weitere auf alle Veränderlichen fan 
Anwendung findet. 


6. 19. 


zum vierten Da bei den über den dritten Differenfialquotientn 
tienten.  binausliegenden weiteren Modificationen des Wachfens im 
Mefenflihen immer diefelben Begrifföbeflimmungen wir 

berfehren, und in Betreff der einzelnen Eigenfchaften und 
Beftimmungen der Stärke des Wachſens in den folgenden 

Graden faft nur noch die Rangzahl variirt, fo können wr 

durch Werallgemeinerung des über die drei niederen Grab 

des Wachſens Aufgeftellten leicht zur Vollendung der Analylı 


% 
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des Begriffs eines gemeinfchaftlich fortfchreitenden Wachſens 
veränderlicher Größen gelangen. Indeſſen wird es doch, 
um die ganze Schlußkette, durch welche das Weſen und 
die Bedeutung eines jeden Differentialquotienten dargelegt 
wird, beifpielöweife kurz zu recapituliven, nicht undienlich 
fein, vorher noch den vierten Differentialquotienten abgefon- 
dert einer kurzen Betrachtung zu unterwerfen. 

Wenn die mit gleihen Zunahmen ber willkürlich Ver⸗ 
änderlichen verbundenen Uinterfchiede der Zunahmen der ab- 
bangig Weränderlichen nicht immer um gleichviel größer 
oder Fleiner werden, oder was daſſelbe ift, wenn die für 
die Beichleunigung des Wachſens ftattfindende Stärke des 
Wachſens nicht conftant ift, fo kann man nicht blos nad 
den einzelnen momentanen Werthen diefer Stärke des Wache 
fend fragen, welche Frage durch den dritten Differential: 
quotienten beantwortet wird, fondern man kann auch nach 
dem Geſetz der Zu» oder Abnahme diefer Stärke des Wache 
fend fragen. Died Gefeß erfordert zu feiner Aufftellung, 
daß man eine höhere Stufe ded Wachſens ind Auge faßt, 
als diejenige ift, welche durch den Zuwachs der Unterfchiede 
der Zunahmen der abhängig Weränderlichen gegeben ift. 
Es kommt darauf an, zu beflimmen, wie viel diefer Zu- 
wachs fich verändert bei einer beftimmten Zunahme der will» 
kürlich Veränderlihen. Natürlich kann ein Geſetz der Ver⸗ 
änberung dieſer Stärke des Wachſens im dritten Grabe 
nur angegeben werden, in jofern die Größe der Veränderung 
ald eine gleichbleibende vorausgefeßt wird, d. b. in fofern 
der Zuwachs der Unterfchiede der Zunahmen der abhängig 
Veränderlichen immer um gleichviel größer oder Heiner wird, 
oder die fucceffiven Werthe der abhangig Beränderlichen 
eine arithmetifche Reihe der vierten Drdrung bilden. Ab⸗ 
hängig Weränderliche von diefer Eigenfchaft find im vier- 
ten Grade gleichmäßig Wachſende. Dieſelben ſind aller 
Beſtimmung des Wachſens im vierten Grade, auch wo daf- 
felbe veränberlich ift, zu Grunde zu legen, und alle Functio⸗ 
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nen, durch welche diefelben ausgedrückt erfcheinen, find ent: 
halten in der allgemeigen Function 
arbx+cx’+dx’+rex'. 
Bildet man für Zunahmen der willfürlich Veränderlichen 
diefer Function im Wertbe von 7x die vierte Differenzen 
reihe der zugehörigen Functionswerthe, fo findet man di 
Glieder derfelben conflant und gleich 24e(Ax)*, oder it 
N(arbx+cx’+dx’+ex')=24e(Ax). 
Der conſtante Unterfchied, welchen die Zunahme der 
Unterfchiede der Zunahmen unferer allgemeinen Fundion 
haben, wächſt alfo im biquabratifchen Verhaltniß von Ax, 
iſt übrigens aber nur von dem Goefficienten der vierten Pe 
tenz von x abhängig. Wird die vierte Differenz der Function 
durch (Ix)‘ dividirt, fo gibt die conftante Zahl 24e, 
welche der vierte Differenzquotient heißt, und als allgem: 
nes von x unabhängiges Maß der Stärke des Wachſen 
anzufeben ift, an, um wie viel jeder folgende Zuwachs der 
Unterfchiede der Zunahmen der Yunction größer wird al 
der vorhergehende, wenn die willfürlich Veränderliche mehr: 
mald um die Zahl 1 wächſt. 

Iſt eine abhängig Veränderliche gegeben durch cin 
Function von x, welche nicht ald befonderer Fall in de 
allgemeinen Funcion arbx +cex" + dr’ 4 ex! enthıl 
ten ift, jo können auch innerhalb eines noch fo Hein an 
genommenen Spielraumsd der Veränderung ded x bie Ju 


nahmen der Interfchieve der Zunahmen der Yunden 


nicht mehr gleiche Unterfchiede zeigen, und es gibt fol; 
lih auch Feine dauernde angebbare Stärfe des Wat; 
fend im vierten Grabe. ' Diefelbe ift vielmehr ſtetig ver 
änderlih, und ed handelt fi nur um Angabe des Ber: 
thes, den fie momentan anzunehmen beftrebt if. Aus 
den fchon öfter angegebenen Gründen folgt, Daß wen 
man, eine folche Größe innerhalb eines Keinen Inter: 
valles ald eine im Vierten Grade gleichmäßig wachſende 
anfieht, und den Werth ihres für ein Feines 1x entwidıl: 
ten vierten Differenzquotienten ald Maß ‚diefes im vierten 
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Grade gleichmäßigen Wachſens anfieht, der Daraus ent- 
ftehende Fehler durch fortgefeßte Verkleinerung des 4x fo 
flein gemacht werden kann, daß er jeden beliebig gejeßten 
Grad von Kleinheit überfchreite. Die Bedeutung dieſes 
durch den vierten Differenzquotienten gegebenen Näherungs⸗ 
werthed ift natürlich fo auszufprechen, ald wäre er das 
Maß einer im vierten Grabe gleichmäßig Wachfenden. Der 
durch Annullirung von 4x entftehende Grenzwerth des 
vierten Differenzquotienten, welcher der vierte Differential« 
quofient heißt, drüdt durch den Zahlenwerth, in welchen 
er für ein beftimmted x übergeht, die für diefen Werth 
von x vorhandene momentane Stärfe des Wachſens im 
vierten Grade genau aus, und zwar in dem Sinne, in 
welchem eine beflimmte Zahl eine conftante Stärke des 
Wachſens im vierten Grade zu bezeichnen gebraucht wird. 
Erhalte ich alfo für einen beftimmten Werth des x den 
Werth des vierten Differenfialquotienten einer Function 
gleich a, fo heißt Died: Wenn die für Diefen beftimm- 
ten Berth des x vorhandene momentane Stärke 
des Wachſens im vierten Grade conflant wäre, 
fo würde jeder folgende Zuwachs der Unterfchiede 
der Zunahmen der Function uma größer fein als 
Der vorhergehende bei Zunahmen des x im Werthe 
von ll. 

Was die Bezeichnung des vierten Differentialquotien⸗ 
ten einer Function f(x) betrifft, fo it derſelbe analog den 
früheren Differentialquotienten durch ie auszudrüden, 
fowie auch die operative Herleitung deflelben nicht durch 
Aufftellung des vierten. Differenzquotienten bewerkftelligt 
zu werden braucht, fondern durch bloße Differentiafion des 
Dritten Differentialquotienten ausgeführt werden kann. Stel- 
(en wir den vierten Differentialquofienten der Function f(x) 


Durch y(x) vor, fo daß d 2 
den Ausdruck g(x).dx* und gleicher Weiſe den Ausbrud 








=g(x), fo nennt man 
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d’f(x), d. h. den mit dx* multiplicirten vierten Differential: 
quotienten der Function f(x), das vierte Differential dieſer 
Zunction. Das ifolirte vierte Differential einer Function von 
x für fi) betrachtet bat nur einen durch den beliebig an 
zunehmenden Werth von dx zu beftimmenden Zahlenwerth, 
defien Bedeutung aus dem Vorhergehenden von felbit ein 
leuchtend ift, und der nur zur Werthangabe der momm- 
tanen Stärke des Wachſens im vierten Grabe dient. Wat 
aber die relativen Werthe des vierten und dritten Differen⸗ 
tials bei fortgefeßter Verkleinerung von dx betrifft, fo if, 
da das Erftere im biquadratifchen und das Zweite im fı- 
bifchen Verhältniß von dx abnimmt, leicht zu ſehen, daB, 
fo lange der vierte und dritte Differentialquotient endliche 
Werthe haben, das vierte Differential durch Verkleinerung 
des dx beliebig vielmal Feiner gemacht werden kann al 
das dritte, und daß beide Differentiale vor ihrem gemein 
ſchaftlichen gleichzeitigen Uebergang in den Nullwerth relativ 
zu einander alle denkbaren Zahlenverhältniffe durchlaufen 
haben. Wenn man das vierte Differential ein Unendlich⸗ 
kleines der vierten Ordnung nennt, fo bat man unter bie 
fem abgekürzten uneigentlichen Ausdrud nichts weiter zu 
verftehben ald das eben angegebene Verhalten des vierten 
Differentiald zum dritten bei ihrer gemeinfchaftlichen An: 
näherung an den Nullwerth, und macht von diefem Aut 
druck auch nie einen andern Gebrauch in der Mathematit 
als den auf dies gegenfeitige Verhalten der beiden Dife 
rentiale begründeten. 

Um ein einzige leichtes Beilpiel von Conftruction bei 
vierten Differentialquotienten zu geben, fo fragen wir, wie 
würde die durch fenfrechte Parallelordinaten befchrieben 
Kreisfläche Fig. 57 von der Linie bd aus wachen, wenn 
ihre an dieſer Stelle vorhandene momentane Stärke de 
Wachſens im vierten Grade unverändert bliebe, und in der 
Flaͤche welcher Figur würde fih dies Wachſen darftelln. 
Die Fläche der gefuchten Figur wird im Allgemeinen auf 
gebrüdt durch die Function a+ybx+ex?+dx’+er. 


* 
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Die Ordinate derfelden wird alfo durch b+2cx +3dx? 
+4ex” gegeben fein, und wir fehen daraus, Daß die Figur 
eine ubifche Parabel iſt. Es fragt fich alfo nur, wie dieſe 
kubiſche Parabel gegen den Kreid Tiegen muß. Run ift 
Mar, daß Figuren, welche an einem beftimmten Punkte fich 
in Bezug auf ihre Flachen im vierten Grade berühren fol« 
fen, den für dieſen Punkt genommenen erften, zweiten, 
dritten und vierten Differentialquotienten ihrer Flächenfunctio- 
nen gleich haben müflen, oder was daſſelbe, daß fie Die 
Ordinate und den erften, zweiten und dritten Differential 
quotienten ihrer Drdinaten gleich haben müflen, d. h. daß 
die Figuren in Bezug auf ihre Ordinaten ſich im dritten 
Grade berühren müffen. Wenn wir daher die im vorher 
gehenden Paragraphen fchon conftruirte, die Kreislinie im 
Punkte d im dritten Grade berührende Eubifche Parabel dn 
nehmen, fo wird in der Fläche derfelben diejenige Stärke 
bed Wachſens der Kreisfläche im vierten Grade, welche im 
Punkte d momentan vorhanden ift, ausgeführt enthal- 
ten fein. 

Was ſchließlich die verfchiedenen Arten des Wachſens 
betrifft, welche berwortreten, wenn man den Begriff bes 
Wachſens bis zum vierten Grade verfolgt, fo ift einleuch- 
tend, daß die Anzahl derfelben doppelt fo groß fein wird 
als diejenige, welche fi) bei Beftimmung des Wachſens 
im dritten Grade zeigt. Denn jede Befchleunigung oder 
Retardation des Wachſens oder Abnehmens, welche durch 
den dritten Differentialquotienten im nächflfolgenden Grade 
beftimmt fic) als eine zunehmende oder abnehmende zeigte, 
wird offenbar eine befchleunigt oder retardirt zu» oder ab⸗ 
nehmende fein, jenachdem der Zuwachs der Unterfchiede der 
Zunahmen der abhängig Weränderlichen entweder immer 
größer oder immer Heiner wird. Das Erſtere wird aber 
der Ball fein, wenn der vierfe Differentialquotient gleiches 
Vorzeichen mit dem dritten hat, und das Xebtere, wenn 
Die Vorzeichen beider Differentialquotienten entgegengefeht 
find. Denn wenn für einen gewiflen Werth der willfürlich 
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Veränderlichen der dritte und vierte Differentialquotient 
einee Function gleiche Vorzeichen haben, fo laßt fich von 
diefem Werthe der willkürlich Veränderlichen aus immer 
ein ſolches Intervall derfelben angeben, innerhalb deſſen 
auch der dritte und vierfe Differenzquotient, und folglich 
-auch die dritte und vierte Differenz der Function gleiche 
Vorzeichen haben, und mithin wird auch der Zuwachs der 
Unterfchiede der Zunahmen der Function dur Zuſatz einc 
gleichartigen Theiled immer größer werden. Auf Diefelbe 
Weiſe -Täßt fi) darthun, daß bei entgegengefektem Bor: 
zeichen ded dritten und vierten Differentialquotienten der 
Zuwachs der Unterfchiede der Zunahmen der Function we: 
nigftend innerhalb eines wenn auch beliebig Fleinen Inter: 
valls immer Feiner werden muß. Darnach ift aus den 
Vorzeichen der vier erſten Differentialquotienten Die Natur 
des bis zum vierten Grade beſtimmten Wachſens leicht an 
zugeben. Wäre 3. B. der erfte Differentialquotient pofttir, 
der zweite negativ, der dritte auch negativ und ber vierte 
pofitiv, fo zeigt der erfte pofitive Differentialquotient an 


Wachſen der Zunction, der zweite negative eine Retarda: 


tion ded Wachſens, der Dritte negative eine zunehmen 
Netardation des Wachſens, und der vierte pofitive eine 
retardirt zunehmende Netardation des Wachſens an, um 
fo in allen andern Fällen. 

Indem wir in der Bezeichnung der Arten bed Wach 
fend Durch Worte und Begriffe bis zum vierten Grabe fort 
gegangen find, läßt fich bemerken, daß eine weitere Ver: 
folgung der Arten ded Wachſens durch Wortbezeichnungen 
die Klarheit unferer Vorftellungen nicht vermehren, ſondern 
durch unvermeiblihe Schwerfälligkeit und Weitfchweifigfeit 
der Wortbildung cher beeinträchtigen werde. Es iſt aba 
auch eine weitere Verfolgung gar nicht nöthig. Es reich 
vollig bin, die aus der Combination der niebrigften Diffe 
rentialquotienten hervorgebende Natur des Wachſens mit 
Haren Worten ausgefprochen zu haben, und überhaupt 
für den Begriff des Wachſens die Möglichkeit einer ent: 
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loſen Spaltung und Verzweigung in untergeordnete Art: 
begriffe nachgewiefen zu haben. Ueberdies ift Die Auffaſ⸗ 
fung der Stärke des Wachſens in jedem einzelnen Grade 
für fih, und folglich auch die Bedeutung der einzelnen 
Differentialquotienten, unabhangig von diefer Combination 
eines Differentialquotienten mit den vorausgehenden niebe- 
ren. Denn jede gegebene Stärke des Wachſens in irgend 
einem Grade für fich bezieht fih nur auf die ſovielte Dif- 
ferenz der fucceifiven Zunctionswerthe, ald die Gradzahl 
der Stärke des Wachſens angibt. | 


$. 193, 


Ehe wir zu einer zufammenfaflenden fchließlichen all- Gonkente, Dit 

gemeinen Betrachtung der höheren Differentialguotienten Bun a 
übergehen, haben wir noch die Frage zu beantworten, ob &rponenten 
der Begriff einer Potenzenreihe der willfürlih Veränder⸗ 
lichen mit ganzen pofitiven Erponenten und der Begriff 
einer in irgend einem höheren Grade gleichmäßig wachfen- 
"den Größe Wechfelbegriffe find und ſich gegenfeitig ein⸗ 
fchließen. Daß eine abhängig Veränderliche, deren Werthe 
zulegt auf eine conflante Differenzenreihe führen, immer 
durch eine Potenzenreibe der willkürlich Veränderlichen mit 
ganzen pofitiven Erponenten ausgedrüdt. erfcheinen muß, 
wiffen wir bereitd (|. $. 118) und es fragt ſich nur noch, 
ob auch umgekehrt eine folche Potenzfunction zulegt immer 
auf eine conftante Differenzenreibe ihrer fucceffiven Functions⸗ 
wertbe führen muß, fobald man, wie Dabei überall voraus: 
geſetzt iſt, die willfürlih Veränderliche um gleiche Zunah⸗ 
men wadjfen laßt. 

Fir unterfuchen zuerft, ob bei einer einfachen Potenz- 
function x” die Glieder irgend einer Differenzenreibe der 
furcceffiven Functionswerthe gleich werden müflen, wenn m 
eine ganze pofitive Zahl ift. Diefe Unterfuhung wird zum 
Ziele zu führen fein, wenn wir einen allgemeinen Aus⸗ 
drud für ein Glied einer beliebigen Differenzenreihe der 
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gegebenen Function aufftellen. Denn zeigt fich diefer all: 
gemeine Ausdrud von der Art, daß er für eine gewiſt 
Differenzenreihe nicht mehr von x abhängig ift, fo gilt m 
gleicherweife für alle Werthe von x, und die Glieder didn 
Differenzenreihe find conſtant. Wächſt x mehrmals um 
die Zahl Ax, fo find bie zugehörigen Functionswerthe x", 
(x +4Axy), (x +24Ix)" u ſ. w. Das durd Ai 
zu bezeichnende Anfangsglieb der erften Differenzenreie # 
gleich (xx)? — x”, oder es ift, wenn wir den Ar⸗ 
druck (x + fx)" nad dem binomifchen Lehrſatz entwiden 
“ und x" davon abziehen, 

m(m—1) 

1.2 


+ x(AX).. 


Um das Anfangegieh er zweiten Differengemrife zu f: 
halten, müflen wir das folgende Glied ber erften Diem 


Ix—mx"1A4x+ 
Me) 
1. 


xm-2(Ax)' 


zenreihe, oder das nach unferm Sprachgebrauch erfte Gin 


derfelben, darftellen, und das Anfangsglied derſelben Ti 
ferenzenreihe davon abziehen. Das erfte Glied der fa 
Differenzenreihe ift offenbar (x +2 1x)" — (x+ 4. 
Wir können aber, weil das auf der Entwidelung dien 
Potenzen beruhende Verfahren ſich nicht fo bequem vl: 
gemeinen läßt, zu dem Ausdruck für das erfte Glied da 


erften Differenzenreihe auch auf einem andern Wege gear ! 


gen. Denn der für x” gefundene Ausdruck ſtellt of 
bar, weil x ein beliebiger Zahlenwerth ift, überhaurt « 
Glied der erften Differenzenreihe vor, und zwar badjmit 
Glied, welches entſteht, indem die willkürlich Weränderik 
von dem Zahlenwerthe x zu dem Zahlenwerthe (x+F1 
übergeht. Wir werden daher den Ausdruck für dasimi: 
Glied der erften Differenzenreihe, welches entftcht, ine 
die willfürlich Weränderliche von dem Zahlenwerthe (x+-! 
zum Zahlenwerthe (x4 24) übergeht, erhalten, wa 
wir in dem für /x= gegebenen Ausdrud überall x+4: 
ſtatt x feßen, und dies Glied ber erſten Differmm 
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reihe Durch (x + IX)" zu bezeichnen haben. Es 
wird alſo 
A(x+ AIx”"=m(x+ Yxya-14x 


.+ nz + Ix)"-2(Ix)? 


T. 
+ at 1 u) (x+ Axy=s(Ix).... 


Entwickelt man die bier vorkommenden Potenzen 
(x+Ax)"1, (x>Ax)"-2, (x+4x)"-3 nach dem binomi- 
ſchen Lehrfag, addirt alle Theile mit gleichen Potenzen von Ax 
zufammen, und zieht den für /x” gegebenen Ausdrud davon 
ab, fo erhält man das dur ’x" zu bezeichnende An⸗ 
fangsglied der zweiten Differenzenreihe, und zwar findet fich 


Px2—mn(m—1)x”-X1x)’+6. ee un xn3(Ax)’ 
+14. Mn auny.. 
Ohne uns jebt um das Geſetz zu befümmern, nad 
‚welchem die Zahlen gebildet find, die in den Coefficienten 
vorkommen, bemerken wir blos, daß die ganzen Evefficien- 
ten von x"3(Ix)’ und von x 4x) jedenfalls Aus⸗- 
drüde find, die nur von m und dem Grabe der gebildeten 
Differenz abhängen können. Wenn wir diefe Eoefficienten 
abgekürzt dur M, und M, bezeichnen, fo haben wir 
A’x"?—m(m-1)x” X 4x)’+M,x=3(/x)’+M x= 44x)... 
Um das Anfangdglied der dritten Differenzenreihe zu 
bilden, müflen wir das erfle Glied der zweiten Differen- 
zenreihe darftellen, und das Anfangsglied derſelben davon 
abziehen. Aus denfelben Gründen, durch welche das für 
Die Bildung des erften Gliedes ‘der erſten Differenzenreihe 
angewendete Verfahren gerechtfertigt worden ift, folgt auch 
bier, daB das erfte Glied der zweiten Differenzenreibe 
erhalten wird, wenn wir in dem für A’x” gegebenen Aus⸗ 
Drude überall x+Ix flatt x feßen. Es wird folglich 
Ix+Ax)"—=m(m—1)(x+ 1x)" 2(1x)’+M,(x+21x)”? 
(ds) +M, (x+ Ix)"t(4x).... 
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Entwideln wir die bier vorkommenden Potenzen von 
(x+fx), führen dabei für M, feinen aus dem Obigm 
befannten Werth wieder ein, addiren bie Glieder mit gie: 
hen Potenzen von 4x zufammen, und ziehen endlich den 
Werth von x” davon ab, fo erhalten wir das durd 
A’x® zu bezeichnende Anfangsglied der dritten Differenzen: 
reihe, und zwar findet fich 

x=—=m(m—1)(m—2)x®-3(4x)’+M, x=-(4x)... 


wobei M, einen von M, verfchiedenen durch den Grad der 


Differenz beflimmten Werth bat. 

Menn wir die für /x”, A’xm und L’x® gefundenn 
Ausdrüde, welche zugleich als Ausdrüde für ein belichige 
Glied der erften, zweiten und dritten Differenzenreihe gef: 
ten, überbliden, fo ſehen wir, daß jeder folgende mit cine 
um eine Einheit niedrigeren Potenz von x anfängt, un 
es ift aus‘ dem ganzen Verfahren der Bildung diefer Aus⸗ 
drüde einleuchtend, daß dies auch für die folgenden Dil 
ferenzenreiben ftattfinden werde, und daß folglich, be nad 
Vorausfegung m eine ganze poſitive Zahl ift, von den in 
einem folchen Ausdrude addirten Beftandtheilen jede folgen 
Differenzenreihe einen weniger enthalfen muß, weil bt 
Ausdrud für ein Glied einer Differenzenreihe an fenm 
Ende offenbar abbricht mit demjenigen Beftandtheil, in we: 
chem x auf die Poten; m — m erhoben erfcheint. Within 
wird zulegt bei irgend einer Differenzenreihe in dem allgeme: 
nen Ausdrud ihres Glieded nur Ein Beſtandtheil übrig de 
ben, in welchem x auf die Potenz m — m erhoben erfcheint: 
welcher Beftandtheil daher, da er keine Yunction von \ 
mehr ift, fondern nur von m und 4x abhängt, für alk 
Werthe von x derfelbe ift, und das conflante Glied die 
Differenzenreihe barftellt. 

Um zu beurtbeilen, bei welcher Differenzenreihe di 
gleichen Glieder eintreten müflen, und um zugleich dt 
Größe derfelben anzugeben, brauchen wir nur ben erflu 
Beftandfheil der für die fucceffiven Differenzen gegebenn 
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Ausdrüde ind Auge zu fallen, da diefer erfte Beftandtheil 
der bei weiterer Differenzenbildung zulegt allein übrig blei- 
bende iſt. Diefe erften Beftandtbeile find mxm1/x, 
m(m —1)x"-X.7x)? und m(m— 1) (m— 2)x"3(4x), 
und Diefelben haben ein fo einfaches Geſetz ihrer Coefficien- 
ten, DaB man ohne Weitere folgern kann, daß der erfte Be- 
ſtandtheil einer beliebigen, etwa der nten Differenz fein werde 


n(m—1)(m—2)..... (m (n—1))x=(Ix). 


"Segen wir m ftatt n in diefen Ausdrud, fo ift der 

erfte Beftandtheil der mten Differenz gleich 
m(m—1)(m—2).... 3.2.1 (.4x)® 

und wir ſehen, daß diefer erſte Beſtandtheil zugleich der 
einzige ift, und daß bei der Function x” die mie Diffe- 
renzenreihbe der Functionswerthe aus gleichen Gliedern be 
fteht, deren jedes eine Durch m und ./x auf die angegebene 
Art beflimmte Größe hat. 

Hat man flatt x" die Function ax”, fo wird die 
mte Differenz von ax” gleich fein der mten Differenz von 
x” multipliert mit a, weil bei jeder Function f(x) Die 
erfte Differenz von af(x) oder Saf(x)=af(lx+ fx) — af(x) 
—alf(x+1x)—f(x)]=aJAf(x), und dies ebenfo für 
alle folgenden Differenzen gilt, indem jede Differenz von 
f(x) ja überhaupt eine Zunction von x ift. 

Um endlich die gefundenen Refultate auch auf eine aus 
mehreren Potenzen von x zufammengefeßte Function aus⸗ 
zudehnen, brauchen wir nur zu bedenken, daß für eine aus 
beliebigen Functionen fx und y x zufammengefeßte Function 
fx-+yx die erfte Differenz erhalten wird, wenn wir Die 
erften Differenzen der einzelnen Functionen addiren, wovon 
man fich durch die fchematifche Ausführung der erſten Dif- 
fereng von fx-+yx leicht Überzeugen fann, indem 
A(fx + yx)=f(x+Ax)+yl(x+fx) — (fx+yx) 

—=f(x+AIx)—Ix+g(x+IxX)—gx . 
—= Jix+dJyx. 
Da nun die erften Differenzen beliebiger Zunctionen von 
Snell. I. 11 


⸗ 
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x felbft wieder Functionen von x find, fo wird die zweite 
und ſelbſtverſtändlich ebenfo jede folgende Differenz eine 
durch Addition von Yunctionen zufammengefehten Junction 
erhalten, wenn man dieſe Differenzen der einzelnen Functio⸗ 
nen nimmt, und diefelben zufammenadbdirt. 

In der allgemeinen Function 

arbx+ex+dx’.... +px"1+gx" 
ift fonach die mte Differenz conftant. Denn nimmt man 
die mte Differenz der einzelnen Potenzen von x, fo ift die: 
felbe für alle Potenzen, deren Erponent Heiner ald m if, 
gleih Null; es fallt mithin die mte Differenz der obigen 
allgemeinen Bunction mit der mten Differenz Des lepten 
Beftandtheild qx” zufammen, und ift dem Dbigen zu Folge 
für eine Zunahme 1x gleich 
1.2.3.4... (m—1).m.qg(./x)". 

Jede Potenzenreihe mit ganzen pofitiven Exponenten 
ftellt alfo eine in irgend einem höheren Grade gleichmäßig 
wachfende abhängig Weränderliche vor, und bat ein fir 
alle Werthe der willkürlich Weränderlichen gleichbleibende 
Geſetz des Wachſens, welches in irgend einer höheren Stufe 
der Differenzenbildung zum Worfchein kommt, fowie wir 
anderfeitd wiflen (f. $. 118), daß nur für folche Poten: 
zenreihen die Veränderungen des Wachſens zu einem nd 
lichen Abſchluß kommen, und ein unveränderliches Geſch 
des Wachſens fich angeben laßt, und daß mithin bei allen 
andern Functionen ein innerhalb eines Intervalles dauer: 
des Geſetz des Wachſens nur annähernd angegeben werten 
kann, und zwar in fofern als innerhalb dieſes Intervall 
die Yunction annähernd durch eine Potenzenreihe der wil: 
kürlich Weränderlichen ausgedrüdt werden Tann. 


$, 124. 


San den höheren Es bleibt und nun, um zu einem vollfländigen Be 
tiensen m Züge geiff der Natur des Wachſens veränderlicher Größen zu 
kommen, nicht mehr übrig, ald die über bie nieberm 


Grade ded Wachſens gefundenen Säge zu verallgemeiner, 
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was nach ber für Die einfacheren Fälle gegebenen Darftellung 
auf dem Wege einer einfachen Induction gefchehen kann. 

Jedes Wachſen einer abhängig Weränderlihen Tann 

nad Art und Größe nur in fofern beflimmt angegeben und 
auögeiprochen werden, als vorausgefegt wird, daß mit glei- 
hen Zunahmen der willkürlich Veränderlichen gleiche Zu⸗ 
nahmen der abhängig WVeränderlichen in irgend einer Stufe 
der fucceffiven Differenzenbildung verbunden find, oder daß 
die abhängig Weränderliche in irgend einem höheren Grabe 
gleihmäßig wachfend ift. Jede als ftetig veränderlich vor- 
ausgeſetzte Stärke des Wachſens in irgend einem Grade 
Tann dem beftimmten Größenwerth nad, den fie momentan 
annimmt, faßlich angegeben werden nur dadurch, daß man . 
die in demſelben Grade gleihmäßig wachſende Größe an- 
gibt, deren conftante Stärke ded Wachſens mit jener mo- 
mentanen zufammenfällt. Die allgemeine Zunction, unter 
welche jede in irgend einem höheren Grade gleichmäßig 
wachfende abhängig Weränderliche fubfumirt werden Fann, 
ift eine Potenzenreihe der willkürlich Weränderlichen mit 
ganzen pofitiven Erponenten. Se qx" dad Glied diefer 
Potenzenreihe mit dem höchften Erponenten, fo ift für ein 
unveränderliches „I x die mte Differenz der Potenzenreihe con- 
flant und gleich 1.2.3...n.g(./x)*. Diefe mte Dif- 
ferenz iſt das bezüglich auf den angenommenen Werth von 
9x beflimmte Maß der conftanten Stärke des Wachſens 
im mten Grade. Wird diefelbe durh (x )” Dividirt, fo 
liefert der fo gebildete mte Differenzquotient eine von I/x 
unabhängige conflante Zahl, deren Bedeutung, in fofern 
fie die Stärke des Wachfens im mten Grade bezeichnen foll, 
Daraus Mar ift, daß fie mit der mten Differenz zufammen: 
fällt, wenn man /x=1 ſetzt. 

Soll die Stärke des Wachfend im mten Grade be- 
flimmt werden für eine abhängig Veränderliche, deren Werth 
entweber überhaupt nicht durch eine Potenzenreihe mit gan- 
zen pofttiven Erponenten ausgedrüdt erfcheint, ober durch 
Potenzen, bie den Grad m überfleigen, fo ift die mie Dif⸗ 

11* 


164 Neuntes Bapitel. 


ferenz der Functionswerthe innerhalb jedes auch noch fo 
kleinen angebbaren Intervalles der willkürlich Verande: 
lichen nicht mehr conftant, und die Stärke des Wachſens 
im mten Grade alfo ſtetig veränderlih. Aus der Ste 
tigkeit diefer Veränderung folgt aber, daß die für einen 
beftimmten Werth der willfürlich Veränderlichen x vorhan 
dene momentane Stärke des Wachfend im mten Grade fid 
innerhalb eines Intervalled der Zunahmen von x um fe 
weniger ändert, je einer man dies Intervall ſetzt. Wenn 
man Daber die Stärke des Wachſens im mten Grade in: 
nerhalb eines kleinen Intervalle als conftant betraditd, 
und durch m gleiche Zunahmen, die man vom Anfange 
punfte dieſes Intervalles und innerhalb deſſelben nimmt, den 
mten Differenzquotienten beftimmt, und die Durch den Bath 
deſſelben angegebene Stärke des Wachſens im mten Grade 
als diejenige gelten läßt, Die im Anfangspunkte dieſes In 
tervalls vorhanden ift, fo wird der daraus hervorgehende 
Fehler durch Verkleinerung der gleichen Zunahnten dei s 
ganz beliebig Flein gemacht werden können. Da nun m 
mte Differenzquofient einer Function von x fo gut ale der 
erfte fi) mit Verkleinerung von x einem feften Gray 
werthe nähern muß, indem er ja felbft nur der erfte Dil 
ferenzquotient des vorhergehenden, alfo der erfte irgend an 
Function von x ift, und da anderfeits der Werth de m 
nerhalb eines Intervalls beftimmten mten Differenzquotienten 
fich mit Verkleinerung ded 7x dem wahren Werthe derim 
Anfangspunkte dieſes Intervalle vorhandenen momentane 
Stärke des Wachſens im mten Grade ohne Ende nähen 
muß, fo ift Far, daß der mit der Annullirung von Ss 
eintretende Grenzwerth des mten Differenzguotienten, we 
cher der mte Differentialquotient heißt, und analog den nice 
ren Differentialquotienten einer Function fx Durch * 
bezeichnet wird, die im Anfangspunkte des genommenen Ir: 
tervalls vorhandene momentane Stärke des Wachſens m 
mten Grade genau angeben muß. Wird der beftimmt 
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Zahlenwerth, in welchen der mie Differentialquotient einer 
Kunction von x für ein beflimmted x übergeht, gleich a 
gefunden, fo beißt dies: Die bei diefem beflimmten 
Werthe des x vorbandenemomentane Stärfe des 
Wachſens im mten Grade ift fo groß, daß, wenn 
fie unverändert bliebe, die Glieder der mten 
Differenzenreibe der Durch gleiche Zunahmen Ax 
entftebenden fucceffiven Functionswerthe ſämmt— 
lich gleich a(Ax)", oder für xl, gleich a fein 
würden. _ 

Died ift Die Bedeutung von * in Bezug auf das 
Wachſen der Größen y und x. Da aber der mte Diffe⸗ 
renttalquotient von y zugleich der erfte Differentialquotient 
des (m— 1 )ten Differentialquotienten von y tft (worauf 
auch das Verfahren der operativen Herleitung des mten 
Differentialquotienten von y gegründet wird) fo hat * 
auch noch die andere Bedeutung, daß dadurch die momen⸗ 
tane verhältnißmäßige Stärke des Wachſens der Größen 

m—l 
TI und x angegeben wird, fowie felbftverftändiih 


auch die momentane Beichleunigung des Wachfend der 


Größen — und x, oder die momentane Stärke des 
9qm-3 


Wachſens im dritten Grade der Größen — und xu.f.w. 


Den mit (dx)” multiplicirten mten Differentialquo⸗ 
tienten einer Function von x nennt man das mte Diffe⸗ 
vential dieſer Function. Für fich betrachtet hat baflelbe 
nur eine Bedeutung ald Ausdruck der Stärke des Wach⸗ 
ſens im mten Grade, indem fein durch den beliebig anzu 
nehmenden Werth von dx beflimmter Zahlenwerth angibt, 
wie groß bei dieſem Werthe von dx die Glieder der mten 
Differenzenreihe der Yunctionswerthe fein würden, wenn bie 
Stärke des Wachſens im mten Grabe unverändert bliebe. 














% 
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Relativ zu dem (m—L)ten Differential kann aber das mte 
Differential durch Verkleinerung von dx nicht blos beliebig 
vielmal Heiner gemacht werden ald das Erftere, fondern die 
beiden Differentiale werden au), wenn man die Verkleint 
rung von dx bis zum Nullwerth fortgefegt denkt, var 
ihrem gemeinfchaftlichen Webergang in den Nullwerth in 
ihrem gegenfeitigen Berhältnig alle denkbaren Zahlenwetthe 
durchlaufen haben, was daraus folgt, DaB das (m—.IIt 
Differential im Verhältniß der (m — L)ten Potenz von 
dx abnimmt, das ımte Differential aber im Verhältniß de 
mten Potenz von dx. Died gegenfeitige Verhalten dit 
mten Differentiald zu dem (m — L)ten bei ihrer geman: 
fchaftlihen Annäherung an Null ift ed, was man a 
drüden will, wenn nian das mte Differential kurzweg em 
Unendlichfeined der mten Ordnung nennt. 

In Betreff der möglichen verfchiedenen Arten di 
Wachſens, welche in jedem Grade denkbar find, überzeut 
man fich leicht, daß jeder foldende Grad doppelt fo vd 
Arten zuläßt ald der vorhergehende, weil jede in einm 
Grade vorkommende Art beim Fortgang zum nächften Ont: 
ald eine zunehmende oder abnehmende ſich zeigen wit, 
ie nachdem die dem vorhergehenden Grade entſprechenda 
Differenzen der Functionswerthe entweder größer ober fe 
ner werben, d. h. je nachdem die nächfte Differenz gleiche 
Vorzeichen mit der vorhergehenden bat oder entgegengtſch 
te. Dabei müffen die Zunahmen immer innerhalb and 
fo Heinen Intervalled genommen gedacht werben, daß fi 
mte Differenz gleiches Worzeichen mit dem mten Diffe: 
tialquotienten hat, was immer möglich ift, fo lange di 
Differentialquotienten bis zum mten endliche Werthe Haba 
Wenn man die Art Eennt, wie aus gegebenen Elementen 
Combinationen mit Wiederholungen und Verfegungen zt 
bildet werben, fo wird man fogleich einfehen, daß man ol 
möglichen Arten der Stärke des Wachſens im mten Gr! 
erhält, wenn man aus den beiden Zeihen + und — di 
Gombinationen der mten Kaffe mit Wiederholungen un 
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Verfegungen bildet. Im erften Grade der Stärke des 
Wachſens hat man nur zwei Zälle, indem ber erfte Diffe- 
renfialquotient entweder dad Borzeihen + oder — bat. 
Inden fich mit beiden Fällen ein pofitiver oder negativer 
zweiter Differentialquotient verbindet, erhält man in den 
Combinationen 


die vier Arten des Wachſens im zweiten Grade, und in: 
dem zu jeder dieſer vier Arten ein poftfiver oder negativer 
dritter Differentialquotient binzufritt, hat man in den Com⸗ 
binafionen 


+- +- +-+- 
++ --  ++-- 
++ ++ —- —-- 


alle acht Arten des Wachſens im dritten Grade. -Wenn die 
untereinander ftehenden Zeichen die Vorzeichen des erften, 
zweiten und dritten Differentialquotienten bedeuten, fo find 
in der Gruppe links alle Kalle der Stärke des Wachſens 
im dritten Grade enthalten, welche fich bei einer im drit- 
ten Grade gleichmäßig MWachfenden mit pofitivem dritten 
Differenzquotienten vereinigt finden, und welche 3. B. in 
dem Wachſen der Ordinaten der Fig. 59 oder in dem 
Wachſen der Fläche Fig. 62 vereinigt vorfommen, fowie in 
der Gruppe rechts alle Fälle des Wachſens im dritten Grade 
enthalten find, welche fich in dem Wachſen der DOrdinaten 
Fig. 60 und in dem Wachfen der Fläche Fig. 63 vereinigt 
finden. Wird jeder Diefer acht Combinationen wieder mit 
+ und — verbunden, fo erhält man vollftändig die fech: 
zehn möglichen Arten des Wachſens im vierten Grade, u. f. w. 
Die Anzahl der im mten Grade der Stärke des Wachſens 
möglichen Arten des Wachſens iſt 2%. Da jeder Artbe⸗ 
griff des Wachſens fich in zwei fpaltet, jo kann man nad) 
Art eined Stammbaumes eine Stammtafel unferer Begriffe 
von den Modificationen des Wachfend auf die einfache 
Reife entwerfen, daB man jede neue dichotomifche Abzwei⸗ 
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gung mit den Zeichen + und — behaftet, und aldbann 
ift jedes Glied in dieſer großen Familie von Begriffen durch 
die Verbindung, in welcher ed mit Den vorhergehenden 
Gliedern fteht, feiner Ratur nach völlig beſtimmt. Der 
Etammbegriff, aus welchem alle die Artbegriffe einer Stärke 
des Wachſens oder Abnchmens, einer Beichleunigung dei 
Wachſens u. f. w. hervorgehen, ift der Begriff eine ver⸗ 
änderlichen Größe, und die Nachkommenſchaft dieſes Be 
griffes ift wie Sand am Meere. 

Bliden wir zurüd auf die Aufgabe, welche wir und in 
dem erften Paragraphen diefes zweiten Theiles unferer Wiſſen 
[haft geftellt Hatten, und welche darin beftand, die Veränte 
rung der Stärke des Wachſens ſowie die Veränderung dieſer 
Veränderung, und fo fort jede neu hinzutretende Verande 
rung, mag diefelbe nun conftant oder felbft wieder veränderid 
fein, zu beftimmen, und auf diefe Weiſe die in jedem Baflıf- 
punfte der Veränderlihen zufammengedrängten innern Re: 
dificationen des Wachſens zu erkennen, und uns einen Bid 
in die verborgene Werkftätte deffelben zu eröffnen, fo ſchen 
wir, daß diefe Aufgabe jet gelöft if. Denn dieſe af 
den erſten Anblid fehr verwidelt erfcheinende Aufgabe it 
dadurch zur Erledigung gebracht, daß wir Die Korftel: 
fung einer ſolchen Veränderung des Wachſens auf gleiche 
Zunahmen, welche die abhängig Veraͤnderliche in irgend 
einer Stufe der Differenzenbildung annimmt, zurückzufüh⸗ 
ren, und den Zahlenwerth diefer Zunahmen bei jeder gege 
benen Yunction von x für jeden beliebigen Werth dei s 
zu berechnen gelernt haben. Damit ift der ganze Inhalt 
reihthum, welcher im Begriffe des Wachſens liegt, er: 
ſchloſſen, und die allgemeine Analyfe diefed Begriffes vollen: 
det. Ehe wir jedoch zu fpeciellen Anwendungen übergehen: 
haben wir zunächft noch Folgerungen von ganz allgemein« 
Natur, welche ſich auf die Functionen überhaupt bezichen, 
aus den gewonnenen Begriffen zu entwideln, und dieſelben 
werden den Inhalt der beiden nächſten Capitel bilden. 


.— = nn — — — u 
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Näherungswerthe der Functionen durch gleichmäßig 
Wachfende in höheren Graben, oder die Zaylor’fche, 
die Maclaurin’fche und andere Reihen. 
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Ein Jeder, der auch nur einen flüchtigen Blick in die höhere Ausem., Xusbrut 
Mathematit geworfen bat, weiß J daß man unbekannte — 


—— einer andern adäquaten Form —8 
durch Potenzenreihen der willkürlich Veränderlichen ober 
eines Theiles der willkürlich Veränderlichen mit ganzen po- 
fitiven Erponenten zu entwideln pflegt, welche Potenzen- 
reihen den Werth der abhängig Weränderlihen um fo ge 
nauer angeben, je mehr Glieder der Reihe man zufammen- 
addirt. Dies will heißen, DaB man Functionen, welche in 
allen Graden der Stärke des Wachſens ungleichmäfig 
wachfend find, und bei denen die Regel des Wachſens nie- 
mals zum Abfchluß zu bringen iſt, näherungsweife durch 
andere Zunctionen ausdrüdt, die in irgend einem höheren 
Grade gleihmäßig wachfend find. Ziemlich lange vor der 
Entdedung der Differential: und Integralrechnung hat man 
fon vielfältig folche Entwidelungen von Yunctionen be: 
werffteligt durch Methoden, deren Zufammenhang mit den 
Begriffen und der Methode der Differential» und Integral- 
rechnung wenigftend nicht unmittelbar einleuchtend if. Nun 
haben wir fhon in einzelnen Beilpielen geſehen, daß eine 
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Potenzenreihe, d. h. eine in einem höheren Grade gleidy- 
mäßig wachſende Function, welche eine andere Zunction in 
demſelben Grade berührt, einen Näherungswerth diefer zwei- 
ten Function abgeben kann, wenigftend innerhalb eines vom 
Berührungspunfte aus genommenen nicht allzugroßen Inter- 
valles, wie 3. B. die Irdinaten der parabolifchen Linie da 
Fig. 57, welche Linie in Bezug auf Ordinaten im dritten 
Grade gleichmäßig wachſend ift, und die Kreislinie im drit- 
ten Grade berührt, faft ganz mit den Drdinaten der Kreis- 
linie zufammenfallen innerhalb des Intervalle be der Ab— 
fälle. Es fragt fi alfo, wie die Potenzenreihen über: 
Baupt, die einen Näherungswerth einer Function Tiefern, 
mit denjenigen Potenzenreihen zufammenhängen, in welchen 
die in irgend einem höheren Grade vorhandene Stärke des 
Wachſens diefer Kunction ald zur Ausführung gefommen 
erfcheint, welche letzteren Potenzenreihen Doch ebenfalld einen 
Näherungswerth liefern können. Die Coefficienten derjenigen 
Hotenzenreihen, welche eine in einem höheren Grade be _ 
rührende Function ausdrüden, find, wie aus den früheren 
Darſtellungen erfichtlih, beflimmt Durch die in den ver 
fhiedenen Graben ftattfindende momentane Stärke des 
Wachſens, welche die berührte Function im Berührungs: 
punkte hat, und ed entſteht daher natürlich die Frage, ob 
nicht überhaupt Die Coefficienten aller Potenzenreihen, welche 
einen Näherungswerth einer Function liefern, beftimmt find 
durch Die verfchiedengradige Stärke des Wachſens, welche 
diefe Function in irgend einem Verflußpunkte der willfürlich 
Veränderlichen hat. Es wird aber ferner, auch wenn dieſe 
Trage entfchieden ift, außerdem noch feftgeflellt werden müf- 
fen, ob und in wiefern eine Function durch eine in einem 
höheren Grade gleichmäßig Wachiende mit beliebig großer 
Genauigkeit ausgedrüdt werden könne, Damit man einer 
ſeits nicht durch blindlings angenommenen uneingefchränkten 
Gebrauch ſolcher Potenzenreihen in die Irre geführt werde, 
anderſeits nicht Durch übertriebene Vorſicht fich zu fehr been- 
gen laſſe in dem Gebrauche derfelben. 
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Um die vorgelegten Unterfuchungen auszuführen, wird 
ed vor allen Dingen nöthig fein, die Darftellung einer in 
irgend einem höheren Grade berührenden und zugleich gleich 
mäßig wachfenden YBunction, welche bieher nur in fehr 
fpeciellen Beifpielen gegeben worden ift, zu verallgemeinern, 
und zwar fo, daß fie fich erſtens auf alle Grabe der Be- 
rührung anwenden laßt, daß fie zweitens ſich auf eine be 
liebige Function f(x), welche die in einem höheren Grade 
berührte Function vorftellen fol, bezieht, und daß fie drit- 
tend auf einen ganz beliebigen Berührungspunft bezogen 
if. Das zu dieſer Darftelung Anzumendende Verfahren 
ift genau daſſelbe, welches früher in den fpeciellen Beifpie- 
len angewendet worden ift, und Tann durch den Rückblick 
auf jene Beifpiele des Unfaßlichen, was folche abftracte 
Entwidelungen für Ungeübtere zu haben pflegen, leicht ent- 
Meidet werden. Es ift unbefchadet der Allgemeinheit ge 
ftattet, die ganze Darftellung der berührenden Yunction 
auf das anfchaulihe Bud von fich berührenden Linien zu 
beziehen. . 

Es ſei die Drbdinate einer Linie gegeben durch die 
Function f(x) der Abfciffe x. An der Stelle der Linie, 
an welcher x den Zahlenwerth a hat, Tann man fich eine 
in Bezug auf ihre Drdinaten in einem höheren Grade 
gleihmäßig wachſende und in demfelben Grade berührende 
Linie denken. Es fol die Gleihung für die Ordinate y 
einer folchen etwa im fünften Grade berührenden Linie auf- 
geftellt werden, wobei ſich dieſe Gleichung auf daſſelbe 
GCoordinatenfuftem beziehen möge, welches der Ordinaten⸗ 
gleichung der berührten Linie zu Grunde liegt. Die ge 
fuchte Gleichung wird im Allgemeinen fein 

v=A+Bx+CY”+Dx+Ex'+Fx° 
und es handelt fi) darum, die unbeflimmten Coefficienten 
A,B, C u. f. w. durch die als gegeben betrachtete Function 
f(x) und den Zahlenwerth a zu beflimmen. Da die Linien 
für den Werth a der willfürlich Weränderlichen ſich im 
fünften Grade berühren follen, fo werden die Werthe, 


170 Zehntes Gapitel. 


Potenzenreihe, d. h. eine in einem höheren Grade gleich 
mäßig wachfende Function, welche eine andere Zunction in 
demfelben Grade berührt, einen Näherungswerth diefer zwei 
ten Function abgeben kann, wenigftend innerhalb eines vom 
Berührungspunfte aud genommenen nicht allzugroßen Inte: 
valled, wie 3. B. die Ordinaten der parabolifchen Xinie dn 
Sig. 57, welche Linie in Bezug auf Drdinaten im dritten 
Grade gleihmäßig wachſend ift, und die Kreislinie im drit: 
ten Grade berührt, faft ganz mit den Drdinaten der Arak- 
linie zufammenfallen innerhalb des Intervalles be der U: 
ſciſſe. Es fragt ſich alfo, wie die Potenzenreihen übe: 
haupt, die einen Näherungdwerth einer Function liefem, 
mit denjenigen Potenzenreihen zufammenhängen, in weldhe 
die in irgend einem höheren Grade vorhandene Stärke it 
Wachſens diefer Function ald zur Ausführung gekommen 
erfcheint, welche letzteren Potenzenreiben doch ebenfalls nn 
Näherungswerth liefern können. Die Eoefficienten derjenige 
Potenzenreihen, welche eine in einem böberen Grade be 
rührende Function ausdrüden, find, wie aus ben frühen 
Darftellungen erfichtlih, beſtimmt Durch Die in den mr 
fhiedenen Graben flattfindende momentane Stärke it 
Wachſens, welche die berührte Function im Berührung 
punkte bat, unb ed entſteht daher natürlich Die Frage, ft 
nicht überhaupt die Goefficienten aller Potenzenreihen, med 
einen Räherungswerth einer Function liefern, beftimmt fit 
durch die verfchledengradige Stärke des Wachſens, welh 
diefe Function in irgend einem Verflußpunkte der willkürlich 
Veränderlichen hat. Es wird aber ferner, auch wenn dit 
Frage entſchieden ift, außerdem noch feftgeftellt werben mil: 
fen, ob und in wiefern eine Function durch eine in ein 
höheren Grade gleichmäßig Wachfende mit beliebig groß 
Genauigkeit ausgedrücdt werden könne, damit man «nt 
feit8 nicht durch blindlings angenommenen uneingefchranfte 
Gebrauch folcher Potenzenreihen in die Irre geführt wert. 
anderſeits nicht durch übertriebene Vorſicht fich zu fehr be: 
gen lafle in dem Gebrauche derfelben. 
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Um die vorgelegten Unterfuchungen auszuführen, wird 
ed vor allen Dingen nöthig fein, die Darftellung einer in 
irgend einem höheren Grade berührenden und zugleich gleich» 
mäßig wachfenden Function, welche bisher nur in fehr 
fpeciellen Beifpielen gegeben worden ift, zu verallgemeinern, 
und zwar fo, daß fie fich eritend auf alle Grade der Be⸗ 
rührung anwenden läßt, daß fie zweitens ſich auf eine be- 
liebige Function f(x), welche die in einem höheren Grade 
berührte Function vorftellen fol, bezieht, und daß fie drit- 
tend auf einen ganz beliebigen Berührungspunkt bezogen 
if. Das zu dieſer Darftelung Anzumwendende Verfahren 
ift genau daflelbe, welches früher in den fpeciellen Beifpie: 
len angewendet worden ift, und kann durch den Rückblick 
auf jene Beifpiele des Unfaßlichen, was folche abftracte 
Entwidelungen für Ungeübtere zu haben pflegen, leicht ent- 
Feidet werden. Es tft unbefchadet der Allgemeinheit ge 
ftattet, Die ganze Darftellung der berührenden Function 
auf das anfchaufiche Bid von fich berührenden Linien zu 
beziehen. ö 

Es fei die Drdinate einer Linie gegeben durch Die 
Funttion f(x) der Abfeiffe x. An der Stelle der Linie, 
an welcher x den Zahlenwerth a bat, kann man fich eine 
in Bezug auf ihre Drdinafen in einem höheren Grade 
gleichmäßig wachfende und in demfelben Grade berührende 
Zinie denken. Es fol die Gleichung für die Ordinate y 
einer folchen etwa im fünften Grade berührenden Linie auf- 
geftellt werden, wobei fich Diele Gleichung auf daffelbe 
Coordinatenfuften beziehen möge, welches der Drbinaten- 
gleichung der berührten Linie zu Grunde liegt. Die ge 
fuchte Gleichung wird im Allgemeinen fein 

y=A+Bx+Cx’+Dx’+Ex'+Fx’ 
und ed handelt ſich darum, die unbeftimmten Coefficienten 
A, B,Cu.f. mw. durch die ald gegeben betrachtete Function 
f(x) und den Zahlenwerth a zu beflimmen. Da die Linien 
für den Werth a der willfürlih WVeränderlichen fi) im 
fünften Grade berühren follen, fo werden die Werthe, 
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welche die Function f(x) und ihre fünf erften Differential: 
quotienten für z=a annehmen, und die durch f(a), 
ol ‚ an u. f. w. zu bezeichnen find, gleich fein 
den Werten, welche die Function y und ihre fünf erſten 
Differentialquotienten für x—a annehmen. Die Differn- 
tialquotienten der Function y find der Reihe nach 
B+2Cx+3Dx’+4Ex’+5Fx' 
1.2C+2.3Dx +3 .4Ex’+4.5Fx’ 
1.2.3D+2.3.4Ex+3.4.5Fx’ 
1.2.3.4E +2.3.4.5Fx 
1.2.3.4.5F. 

Nehmen wir die Werthe, in welche die Function y und ihre 
fünf erften Differentialquotienten übergehen, fobald man der 
willkürlich VBeränderlihen x einen gewillen Zahlenwerth a 
ertheilt, fo können wir folgende Gleichungen bilden : | 
f(aJ)=A+Ba+Ca+Da’+Ea'+ Fa’ 








SA2) _B+2Ca+3Da’+4Ea’+5Fa' 

K —1.2C+2.3Da+3.4E0+4.5Fa 
ST —1.2.3D+2.3.4Ea+3.4.5Fa 
2) —1.2.3.4E+2.3.4.5Fa 
(a2) _1.9.3.4.5F. 

dx? 


Da wir ſechs Gleichungen haben, fo laſſen ſich die 
in denfeldben enthaltenen ſechs unbeftimmten Coeffictenten 
ABCDEF beftimmen. 2öfen wir daher diefe Gleichungen 
fo auf, daß wir die ſechs Goefficienten ald die gefuchten 
Unbelannten betrachten, fo erhalten wir 
1 d’f(a) 
—1.2.3.4.5° dx 

1 d’f(a) d’f(a) a 
P=1334 | 1 





dx dx '1 
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D— 1 Era) _ d’f(a) a  d’f(a) a? 
1 133% dx’ 1 ' dx 13] 
—8 f(a) a 1fa) a? dla) a’ | 

[= ler Fuer Fu T Ir 13 133) 

om 8 — Fre) ) ® dYf(fa) a 

1.2 dx* "1.2.3 
d’ a). a’ . 
dx? 1.2.3.4 

Aha df(fa) a , df(a) a? d’f(a) a’ 





dx 'ı "dx '1.2 dx "1.2.3 
d’f(a) dia) a’ 

dx "1.2.3.4 dx’ "12.345 
Führen wir diefe für die unbeftimmten Coefficienten gefun- - 
denen Werthe ein in die obige Function von x, welche für 
die Ordinate y der im fünften Grade berührenden Linie 
angenommen worden war, fo erhalten wir 
df(e) a d’ un ° da) a 











y=fa)-75 1 —. Te TI S5 
—B a. 7 a’ 
Dt Ta 30 a 12345 











+ [4@ d’f(a) a  d’fa) a d'f(a) a’ 

dx dx "1" a 12 dx'123 
d’f(a) a' HF 2 __Pf(a) a 
dx’ '1.2.3.4]1 dx? dx "TI 

d’f(a) a? d’f(a) a? } x? 


—— —— ——— — ——— — — 


dx’ '1.2 dx® " 1.2.3 


d’f(a) def(a) a d’f(a) a’ x? 
+ En te Tata 

d’f(a) d’f(a) a x’ | 

[ dx! "dx | 1.2.3.4 

d’f(a) x ( f 

dx® '1.2.3.4.5 
Wir wollen, fowie wir bei diefer Reihe durch Beifügung 
der Zahl 1 gethan haben, Die in diefem Gapitel noch auf: 
zuftellenden verfchiedenen Reihen numeriren, um fie auf 
Diefe Weife kurz bezeichnen zu können. 
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Die vorftehende Potenzenreihe von x ift, abgefehen 
von Linien und ihren Ordinaten, überhaupt der allgemeine 
Ausdrud einer im fünften Grade gleihmäßig wachfenden 
Function von x, welche mit einer beliebigen Function f(x) 
eine Berührung im fünften Grade eingeht bei demjenigen 
Functionswerthe, für welchen die willfürlich Veränderliche x 
den Zahlenwerth a bat. Obgleich die Coefficienten der ein: 
zelnen Potenzen von x aus einer ziemlichen Anzahl von 
Theilen zufammengefeßt .erfcheinen, fo ift doch das Bil- 
dungsgeſetz derjelben fo einfach und überfichtlih, daB man 
ohne Weitered im Stande fein wird, die Formel durd 
Induction zu verallgemeinern, und auf beliebige höher 
Grade dee Berührung auszudehnen. Man braucht nämlich 
nur zu beachten, daB in den Coefficienten ber einzelnen 
Potenzen von x die auffteigenden Differentialquotienten von 
f(x) mit ihren für x—a geltenden fpeciellen Werthen vor- 
kommen, und daß dieſe Differentialquotienten zwar in allen 
Coefficienten auffteigen bis zu der Rangzahl, welche den Grad 
der Berührung angibt, daß aber der Coefficient einer jeden 
Potenz von x anfängt mit dem gleihhohen Differential: 
quotienten. Das den Potenzen von x voraudgehende con- 
ftante Glied enthält außer den fammtlihen Differential: 
quotienten auch noch f(a). In allen Goefficienten der Po: 
tenzen von x ſowol ald in dem conflanten Gliede der Por: 
mel haben die Beſtandtheile abwechfelnde Vorzeihen und 
der erfte das Vorzeichen +, und in allen enthält der ‚ gwoaite 
Beftandtheil den Factor a, der dritte den Sartor 75 m ‚be 
vierte den Factor 1 5 z u. f. w. In diefen wenigen Be 


flimmungen ift das ganze Bildungsgefeb der Formel ent: 
halten. Man wird bemerken, daß man, um bie in irgend 
einem Grade berührende Function barzuftellen, die berübrte 
Function FLx) nicht zu Fennen braucht, fondern daB man 
nur einen fpeciellen Werth f(a) derfelben zu willen braucht, 
und den erften Differentialquotienten von f(x) allgemein ba- 
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ben muß, um die folgenden Differentialquotienten daraus 
abzuleiten. 

Soll zunächſt eine im erften Grade gleichmäßig wad)- 
fende und im erften Grabe berührende Function dargeftellt 
werden, 3. B. die Ordinate der Tangente bei Parallelordi- 
naten, fo fommt in dem Ausdrude derfelben nur die erfte 
Potenz von x vor, indem alle Differentialquotienten von 
f(x) vom zweiten an wegfallen, und man erhält 

vr LIOB 4 a1) x 


welches befanntlich die gemeine — der Tangente 
iſt für eine krumme Linie, deren Ordinate durch f(x) aus⸗ 
gedrückt iſt, und die in dem Punkte, für welchen die Ab⸗ 
ſciſſe gleich a iſt, von der Tangente berührt wird. 

Eine im zweiten Grade gleichmäßig wachſende und in 
demſelben Grade berührende Function wird gegeben durch 


die Gleichung 
df(a) a Eile) a? [He d’fla) a ] x 
1 


' 














y=fla) = 7% dx It "1.2 dx dx'ı 
d’f(a) * 
* dx? 1.2 


Dies iſt alſo auch die allgemeine Gleichung der Pa⸗ 
rabel, in deren Ordinaten die momentane Beſchleunigung 
des Wachſens der Parallelordinaten einer Curve zur Ausfüh⸗ 
rung kommt. Wir haben früher die Gleichungen einiger ſol⸗ 
cher Parabeln unmittelbar aus den Bedingungen der Aufgabe 
abgeleitet. Nimmt man ſtatt der unbeſtimmten Function f(x) 
die in jenen Beifpielen gegebenen beftimmten, und ſtatt a 
den für den Berührungspunft angenommenen Abfciffenwerth, 
fo werben die nach der vorſtehenden Formel erhaltenen Functio⸗ 
nen von x mit den dort gefundenen zufammenfallen. _ 

Ebenfo würde die früher für fpecielle Curven mühſam 
abgeleitete Gleichung einer in Bezug auf ihre Ordinaten 
im dritten Grade gleihmäßig wachſenden und im dritten 
Grade berührenden parabolifchen Linie für jede Curve er- 
balten werben nad) der Formel: 
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_ _Ifla) a , fa) a d’ffe) a 
y=f(a) x 1 dx® '1.2 de 1.23 





d 

df(a) dfla) a, dla) aA ]x 
+| dx dx it dx? al 

A — df() 9 x, dia) 

dx? dx’ 11.2 dx’ 1.2.3 

Mad hier von Drdinaten frummer Linien gezeigt i, 
gilt vor den Bunctionen überhaupt, und fowie die Ordint: 
einer in einem höheren Grade berührenden Linie mit ie 
Ordinate der berührten wenigftens in der Nähe des dr 
rührungspunftes fehr nahe zufammenfallen Tann, fo mit 
auch allgemein die eine Function f(x) in einem höhe 
Stade berührende Function, d. b. der durch die Reihe (Ü) 
gegebene Ausdrud von y, ein Näherungswerth der Yuncdn 
f(x) fein können, wenigftend innerhalb gewiſſer Sram 
des vom Berührungspunfte aus genommenen Internal 
der willkürlich Veränderlihen. Die Bedingungen, ut 
welchen die berührende Yunction einen mit höheren Orte 
der Berührung immer genauer werdenden Näherungitr 
der berührten Function angibt auch für ſolche Werthe von. 
welche von a fehr verjchieden find, fowie die Bedingung. 
unter welchen durch Die Formel der berührenden Fund: 
ein Näherungswerth der berührten überhaupt wicht mi 
ten werden Tann, follen fpäter unterfucht "und feftgeft 
werden.‘ Worläufig halten wir uns an die unmittdie 
ſich darbietende Vorftelung, daß es im Allgemein my 
lich ift, auf diefem Wege Näherungswerthe der Funttieus 
zu erhalten. 

Um ein Beiſpiel von wirklicher Berechnung ti 
Näherungswerthes nach unferer Formel zu geben, fo 
men wir an, man wollte den Logarithmus einer Zahl 
Durch eine Potenzenreihbe von x annähernd berechnen. 
wollen bei Beflimmung diefes Näherungswerthes nur 
zum dritten Grade der Berührung fortgehen. Die Fun 
f(x) der allgemeinen Formel ift jegt Lgx. Wenn B 
Bafis des angenommenen Logarithmenſyſtems ift, fo 
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die drei erſten Differentialquotienten der Yunction Lgx der 

1 1 1 1 1 12 
Reihe nad) 7B'z’ 7'537 und —— TB’ 
IB den nafürlichen Logarithbmus der Baſis B vorftellt 


(. $ 83). Die allgemeinen Ausdrücke f(a) us 


2 3 
a, te) ber Formel find alſo in unferm Falle 
x dx 
1 1.2 


1 1 1 1 
gegeben durch Lga, 7B'7' 7 8 TB 8° 
Führen wir diefe Werthe ein in die allgemeine Formel der 
im dritten Grade berührenden Zunction, und ſetzen wir 
dieje erhaltene Function von x, als Näherungswerth von 
Lgx, ohne Weiteres diefem gleich, fo haben wir 

1 1 1 ı fı 1 _ 17x 
Le—bgtg|-1- 5-7] -) 

1 1 21x? 1 1.2 x 

+ TB| — ae na 13'877 T35 


a 

Man wird von einer folhen nur im dritten Grabe 
berührenden Sunction natürlich nicht mehr erwarten, als 
daß fie den Werth von Lgx mit einiger Genauigkeit an- 
gibt, fobald x nicht fehr verfchieden von a if. Es würde 
freilich leicht fein, diefe Formel für den beliebigen mten 
Grad der Berührung aufzuftellen, und dann erhielte man 
die Function Lgx ausgedrüdt durch eine Potenzenreihe 
von x, welche auch für folche Werthe von x, die von a 
bedeutend abweichen innerhalb eines fpäter noch genauer zu 
beftimmenden Spielraumd, einen mit Vergrößerung der 
Zahl m ohne Ende genauer werdenden Näherungswerth 
von Lgx liefert. Nehmen wir an, ed ſollte nach der obi- 
gen Formel der gemeine Logarithmus einer Zahl berechnet 


werden, fo ift flatt —- I die Zahl AG oder : 0,434294... 


zu fegen. Die —* a muß fo gewählt werben, daß Lga 
befannt ift. Nehmen wir 3. B. a—100, und folglich 
12 


Seinell. II. 
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dern fehr erleichtert wird, was offenbar für den Gebrauch 
diefer Reiben, bei welchen je nach Bedürfniß der Grad 
der Berührung oft fehr verfchieden genommen wird, fehr 
wünfchenswerth if. Um biefe einfache Form des erwähn- 
ten Geſammtzuſatzes zu finden, brauchen wir nur die ſucceſ⸗ 
fiven berührenden Zunctionen fo aufzuftellen, daß wir Dur 
Zufeßung der fehlenden Beſtandtheile von einer Yunction 
zur folgenden übergehen. Die im erften Grade berührende 
Function ift 
df(a) a ,df(a) x 

O- 1% T 
Vergleichen wir diefe Function mit der im zweiten Grade 
berührenden, fo fehen wir, daß zu der erfteren noch die 
Beftandtheile 

d’f(a) a’ d’f(a) d’f(a) x’ 

dx? '1.2 dx dx "1.2 
binzutreten müflen, um die zweite zu bilden. Die im drit⸗ 
ten Grade berührende Function geht hervor, wenn wir zu 
der im zweiten Grade berührenden noch folgende Beſtand⸗ 
theile zufegen 











a x 
-T:T7 





d’f(a) a’ dfa) @ x dfa) a x“ 
ix 123 a IT? ıito TTI 
d’f(a) x’ 
—9x°T.2.3° 


Um zu der im vierten Grade berührenden Function über- 
zugeben, müßten wir zu der im dritten Grade berührenden 
zuſetzen 

d’f(a) a' dfa) @ x, dfa) a x 
x 1234 x 1231779 12712 











— — ——. —— Egg 


Das ſehr einfache Bildungsgeſetz eines ſolchen Zuſatzes 
iſt aus den vorliegenden Fällen hinlänglich einleuchtend. 
Da in allen Beſtandtheilen eines jeden Zuſatzes derſelbe 
Differentialquotient von f(x) vorkommt, fo können wir die⸗ 
ſelben auch ſo ſchreiben 
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der im dritten hat berührenden Function noch der Werth 
1 

von = a un 34 binzugefegt werden muß, um den 

entiprechenden Werth der im vierten Grade berübrenbden 

Function zu erhalten. In unferm Beifpiel vom Logarith⸗ 

mus, wo der vierte Differentialquotient von Lgx gleich 





. 1 1.2.3 d’f(a) . 
ft — -p- — ‚ und ſtatt —7 alſo zu ſetzen iſt 
— 0,434294 . 3 „, wird demnah, da a—=100 und 





x 10l angenommen war, zu dem ſchon gefundenen 
Mäherungöwerth noch — 0,434294 . 2:3 SIT 





zugefügt werden müflen. Da 





1 
ober — 0,434294 . og; 


diefe Zahl in den acht erften Decimalftellen lauter Nullen 
bat, fo Tann der durch die im dritten Grabe berübrende 
Function gefundene Näherungswerth des Logarithmus von 
101 durch weiter gefriebene Annäherung erft in der achten 
Decimalftelle einen Zufaß erhalten. 


g. 196, 


Die in dem vorhergehenden Paragraphen aufgeftellte Die Zatorid: 
Potenzenreihe von x, die Reihe (1), durch welche allge 
mein Die eine befiebige Function f(x) in einem höberen 
Grade berührende Zunction ausgedrüdt ift, hat in dieſer 
Korm das Unbequeme, daB die Coefficienten der Potenzen 
von x fowol ald das conftante Glied der Reihe für jeden 
andern Grad der Berührung auch andere werden, indem 
man, um die im nächfthöheren Grade berührende Function 
Darzuftellen, zu jedem Gliede der Reihe noch einen Be⸗ 
flandtheil zufeben muß. Betrachten wir aber die Summe 
dieſer Zuſätze für fih, fo bemerken wir, daß fie auf eine 
fehr einfache Form gebracht werden kann, wodurdy ber 
Fortgang von einem Grade der Berührung zu einem an- 

12 * 
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dern fehr erleichtert wird, was offenbar für den Gebrauch 
dDiefer Reihen, bei welchen je nah Bebürfniß der Grad 
der Berührung oft fehr verfchieden genommen wird, fehr 
wünfchensmerth ifl. Um Diefe einfache Form des erwähn- 
ten Geſammtzuſatzes zu finden, brauchen wir nur die ſucceſ⸗ 
fiven berührenden Functionen fo aufzuftellen, daß wir durch 
Zufegung der fehlenden Beftandtheile von einer Yunction 
zur folgenden übergehen. Die im erften Grade berührende 
Function ift 
df a a df(a) x 
f— ı dx 'T° 
Vergleichen wir bie Function mit der im zweiten Grade 
berührenden, fo ſehen wir, DaB zu der erfteren noch dic 
Beftandtheile 

d’f(a) a’ d’f(a) a x d’f(a) x’ 

dx 1.2 de 'ı'1" dx "12 
binzufreten müſſen, um Die zweite zu bilden. Die im drit: 
ten Grade berührende Zunction gebt hervor, wenn wir zu 
der im zweiten Grabe berührenden noch folgende Beftand: 
theile zufegen 














fla) a If) Aa x  dfa) a x’ 
dis 123 dx IT2 TT2 
d’f(a) x’ 
dr T2.3° 


Um zu der im vierten Grade berührenden Function über: 
zugehen, müßten wir zu der im dritten Grade berührenden 
zufegen 
d’f(a) a' dfa) aꝛ x, dfa) a x’ 
dx 1.2.34 dx 123174 1212 
d’f(a) a x⸗ d'f(a) x! 
dx "11.2.3 ax 1.2.3.4 ' 

Das fehr einfache Bildungsgefet eines ſolchen Zufages 
ift aus den vorliegenden Fällen binlänglich einleuchtend. 
Da in allen Beftandtheilen eined jeden Zuſatzes Derfelb: 
Differentialquotient von f(x) vorfommt, fo fünnen wir die 
felben auch fo ſchreiben 
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ta) + = [-atx] 
„or ? a 




















x x? 
12 Fi wi 
„ Pf) ex a x) 
ds? 1-7 TFT TT977 2.3 
Ar a’ x a x? 
+77 113237123 aggrar 
x? 


3. 
a 
TT2377T2347 ER 

Je nachdem man in diefem Ausdrude nur die erfte Ho- 
rizontalreihe, oder die Summe der erften und zweiten, oder 
die Summe der erften, zweiten und dritten nimmt u. |. w., 
bat man die im erflen, zweiten oder dritten Grade u. |. w. 
berührende Function. Man wird aber fogleich bemerken, 
daß die in Klammern flehenden Ausdrücke die Form von 
Potenzen eines Binoms haben, und zwar daß diefer Aus⸗ 
drud in der erften Horizontalreihe gleich (x — a)', in der zwei⸗ 


ten gleich 4 a)”, in der dritten gleich 336) 





und in der vierten glei) 434 (x— 2)" iſt. Und da bie 


Berechtigung der Fortſetzung dieſer einfachen Bildungsregel 
augenfällig ift, fo können wir eine die Function f(x) in 
irgend einem höheren Grade berührende und in bemfelben 
Grade gleichmäßig wachjende Zunction y, flatt in Form 
der Reihe (1), in folgender Form ausdrüden 
2 2 

vll) + OR aa a, e’tCa) | aa) 

Fr (x—.a)’ 

Tas (2) 

Hier haben wir nun einen Ausdrud der berührenden 
Zunction, welcher die größte Bequemlichkeit des Fortganges 
von einem Grade der Berührung zu einem nächfthöheren 
Darbietet, da bei diefem Fortgange die Coefficienten ber Po- 
tenzen von (x— a) nicht verändert werden, fondern nur 
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tung zugefchrieben zu haben. Wir werben jedoch in einem 
folgenden Paragraphen dieſes Capiteld ſehen, daß er ge 
wiſſen Einfchränfungen unterworfen werden muß. 

Wenn ed Einem nur um die Aufftellung der Taylor'ſchen 
Feige, ald der einfachften Form der in einem beliebigen, 
aber feften, nicht mit x veränderlichen Punkte berührenden 
Function, zu thun ift, fo braucht man diefelbe nicht, wie 
bier gefchehen, aus der Reihe (1) abzuleiten, fondern man 
fann fie unmittelbar auf demfelben Wege wie die Reihe 
(1) erhalten, welcher Weg aber alddann unter den bei der 
Zaylor’fchen Reihe gefebten vereinfachenden Bedingungen 
viel fürzer wird. Es fei, um dies kurz darzuftellen, die 
willkürlich Weränderliche einer Function durch a+ x mt 
die Function felbft duch fla+x) ausgedrückt. Es fell 
eine in einem höheren Grade gleihmäßig wachiende Function 
gefucht werden, welche die Function f(a+x) in Demfelben 
Grade berührt, und zwar an der Stelle, wo die willkürlich 
Beränderliche der berührten Function den Zahlenwerth a hat. 
Nehmen wir an, dag x die willfürlich Weränderliche der 
gefuchten Function fei, fo hat diefelbe, als eine in einem 
höheren Grade gleichmäßig wachlende, im Allgemeinen 
die Form 

A+Bx+Cx’+Dx’+Ext... 

Die Werthe, welche diefe Function und ihre fucceffinen 
Differentialquotienten annehmen für x60, follen zufam- 
menfallen mit den Werthen, welche die Function f(a+x) 
und ihre Differentialquotienten annehmen für 0, d. h. 

2 
mit den Werthen f(a), = , d un. u. ſ. w. Die fuc 
ceſſiven Differentialquotienten der durch unbeſtimmte Coeffi⸗ 
cienten ausgedrückten geſuchten Function ſind der Reihe nach 
B+2C6Cx+3Dx’+4Ex?.... 

1.2C+2.3.Dx +3.4AEx’.... 

1.2.3D + 2.3.4Ex.... 

1.2.3.4E.... 
Für x=0 nimmt die gefuchte Junction den Werth A, unt 
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ihre vier Differentialguotienten nehmen der Reihe nach Die 
Werthe B, 1.2.C, 1.2.3D und 1.2.3.4E an; und da 
diefe Werthe, wie vorher gejagt, den Werthen von f(a), 
df(a) d’f(a) 


It de f. w. gleich fein follen, fo erhalten wir 








2 
die Gleichungen A=f(a), B— no ‚ 1.20= a, 
1.2.3D — n, 1.2.3.4E — r N, und durch die— 








felben die unbeflimmten Goefficienten ohne Weitered ausge: 
drüdt durch fpecielle Werthe der berührten Function und 
ihrer Differentialquotienten. Setzen wir die fo erhaltenen 
Werthe von A, B, C, D, E in die oben angenommene 
Born der berührenden Zunction, fo haben wir 

dla) x , d’fla) x’ dia) x 
‚=ad+ Tre Tate rar) 





Verlangt man eine anfchauliche Nachweifung des Wer- 
thed und der Bedeutung eines beliebigen Aggregats von 
Gliedern der Zaylor’fchen Reihe, oder eines einzelnen Glie⸗ 
des berjelben, fo ift biefelbe leicht zu geben. Erſtens ift 
für fich einleuchtend, daß ein vom Anfang der Reihe an 
genommened Aggregat von Gliedern nichts weiter vorftellt, 
al8 diejenige Function, in welcher die momentane Stärke 
des Wachſens irgend eined Grades, die für den Werth a 
der willkürlich Weränderlichen einer Function vorhanden ift, 
zur Ausführung kommt, was wir früher in Bezug auf 
veränderliche Raumgrößen die Conftruction der momentanen 
Stärke ded Wachſens eined Grades genannt haben. Neh⸗ 
men wir 3. B. die Summe der beiden erflen Glieder, fo 
ift Die Gleichung 

df . x 


allerdings auch die —8 Parallelordinatengleichung 
Der Tangente einer krummen Linie, Deren Ordinate — (x), 
aber unter der Vorausfeßung, daß für den Berührungs: 
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punkt die Abſciſſe der Tangente den Nullwerth und die 
Abſciſſe der Curve den Werth a hat. Ebenſo wird 
-S x, dfla) x’ 
-()+ Tr m Ta 

die —8 Barcldorbinntrogieidung derjenigen Parabd 
fein, die in Bezug auf ihre Drdinaten gleichmäßig wad- 
fend ift im zweiten Grade und eine andere Eurve in dem 
felben Grade berührt unter denfelben Worausfegungen in 
Betreff der Anfangspunkte der Abfciffen der fi) berühren: 
den Linien. Die Summe der vier erften Glieder der Tay⸗ 
or’fchen Reihe ſtellt die Drdinate der in Bezug auf ihre 
Drdinaten im Dritten Grade gleichmäßig wachfenden und 
in demfelben Grade berührenden cubifchen Parabel vor u. ſ. w. 
Wir fehen alfo, daB die früher auf einem etwas mühfamen 
Wege ausgeführten Conftructionen der in einem beflimm- 
ten Punkte vorhandenen momentanen Stärfe des Wachen 
irgend eines Grades leichter hätten erhalten werden Tonnen, 
wenn wir gleich die Annahıne gemacht hätten, daß Der Un: 
fangspunft der Abfeiffe der berührenden Linie in den Br 
rührungspunft verlegt werben follte. 

Aus der Bedeutung eined vom Anfang an genomm: 
nen Aggregats von Gliedern der Taylor'ſchen Reihe geht 
auch die Bedeutung jedes einzelnen Gliedes derfelben fin 

„ Ifla) x” - 
fih hervor. So ftelt 3. B. das Glied 77-13 den 
bei jedem Werthe von x vorhandenen Unterfchied der Ordi⸗ 
naten der Parabel und der Zangente vor, und ebenfo wirt 


das Glied d a a5 3 den Reft angeben, der übrig 


bleibt, wenn man die Ordinate der gemeinen Parabel von 
der Ordinate der cubifchen Parabel abzieht u. f. w. 

Dder betrachten wir noch die Gonftructionen der in 
verfchiebenen Graden ftattfindenden Stärke des Wachen? 
der Flähen. In Big. 57 3.3. find die Flächen confkruirt, 
weiche für den Punkt b der Abfciffe ded Kreifed Die rei 











fläche im erften, zweiten, dritten und vierten Grade berüb- 





— — — — — — — — 
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ren, und in denſelben Graden gleichmäßig wachſend ſind. 
Die Abſciſſe des Kreiſes habe wie früher ihren Nullpunkt 
im Punkt a. Das Stück ab derſelben habe den Werth a, 
und ein vom Punkte b aus gerechnetes Abfeiffenftüd den 
Werth x. Die Function der Abfeifle, welche die Streis- 
fläche ausdrückt, fei durch f(a-+x) vorgeftellt. Unter f(a) 
haben wir alfo zu denken das Stück abd der Kreisfläche. 
Legen wir dem x den Werth der Linie be bei, fo ift 
nz ‚der Flächeninhalt des Parallelogrammd dbeq, 
und ar, = d Ta x 5 der Flächeninhalt des Parallel 
trapezed dbco, wie aus den —* ausgeführten Conſtructio⸗ 
nen dieſer Slächen einleuchtend iſt. Mithin flellt das Glied 


Ha) m 15 für ſich allein den Flaͤcheninhalt des Dreieds dgo 


dx? 

df(a) x , d’f(a) x’ d’f(a) x? 
dx "1 da 1.2" dx» '1.2.3 
das parabolifche Flächenſtück dbep ausdrüdt, fo gibt 


3 
Tr. -j 33 3 den Zlächeninhalt von dpo an. Aus den⸗ 
felben Gründen ift erfichtlich, daß das @tied I, 5 


das zwifchen den Linien dn, dp und np enthaltene Slächen- 
ſtück angibt. 

Man wird aus diefen Beifpielen entnehmen, daß es 
nicht die geringfte Schwierigkeit bat, bei jeder beliebigen 
veränderlihen Raumgröße, deren Werth durch die Tay⸗ 
lor'ſche Reihe annähernd entwidelt ift, die geometrifche 
Bedeutung fowol eines beliebigen Aggregatd aufeinander: 
folgender Glieder diefer Reihe als auch jedes einzelnen Glie⸗ 
des für ſich anzugeben. 

Es mag noch ſchließlich bemerkt werden, daß die 
Reihe (4), da fie allgemein die eine Function f(a+x) 
in einem höheren Grade berührende Function ausdrüdt, 
auch gebraucht werden kann, um den Werth der berühren: 











vor. Da Kerner I) 


Erläuterung des 
Gebrauchs bed 


Zapl 
—X 
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den Function audzudrüden für ſolche Werthe der willkür 
lich Weränderlichen, welche Peiner find ald a, oder wel 
vor dem Berührungspunfte liegen. Bezeichnen wir einen 
folhen Werth der willfürlich Veränderlichen durch a—ı, 
indem x jebt ein vom Berührungspunfte aus rüdwärts ge 
nommened Intervall der willfürlich Veraͤnderlichen vorftell, 
fo werden wir den dem Werthe (a— x) zugehörigen Barth 
der berührenden Function erhalten, wenn wir in der Rab 
(4) überall — x ftatt x feßen. Da die geraden Potenzen von 
x Dadurch nicht verändert werden, und die ungeraden di 
entgegengefegten Vorzeichen annehmen, fo erhalten wir di 
Gleichung 


f(a -x)⸗f(a) — 
d’f(a) x’ 
de 13.3 (6) 
welche ebenfo, wie die Gleichungen (3) und (4), unter 
bem Taylor'ſchen Lehrfage inbegriffen ift. Ä Ä 


$. 127. 


In fofern die in Form der Zaylor’fchen Reihe audge 
drüdte berührende Yunction eine unbegrenzte Annähem 
an den Werth der berührten Function geftattet bei Et: 
gerung des Berührungsgrades, was bei vielen Yunciomm 
für ale Werthe des x und a, bei andern nur innerhal 
gewiffer Grenzen diefer Werthe ftattfindet, kann die Zur 
lor’fche Reihe gebraucht werden, um aus Dem direct geile 
benen Differentialquotienten einer : unbefannten Funchien 
dieſe Function felbft zu entwideln. Denn ift und der di 
ferentialquotient einer unbefannten Function f(x) allgem 
als Yunction von x gegeben, fo fönnen wir aus det 
felben die folgenden Differentialquotienten von f(x) dus 
Differentiation darftellen, und indem wir in diefe Diff 
tialquotienten ſtatt x den beftimmten gegebenen Zahlenwett 


df 
a feßen, erhalten wir die Werthe der Ausdrüde un 


di(a) x _ d’f(a) x 
dx '1 dx? "12 
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d’f(a) 


dx? 
einzelnen Potenzen des vom Berührungspunkte aus genom: 
menen Intervalle der willkürlich Veränderlichen der unbe- 
fannten Function, welches Intervall, wie in den Reihen 
(2) und (A), nach Belieben dur) (x — a) oder durch x 
bezeichnet wird. Außerdem muß man aber, um eine nu« 
merifh völlig beflimmte Function durch die Taylor'ſche 
Reihe zu erhalten, noch den fpeciellen Werth, den die 
unbefannte Zunction f(x) für den Werth a der willfürlich 
Veränderlihen annimmt, willen. Da jedoch der Werth a, 
für welchen die Berührung ftattfinden fol, im Allgemeinen 
willkürlich ift, fo beißt dies nur, man muß außer dent all- 
gemein ausgedrüdten Differentialquotienten der unbekann⸗ 
ten Function noch irgend einen fpeciellen Werth derfelben 
haben, auf welchen Xebteren man dann nur den Berüh: 
rungdpunft der Functionen zu verlegen braucht, um in der 
Taylor'ſchen Reihe eine völlig beftimmte Function zu erhal: 
ten. Alles dies gilt auch von der Reihe (1). Man wird 
bemerken, daß die Darftellung einer unbekannten Function 
durch die Taylor'ſche Reihe genau diefelben Data voraus: 
fest, ald die Darftellung einer Function durch Integration. 
Denn wenn eine unbekannte Function durch Integration 
gefunden werden fol, fo muß außer dem allgemeinen Aus: 
Drude des Differentialquotienten diefer Function ein fpeciel- 
ler Werth derfelben, den fie für einen beliebigen Werth der 
willkürlich Veränderlichen annimmt, gegeben fein, weil ſich 
nur vermöge eines folchen fpeciellen Werthes der Zunction 
Die Conftante des Integral® beflimmen laßt. Die Ent- 
widelung einer Sunction durch die Taylor'ſche Reihe kann 
demnach auch als eine Art Integration durch Reihen be- 
trachtet werden, und daß beide Verfahrungsweifen immer 
auf daflelbe Nefultat führen müffen, werden wir in dem 
folgenden Paragraphen noch nachweifen. 

Um den Gebrauch der Zaylor’fchen Reihe durch Bei⸗ 
fpiele zu erläutern, nehmen wir beliebige Functionen, deren 


u. f. w. und in denfelben die Goefficienten Der 
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Differentialquotient auf irgend einem Wege ohne Kenntnij 
der Kunction gefunden if. Der Differentialquotient von 
Ix ald des natürlichen Logarithmen einer Zahl x, ı. 8. 


iſt , und die folgenden Differentialquotienten find da 


Rebe nah —, +, FF un fe 
den Werth a der willfürlich Weränderlichen ber zu entwiddr 
den Zunction nehmen diefe Function und ihre Differtiul 
quotienten die Werthe Za, + 2, _, + , — 
u. ſ. w. an. Folglich wird, wenn wir die willkürlich Te 
änderliche der zu entwidelnden Yunction durch (a+x) ar 
drüden, nach dem Zaylor’fchen Lehrſatz 


1x 1 ° _,12 x 
a+sj-lt, T-7I3t71n 


— e 736— PO Re 
10 


Sehen wir a1, fo erhalten wir 
x x" 


Ii+x)=x — 5+37-T- . 





1 
und fomit Diefelbe Reihe, weldhe wir in $. 80 aus 1-7 
als dem Differentialquotienten von I(1-+x), durch Satr 
gration hergeleitet haben. 
Wäre gefordert, die Function sinx nad Potmt 
eines Theils der willkürlich Weränderlichen zu entwidkt 
fo bildete man zuerft die Differentialquotienten von sus 








d . x d’sinx . d’sas 
und erhielte = as int, -F 


1: 
== — cos x, N iz — sin x u. ſ. w. Die Differential 
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tinten der gefuchten Function sinx enthalten zwar Diele 
Zunction felbft und eine von derfelben abhängige cosx in 
fih; aber deöwegen wird die Durch die Taylor'ſche Reihe 
bewerkftelligte Entwidelung von sinx doch feine Zautologie, 
weil ja die Differentialquotienten von sinx in Diefer Reihe 
nicht mit ihren allgemeinen von der willfürlich Veränder: 
lichen abhängigen Werthen, fondern mit fpeciellen Werthen 
. „z. dffa) d’f(a) 
enthalten find. Die Ausdrüde ur Pal äber vu ſ. w. 
der allgemeinen Formel find für die vorgelegte Yunction 
sinx durch cosa, — sina, — cosa u. f. w. gegeben. Drüden 
wir die willfürlich Weränderlihe der Zunction sınx durch 
(a+x) aus, fo haben wir 
sin(a-+-x)=sina-+ cosa £_ sina x — cosa x 
1 1.2 .T.2. 


.r 








. x' 
+ sna 7534 .... 


Um vermittelft diefer Gleichung den Sinus eined Bogens 

ausrechnen zu können, brauchen wir für a nur einen fol 

then Bogen anzınehmen, deſſen Sinus wir fennen. Wäre 
7a 


, oo 1 . 
z. B. a — * ſo iſt bekanntlich sin 1773 und 
1 ”w * 2 1 
cos 777 oder wäre =, fo ift sin 5 und 
Bi 
6 


2, Rehme ih alſo für den Werth F des Bo- 


gend den Berührungspunkt der. Bunctionen an, fo wird die 
obige Sleichung 





Wenngleich nach diefer Formel der Sinus eines jeden 
Bogens berechnet werden kann, weil der Zablenwerth jedes 


Bogens unter * +x ode 5 x begriffen ift, fo fieht 
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man doch, daß die Reihe nur dann Durch eine geringe An- 
zahl ihrer Glieder den Sinus mit binreichender Genauig- 
feit darftellen Tann, wenn die Zahl x ein Meiner Bruch 


ift, oder wenn der allgemeine Werth G + x) des Be: 


gens in die Nähe des fpeciellen Werthes 5 fällt, für wei: 


hen die Berührung der Functionen flaftfindet. Sollte 
3. B. der Sinus des Bogend von 31° bereihnet werden, 


fo bat man, da der Bogen von 30° — und ter 


rn. ' 
Bogen von ’=ı5 ift, in der legten Gleihung ftatt x 


die Zahl 750 zu fegen, und erhält 


ax? a v 
Y3 n (150) _v3 (on) 
le: +190)=3 3tr7 m 712 Tray 
Die Summe der vier erften Glieder diefer Reihe, d. h. die 
den Sinus nur im dritten Grade berührende Yunction, 


gibt die acht erften Decimalftellen ded Sinus von 31° ſchon 
richtig an. 


Obgleich die hauptfächlichfte Anwendung ded Zaylar'- 
fchen Lehrſatzes darin befteht, eine ihrer arithmetifchen Zu: 
fammenfesung nach unbekannte Yunction, deren Differen: 
tialquotient gegeben ift, zu entwideln, fo kann derſelbe doch 
auch gebraucht werden, um die bei gegebenen Yunctionen 
vorgefchriebenen auflöfenden Operafionen in zufammenfekent: 
zu verwandeln, und auf bloße Potenzirung der beftimmen: 
den Zahlen zurüdzuführen. Da indeflen bei auflöfenden 
Dperationen, die mit einer Zahl vorzunehmen find, Die | 
jenige arithmetifche Verknüpfung der beflimmenden Zab 
mit andern conftanten Zahlen, welche das Refultat der Aufls 
fung angibt, durch die bloße Forderung einer beftimmten auf 
löfenden Operation unmittelbar nicht gegeben tft, fo Tann d't 
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Darftelung diefer arithmetifchen Verknüpfung gewiflermaßen 
auch als Die Entwidelung einer unbefannten Function angefe- 
ben werden. Wenn z. B. eine Zahl in gleiche Factoren zer 
falt werden fol, fo kann gefragt werden, wie man diefe 
Zerfällung auf eine Zufammenfebung aus Potenzen eines 
Zheild der zu zerfällenden Zahl zurüdführen kann. Wäre 
3. B. die Quadrafwurzel aus einer Zahl zu ziehen, alſo 
yx die zu entwickelnde Function, ſo find die Differential 
quofienten derfelben der Reihe nah ——— 5 7 , — 5 EITE 
1.3 1.3.5 
FEDER TII2.Uysy lm. Drüden 
wir Die willkürlich WVeränderliche unferer Function durch 
arx aus, fo haben wir nach dem Zaylor’fchen Lehrſatze 


1 x 1 x? 
WEISHEIT -T3 


1.3 x? 
+323.%yay 1.2.3 
Wenn wir vorläufig voraußfegen, was fpäter noch bewies 
fen werden fol, daß diefe Reihe für alle Werthe von x, 
welche Heiner ald a find, einen Näherungswerth der Qua⸗ 
drafwurzel von (a+x) liefert, fo braucht man die Zahl 
a nur jo zu wählen, daB man die Duadrafwurzel aus a 
weiß, und daß a größer iſt ald x, und wird durch Diefe 
Gleichung die Quadratwurzel jeder Zahl erhalten fünnen, 
und demnach die Zerfälung in Factoren auf eine bloße 
Zufammenfegung von Zactoren und Theilen zurüdführen 
können. Um z. B. die Duadratwurzel aus 11 zu ziehen, 
fegt man 942 flatt 11, oder die Zahl a der Formel 
— 9 und x—2, und erhält 
1 2° 1.3 2° 

vo+r9=3+ 3575-2 r 3235 T, ntaar 3.312.383" 


347 tr 


Wenn man die Function A%, welche für gebrochene 
Sneli. u. \ 13 
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Werthe von x ebenfalls auflöfende Operationen enthält, 
Yieber in einer Form bat, die blos zufammenfegende Ope 
rationen enthält, fo kann ihe eine folche Form durch di 
Zaylor’fche Reihe leicht gegeben werben. Die fucceffien 
Differentialquotienten der Function Ax find ZA.AZ, (Ay. M 
(CA) Ax uf. w. Wird die willkürlich Veraͤnderliche m 
ferer Function durch a+x ausgedrüdt, fo haben wir nah 
dem Zaylor’fchen Lehrſatz 


Ast) Aa (IA) At. T+ (1AyrAn., 


+ (AP AR. — * ER 


Setzen wir in diefer Formel ao, was offenbar ge 
ftattet ift, weil wir für jeden Werth der willkürlich Verin 
derlichen, alfo auch für den Nullwerth derſelben cine in 
einem höheren Grade berührende Function denken Fon, 
fo erhalten wir 


B1+ (A) E+ (A. Sg + AP. IG- 


und fomit diefelbe Gleichung, —* wir in 6. 84 aufın 
derem Wege gefunden haben. 

In dem einzigen Falle, daß in der Potenzfundion ı’ 
der Erponent eine ganze pofitive Zahl ift, wird die Ent 
widelung der Function in eine Potenzenreihe eines That 
der willfürlich Weränderlichen nad) dem Taylor'ſchen Ahr 
fat keine unenblihe Reihe und keinen bloßen Näherung: 
werth, fondern eine gefchlofiene Reihe und einen adäquaten 
Werth liefern. In diefem alle ift aber auch die zu enter 
ckelnde Bunction felbft ſchon eine im mten Grade gleihmähs 
wachfende, und braucht alfo überhaupt nicht erſt durch an 
gleichmäßig Wachſende berechnet zu werden; vielmehr wir 
ihre Entwidelung nur eine analptifche Gleichung liefen, 
die als folche die Berechnung bed Werthes der Functien 
nicht zum Zwecke bat. Durch die Anwendung bes Zur: 
lor'ſchen Lehrſatzes auf die Function x= erhält man da 
binomifchen Lehrſatz, wie aus ber wirklichen Ausführun 
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erfihtlih. Die Differentialquotienten der Function x= find 
mx», m(m— I). xm-2, m(im — 1)(m—2)xm3 u. ſ. w. 
Drückt man die willkürlich Veränderliche der Potenzfunction 
durch a+x aus, und ſetzt die Werthe, in welche die 
Function x” und ihre Differentialquotienten für xxa über- 
gehen, ald das conftante Glied und die conflanten Eoeffi- 
cienten der Potenzen des Theiles x der willfürlich Verän⸗ 
derlichen, fo erhält man. 
x’ 


(a + x)m — an 1m. am-1, T 24 m N am-2, -1.3 





+m(m— 1)(m—2)am-3, — ... 


Daß man, abgeſehen von dem Zwecke der Berechnung 
des Werthes einer Function, den Taylor'ſchen Lehrſatz auch 
betrachten kann als ein allgemeines Mittel zur Aufſtellung 
analytiſcher Gleichungen, in welchen irgend eine Function 
einer zweitheiligen Größe fla-+x) durch eine Zuſammen⸗ 
fegung von Functionen des erften Theils a und von Po- 
tenzen des zweiten Theild x ausgedrüdt erfcheint, ift für 
fih Harz; und ebenfo, daß jede analytiſche Gleichung der 
Art dur Anwendung der Taylor'ſchen Reihe muß gefun- 
den werden können, mag nun der Ausdruck, welcher der 
Zunction des Binoms identiſch iſt, in gefchloflener Korm 
Darftellbar fein oder nicht. Betrachten wir 3. B. Die oben 
aufgeftellte Gleichung | 

3 


‚Sin(a+ x)—sina+ cosa — Sina. — cosa. 133 
. x‘ x° 
Fsna. 7234 +8. 733.45 


und nehmen die Glieder, welche den Factor sina oder cosa 
gemeinfchaftlich haben, zufammen, jo erhalten wir 


y* 
Sin(a+x)—sina 1 tg 3.347 | 
x? 
vst lx- ta) 


Da die in Klammern ſtehenden Potenzenreihen von x 
13* 
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bekanntlich Ausdrüde von cosx und sinx find, fo hr 
hy ben wir 
sin (a-F x) = sina.c0osx-+cosa.sinxX 
und mithin die befannte analytifche Gleichung, in weder 
der Sinus der Summe zweier Zahlen durch den Em 
und Cofinus diefer Zahlen ausgebrüdt erſcheint. 


5. 198. 


Sie Malawi Eine in einem höheren Grade gleichmäßig wahln 
und in demfelben Grade berührende Function fann natir 
ih auch für den Nullwerth der willkürlich Weranderlice 
der berührten Function ihren Berührungspunft haben, un 
es werden dann in der Taylor'ſchen Reihe fatt der Yu: 

2 
drücke f(a), 0 _—, d HD. , Diejenigen Werthe ie 
Functionen zu kam fein, in welche fie für den Nuloett 
der willkürlich Weränderlichen übergehen, und die durd 
(0), ‚ l N u. f. w. zu bezeichnen find. Di 
Reihe (4) und ebenfo die Reihe (3) wird alfo für a=' 
fih fo darftellen 
df(o) 


TOBIT (ON Ze 023 
af) 
Leer a ( 


Obgleich eigentlich Fein Grund vorhanden ift, den Fl, 
in welchem die Berührung der Functionen für den Au: 
werth der willfürlich Weränderlichen ftattfindet, von dm 
Fällen, in welchen die Berührung für einen andern Kat 
a ſtatthat, zu unterfheiden, fo führt Doch Die im Rıl: 
punkt berührende Function herkömmlich einen befondem 
Namen, und beißt die Maclaurin’fche Reihe. Nur fir 
den äußeren Anblick fcheint eine wefentliche Verſchiedenhet 
darin zu liegen, daB in der Maclaurin’fchen Reihe an 
Bunction in einer Potenzenreihe des ganzen Zahlenwerthe 
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der willfürfich Weränderlichen, in der Zaylor’fchen aber in 
einer Pofenzenreihe nur eined Theiles der willkürlich Ver⸗ 
änderlichen entwidelt erſcheint. In der Maclaurin’fchen 
Reihe fallen die Nullwerthe der willfürlih Weränderlichen 
zufammen, in der Taylor'ſchen aber nicht, ober in fofern 
man Diefen Unterfchied für Linien bezeichnen will, fo find 
in der Madaurin’fchen Reihe die Gleichungen der fich be: 
rührenden Linien auf Diefelben Coordinatenachfen bezogen, in 
ber Zaylor’fchen aber nicht. Natürlich hat die Maclaurin’fche 
Reihe, da fie fich auf einen feinem Zablenwerthe nach be 
flimmten Berührungspunft bezieht, für jede Function ganz 
unveränderliche nur durch die Natur der Function beflimmte 
Coefficienten, während die Coefficienten der Taylor'ſchen 
Reihe von der Natur der Function fowol ald von dem 
Werthe der beliebigen Zahl a abhängen. 

Sol eine unbelannte Function durh die Maclau—⸗ 
rin’fche Reihe entwickelt werden, fo muß außer dem fpe- 
ciellen Werthe, den die Function für den Nullwerth der 
willkürlich Veränderlihen annimmt, auch der Differential- 
quotient der Zunction allgemein gegeben fein. Um z. 8. 
die Function cosx in einer Potenzenreihe von x darzuſtel⸗ 
len, reiht ed bin zu wiflen, daB cos(o)—=1 und daß 
—sınx der Differentialguotient von cosx if. Da Die 
Differentialquotienten von cosx der Reihe nach find 
— sinX, — cosx, +sinx, +008xX, — sin x, — 00SX u. f. w., 
und Diefelben für x50 der Reihe nach die Werthe 0, —1, 
0, +1,0, — L u. rt w. annehmen, fo erhält man 

x* x⸗ 

—— 
welche Reihe ſchon in $. 91 auf anderem Wege zefunben 
worden ift. 

Sollte, um ein zweites Beifpiel zu geben, die Function 
et in eine Potenzenreihe von x umgeformt werden, fo erhält 
man, da alle Differentialquotienten von e* gleich e* find, und 
demnach für x==0 die Function fowol ald ihre ſämmt⸗ 
lichen Differentialquotienten den Werth FI annehmen, 
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e=1+X+7, tra 3. 3 337 


und fomit Die in $. 82 gefundene Reihe. 

Es läßt fich Leicht zeigen, daß wenn eine Function 
f(x) überhaupt durch eine Potenzenreihe von x mit con- 
flanten Eoefficienten in unbegrenzter Annäherung darſtell⸗ 
bar ift, alsdann die Coefficienten diefer auf welchem Wege 
auch immer erhaltenen Potenzenreihe niemald andere fein 
Fönnen als Diejenigen, welche die Maclaurin’fche Reihe gibt. 
Denn wären die conftanten Coefficienten einer ſolchen Reihe 
gleih A, B, C, Du. f.w., fo müßte für jeden beliebigen 
Werth von x der Werth der ins Unendliche fortgefeßten 
Rebe AFBx HC’ +-Dx’ uf. w. mit dem Werthe von 
f(x) genau zufammenfallen. Ebenſo wird jeder Differen- 
tialquotient der unendlichen Reihe mit dem entſprechenden 
Differentialquotienten von f(x) gleichen Werth haben für jeden 
beliebigen Werth; von x, und folglih auch für den Null⸗ 
werth. Für x5—0 hat aber die angenommene Potenzen: 
reihe den Werth A, und f(x) den Werth flo), folglid 
A—=f(0). Da ferne für x=0 der erfle Differential 
quotient der Potenzenreihe den Werth B, der zweite da 
Beth 1.2.C, der dritte den Werth 1.2.3D annimmt, 


df() d’ffo) d’flo) 
und dieſe Werthe den Ausdrüden Er * — 


gleich fein ſollen, ſo hat man B= df 1} ‚= d’f(o) 


1. 5 dx? 
D-41,. : 3° u) ‚, wodurch die obige Behaupfung er 
wiefen if. Wenn wir zurüdbliden auf die Art, wie im 
vorhergehenden Paragraphen die Reihe (5), ald Ausdruck 
einer berührenden Function, welche nah Potenzen eines 
Theiles der willkürlich Veränderlichen fortichreitet, aus einer 
vorausgefetten Potenzenreihe mit unbeflimmten Coefficien⸗ 
ten abgeleitet ift, fo fehen wir, bag von der Zaylor’fchen 
Reihe daflelbe gilt, was von der Macaurin’fchen, und daß 
bei jeder auf irgend einem Wege ausgeführten Entwidelung 
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eine Yunction in einer Potenzenreihe eines Theiles der 
willkürlich Veränderlihen, die conftanten Coefficienten immer 
diefelben fein müſſen, welche man durch Anwendung des Tay⸗ 
for’fchen LXehrfages erhält, Tobald nur der andere Theil der 
wilfürlih Weränderlichen in beiden Fällen denfelben Zah⸗ 
lenwerth bat. 

Es ift in den Einleitungsworten dieſes Capitels ge- 
fagt, daß die niedere Analyſis Potenzenreihen, oder in 
einem höheren Grade gleichmäßig wachfende Functionen als 
Näherungswerthe von andern Functionen entwidelt Durch 
Methoden, deren Zuſammenhang mit den Begriffen und 
Methoden der Differential: und Integralrechnung nicht un- 
mittelbar einleuchtend ift, und es iſt daſelbſt die Frage auf- 
geworfen worden, ob nicht überhaupt die Goefficienten aller 
Potenzenreihen, welche einen Näherungewerth einer Yunction 
liefern, beftimmt find durch die verfchiebengradige Stärke 
des Wachſens, welche diefe Function in irgend einem Ver⸗ 
flußpunfte der willfürlich Veränderlichen bat. Diefe Frage 
ift nun, wenigftens für ſolche Potenzenreihen von x, deren 
Coefficienten nicht mit x oder mit der Anzahl der Glieder 
der Reihe veränderlich find, durch das Vorhergehende beant- 
worte. Wenn wir aber nun feben, daß in allen Fällen, 
in welchen eine Function von x Durch eine unendliche Po- 
tenzenreihe von x oder eined Theiles von x mit conflan« 
ten ECoefficienten fich darftellen laßt, die Coefficienten diefer 
Dotenzen ind Unendliche hin völlig beftimmt find Durch die 
umendlich vielen Grade der Stärke des Wachſens, welche 
Die zu entwidelnde Bunction in Einem Verflußpunfte zu 
fammengedrängt enthält, fo wird man zugeben, daß alle in 
Der niederen Analyfid zur Entwidelung folcher Potenzen- 
reihen angewandten Methoden mehr oder weniger fünft- 
liche Umwege fein müflen, da fie nicht auf den Begriff des 
Wachſens, und der verfchiedenen Grade der Stärke defielben, 
welche doch allein maßgebend für diefe Entwidelungen find, 
bafirt werden. In der That ift bei allen Functionen, in fofern 
fie Durch Potenzenreiben barftellbar find, der ganze folgende 
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Verlauf des Wachſens vorberbeflimmt durch die in Einem 
Verflußpunkte vorhandenen Beftrebungen zu wachlen, weldye 
nicht zur Ausführung fommen, und jeder Verflußpunft ent- 
hält involoirt oder potentia die ganze Entwidelung der 
Sröße in fih. Die Differentialrechnung fcharft in Betreff 
der Natur des Wachſens unfer Auge fo, daß wir in dem 
noch auf Einen Punkt zufammengezogenen Keime ſchon das 
ganze Gewächs erbliden. 

Mit der obigen Behauptung, daß die conftanten Coecf: 
ficienten jeder Potenzenreihe von x, welche eine Yunction 
f(x) mit unbegrenzter Annäherung darftellt, feine andern 
fein können, ald diejenigen, welche Die Maclaurin’fche Reihe 
liefert, fcheint die Reihe (1) im Widerfpruh zu fichen; 
zwar nicht in fofern, ald die Reihe (1) nur in einer be 
flimmten Anzahl von Gliedern dargeftellt ift, denn in die 
ſem Zalle find ihre Coefficienten nicht conftant, fondern 
mit der Anzahl der Glieder veränderlih, aber in fofen, 
als diefe Reihe ind Unendliche fortgefebt gedacht wird, nr 
durch die Coefficienten berfelben felbft unendliche Reihe 
werden. Iſt nämlich f(x) eine Function, welche durch dr 
Maclaurin’fche Reihe darftellbar ift, fo werben die Coeffi 
cienten der zur Entwidelung von f(x) gebrauchten Reihe (1) 
fi) mit Vermehrung der Glieder der Reihe beſtimmten 
Grenzwerthen nähern, und für die ins Unendliche fortge 
feßt gedachte Reihe in conftante Zahlen übergehen. Um 
hierbei fcheint ed nun, daß f(x) in einer Potenzenreihe-ven 
x mit conflanten Goefficienten entwidelt ſei, die nicht mit 
den Coefficienten der Maclaurin’fchen Reihe zufammenfallen. 
Aber diefer Schein tft Leicht zu befeitigen. Denn wenn 
man in der Reihe (6) a ftatt x ſetzt, fo findet man, das 
die Entwidelung von f(a — a) den Ausdruck 
fla) — df(a) a ,_ d’fla) a? d’fla) a’ 

dx '1 dx? 1.2 dx 1.2.3 55 
oder das Anfangdglied der Reihe (1) gibt, und folglich ik 
das ind Unendliche fortgefegte Anfangsglied der Reihe (1) 
gleich fla— a)=flo). Der Coeffiint von x in de 
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Reihe (1) enthalt eine gewille Anzahl von Gliedern der 
Reihe 

la) _Afl) a  dfa) a? d'f(a) a? 
dx de "1" dx 12 de 12.3" 


Die Function et2 laßt ſich natürlich fo gut als die 
Function f(a-+x) nach der Taylor'ſchen Reihe entwideln. 
e— Ze nach der Reihe (6) 


entwidelt, und überall a flatt x ect, fo fieht man, daß 
die Entwidelung von ua die einzelnen Beſtand⸗ 
theife des Goefficienten von x in der Reihe (1) Liefert und 
folglih iſt dieſer Coefficient, in fofern die Reihe, welche 
ihn darſtellt, ind Unendliche fortgefegt wird, gleich 
ea _ EN, Ghenfo ift der Beweis für bie Coef— 
ficienten der folgenden Potenzen von x. Die Eoefficienten 
der Maclaurin’fchen Reihe bilden demnach die Grenzen, 
welchen fich die Coefficienten der Reihe (1) bei Vermehrung 
der Glieder diefer Reihe ohne Ende nähern. 

In den Fällen, in welchen die Eoefficienten der Maclau- 
rin’fhen Reihe zur Berechnung ded Werthes einer Function 
unbrauchbar werden, weil fie unendliche Werthe annehmen, 
find die in der Reihe (1) enthaltenen Näherungswerthe 
dieſer Coefficienten noch ſehr wohl zur Berechnung der 
Function zu gebrauchen. Wollte man 3. B. die Function 
ix dur die Maclaurin ſche Reihe frechnen ‚fo würden 
die Functionen +, mn + —, 2 San ſ. w., 
als die fucceifiven Differentialquotienten von Zx, fammtlich 
unendlich groß werden für x=0, und man erhielte die 
nichtöfagende Gleichung 

Iix= oo, x oo. x 
= 99.779.757 
weldhe zwar an fich nichts Falſches *3 aber in unbe⸗ 











Wenn man nun die Function 
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flimmbarer Form erfcheint. Daſſelbe würde eintreten, wenn 
man 3. DB. irgend eine Wurzel aus x durch die Rodan: 
rin’fche Reihe finden wollte. Aber nicht defto weniger läft 
fi vermittelft der Reihe (1) der Logarithmus jeder Zahl 
x durch eine Potenzenreihbe von x mit jedem belichigm 
Grade von Genauigkeit ausdrüden, fobald man nur ka 
Werth a der willkürlich Weränderlichen, für welchen ix 
Berührung der Functionen ftatthat, größer ald die Halfte 
von x nimmt, was ja immer möglich iſt. Statt der unn!- 
lihgroßen Coefficienten der Maclaurin’ichen Reihe erhält man 
in der Reihe (1) Eoeffitienten, welche Durch Vermehrung ie 
Glieder der Reihe über jede vorgefchrießene Grenze hinaus rn 
größert werden können, und dabei nimmt die Annahem 
des Werthes der Reihe an den Werth von Zx unbegrayt a 
Mithin muß man annehmen, daB auch die Grenzentk, 
welchen fich diefe Coefficienten nähern, nämlich die di: 
cienten der Maclaurin’fchen Reihe, ein richtiges, wennalnd 
verſchwimmendes Refultat liefern. 


6. 199, 


Die sen ouurſqe Sowie man aus der in der Reihe (4) enthaltenn 
Entwidelung von fla+x) die Maclaurin’fche Reihe hi 
indem man den Anfangspunft des x bis in den Rullpınf 
der willfürlich Veränderlichen zurüdichiebt, ober bad a m: 
fhwinden läßt, fo erhält man auch aus der in der Reihe ) 
enthaltenen Entwidelung von S(a—x) eine befondere Reihe 
indem man das vom Werthe a der willkürlich Werandt 
lichen rüdwärts genommene Intervall x bis zum Au 
punkte der willkürlich Veränderlichen wachfen laßt, ori 
gleich a fett. Man bat alddann 

df(a) a d’f(a) 
f(fa— a) oder f(o)=f(a) — dx T I -I3 

d’fa) a’ 

dx’ '1.2.3°°" 











und folglic 


— .. vn u . _ 
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f(a)= f(o) + — 1” dx? ° 1.2 
—8 a’ 
+ dx: 133" 


Da a a bier überhaupt einen beliebigen Werth der will 
kürlich Veränderlichen vorftellt, welcher nicht als ein ein- 
zeiner Beflimmter dem fließenden Werthe der willkürlich 
Veränderlichen entgegengefeßt erfcheint, fo kann man, ber 
in folhen Fällen üblichen Schreibart fich anfchließend, Die 
vorftehende Gleichung auch ſchreiben 
TE TOR se DE Bee Be. 
d’f ine x’ \ 
Fe —— 

Dieſe Reihe, die zwar gewöhnlich auf anderem Wege 
und in anderem Zuſammenhange abgeleitet wird, die aber 
als Ausdruck einer in einem höheren Grade berührenden 
und in demſelben Grade gleichmäßig wachſenden Function 
hierher gehört, heißt die Bernoulli'ſche. Das weſentlich 
Unterſcheidende dieſer Entwickelung einer Function f(x) in 
einer Potenzenreihe von x von den früheren beſteht darin, 
daß die Coefficienten der Potenzen von x nicht conſtant 
ſind wie in der Reihe (7), auch nicht veränderlich mit dem 
Berührungsgrade wie in der Reihe (1), ſondern daß fie 











- mit x felbft weränberlich find. 


Es fragt ſich aber zunaͤchſt, in welchem Sinne bie 
Bernoulli'ſche Reihe Ausdrud einer die Function f(x) in 
einem höheren Grade berührenden Function ifl. Um ihre 
Bedeutung in diefer Rüdficht nachzumeiien, brauchen wir 
nur zurüdzubliden auf die Art, wie wir dieſelbe foeben 
aus der Reihe (6) abgeleitet haben. Wir wollen diefen 
Nachweis an dem Bilde von Ordinaten krummer Linien 
führen. Die Abfciffe be (Fig. 64) ber krummen Linie 
gıp babe im Punkte b ihren Nullpunkt. Das Abfciflen- 
ftüd be habe den Werth a. Denkt man fih für den 
Werth a der willkürlich Veränderlichen, alfo im Curven⸗ 
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punkte i eine in Bezug auf ihre Ordinaten in einem höhe: 
ren Grade berührende und in demfelben Grade glahmafı 
wachfende Linie gezogen, fo wird, wenn wir dad ron 
Punkte c aus rüdwäarts genommene Intervall cf mit ı k 
zeichnen, die Drdinate fh durch f(a— x) zu bezeichnen in 
Indem wir vorausfegen, daß die die Ordinate ausbrüdat 
Zunction für die bier genommenen Werthe ded a md ii: 
durch die Zaylor’fche Reihe berechnet werden ann, fo mt 
die Drdinate fh oder f(a— x) durch die Reihe (6) aim 
audgebrüdt und wir haben 
df(a) x  d’fa)' x’ dla) x 
dx 1 ' dx 1.2 dx’'127” 


Da das conflante Glied ſ(a) die Ordinate ci vorſtelt, * 
werden die übrigen Glieder der Rabe zufammengammn 
die Abnahme im ausdrüden, welche die Drdinate ta 
Punkte i berührenden Linie dadurch erfahren bat, daß mi 
die Abſciſſe vom Werthe a um die Zahl x bat abndac 
laſſen. (E8 verfteht ſich, daß die mit Ausfchluß von | 
zufammengenommenen Glieder unferer Reihe fowol du 3 | 
nahme als die Abnahme ausdrüden Tünnen, wich 

Ordinate der im Punkte i berührenden Linie durch das L 

nehmen der Abfciffe erhalt, und es fol der Einfachheit de 

Ausdrudd wegen nur der eine Fall bei dieſer Erläutenz 

zu Grunde gelegt werden.) Geben wir den mit Ausg 
von f(a) genommenen Gliedern unferer Reihe die entgur 
gefegten Vorzeichen, fo drüden fie die Zunahme aus, ik 
die Ordinate der im Punkte i berührenden Linie badurd * 
hält, daß die Abſciſſe von fbis c, oder vom Werthe (a-1| 
aus um die Zahl x wächſt. Laſſen wir die Abſtiſſt 
nehmen von c bis b, oder feßen wir in l(a— x) das. ı=ı 
fo wird f(a— a) oder f(o) die Ordinate bg des Nulpınfd 
der im Punkte i berührenden Linie ausdrüden, und in de 
Gleichung 


f(a —- x)f(a) — 











df(a) a a, 
KT tar I 








Ka— a)=l(a)— 
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ft bg gegeben durch ei — in, indem fa=ci, und 
2 3 
J 03 44 un. 3. ]>-ia if. Nehmen 
wir in dem Ausdrude von — in die entgegengefebten Vor⸗ 
2 2 
zeichen, ſo drückt Se _—. T _! A F .... die Zus 
nahme aus, welche die Drdinate der im Punkte ı berühren. 
den Linie erhalt, indem man die. Abſciſſe von o bis a wach⸗ 
fen läßt. Indem man die vorftehende Gleichung umformt 
in die Gleichung 
df 102 a d’f(a) a? _ d’f(a) a’ 
or Te Tate 123 
welche eben bie Bernoulifihe Reihe ift, fo fieht man, dag 
f(a) oder ei ausgedrückt erfcheint durch bg-+in. Demnad 
ift auch in der Bernoulli’fchen Reihe eine beliebige Ordinate 
ci näherungsweife ausgebrüdt durch die Ordinate einer in 
einem höheren Grade berührenden Linie, und zwar fo, daß 
die Ordinate des Berührungspunftes felbft erhalten wird, 
indem man zu der Ordinate des Nullpunktes binzuaddirt 
Die Zunahme, welche die Ordinate der Berührenden erhäft, 
indem man die Abſciſſe wachfen laßt vom Nullpunfte bis 
zu demjenigen Punkt, für welchen die Berührung ftatthat. 
Vergleichen wir die Bernoulli’fche Reihe mit der Maclau⸗ 
rin’fchen, fo drüden, wenn be bad x und ci baß f(x) vor- 








| flellt, beide Reihen den Werth von f(x) aus durch bg-Fni, 


d. 5. durch f(o) plus der Zunahme, welche die Ordinate 
einer Berührenden durch das Wachſen der Abfeiffe vom 
Nullwerthe bis zum Werthe x befommt; der Unterſchied bei- 
Der Reihen befteht aber darin, daß bei der Maclaurin’fchen 
Reihe der Berührungspunft in den Anfangöpunft von x, 
und bei der Bernoulli’fchen in den Endpunkt von x ver- 
legt if. Was bier von der Berührung in Bezug auf Or⸗ 
Dinaten gefagt ift, gilt von der Berührung der Functionen 
überhaupt. 

Es wäre nicht nöthig gewefen, wie biöher immer ge 
fcheben, die Bernouli’fche Reihe in der Beſchraͤnkung zu 
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nehmen, daß gerade flo) und nicht überhaupt f(a) das m 
ftante Glied der Reihe ift, welches diefelbe Beſchräuim, 
ift, die dere Maclaurin’ichen Reihe im Vergleich zur Zx 
lor'ſchen anhaftet. Seen wir nämlich nochmals im Iak 
b Fig. 64 den Nullpunkt der Abſciſſe, das Stüd be-ı 
und ce=x, fo fünnen wir ep oder f(a+x) gegiate 
fen durch ci oder f(a) und qp, und zwar kann gpk 
flimmt werben durch) die Zunahme, welche die Ortes 
einer im Punkte p berührenden Linie erhält durch dad Rx 
fen der Abfeiffe vom Werth a bis zum Werthe a+tı. d 
Werthe, welche die Differentialquotienten der berihm 
Function für den Endpunkt von x, oder für den Sat) 


annehmen, find durch ut, ern use 


zu bezeichnen. Gemäß der Reihe (6) iſt, wenn mir 
den Werth a+x eine Berührende denken, f[(a+9-' 
oder f(a) gegeben Durch 





df 
(44x)— ern, ERLEBEN 2 
_ Pf(a+x) x’ 
dx 1.2.3 


Folglich ftellt der Ausdruck 
__Ifla+x) x , Mfla+x) X d’ffa+x) x 
—ıı Ira Io m 
die Abnahme pq vor, welche bie Ordinate einer im Pu- 
p Berührenden dadurch erfährt, daB die Abfciffe von at' 
bis zu a abnimmt. Die Glieder diefed Ausdruck mir 
gegengefeßtem Vorzeichen genommen drüden alfo die ? 
nahme aus, welche die Ordinate der in p Berühm! 
durch das BWachfen der Abſciſſe von a bie zu at3! | 
hält. Und diefe Zunahme zu ci oder f(a) addirt, F 
f(a+x), fo dag wir haben 
f(a+ x)—r(a) + CHR tn, z_ d ern 5 
P’f(a-+x) Fr — | 
+ 133 „0, 
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Wenn man, wie ed Recht ift, als dad wefentlich Un- 
terfcheidende der Bernoulli’ichen Reihe died betrachtet, daß 
die berührende Function, deren Zunahme zu einen gege- 
benen Werthe der zu entwidelnden Function zugefeht den 
Werth dieſer Legteren ausdrüdt, ihren Berührungspunft 
bat bei demjenigen Sunctionswerthe, welcher gerade berech- 
net werden foll, fo fann man die Reihe (9) ebenfalls die 
Bernoulli’fche nennen, und zwar die Bernoulli’fche in ihrer 
Allgemeineren Form. Sebt man in der Reihe (9) ao, 
fo gebt fie wieder in die gewöhnliche Bernoulli'ſche über, 
wie unter bderfelben Annahme die Zaylor’fche in die Maclau- 
rin’fche. 

Um den Gebraud der Reihe (9) durch ein Beifpiel 
zu erläutern, fo nehmen wir an, man wollte den gemeinen 
Logarithmus einer Zahl durch diefelbe berechnen. Man 
muß dabei den Werth von a fo wählen, daß man 'Lga 
fennt. Die Differentialquotienten der Function Lgx find 

1 x ı 1 1 1.2 2 
10°1' ” 110° x? ’ tr. x u. ſ. w., und für den 
Werth a+x der willkürlich Veränderlichen nehmen dieſel⸗ 

1 

ben die Werthe A: x — 710° (aa) u. f. w. an. 
2 

Segen wir diefe Werthe flatt urn, | 2 2) 

in die Steihung (9), fo erhalten wir 


1 1 x 1 x’ 
LSGCCS X) Lga+ pol; + x Itar x)’ 1.2 


1.2 x? 1 X 
+ (a+x) ' 1.2.3 °° |=tsa+ 110 [ a+x 
ls x \, 1/7 x 
3)t3 | 
und dadurch eine allgemeingültige Formel, welche für jeden 
beliebigen pofitiven Werth von a und x den Logarithmus 


angibt. Sollte 3. B. der gemeine Logarithmus der Zahl 11 
berechnet werden, fo feßt man ac⸗ 10 und x =1, und er- 


u. f. w. 
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halt, indem man zugleich den befannten Werth von 
1 

70 Net, 


Lil =1+0442%4 [+3 (17) + a1) 


1/1\° 
+ im) = 
Daß man auch fla— x) ausbrüden fünne durch f(a) 

weniger der Zunahme, welche eine bei dem Werthe (a— x) 
der willkürlich Veränderlichen berührende Function dadurd) 
erhält, daß man die willfürlich Veränderlihe von a— x 
bis zu a wachfen läßt, verfteht fich von felbft, und es wird 
nach den vorausgegangenen Erläuterungen Feiner befonderen 
Nachweiſung der Richtigkeit der Gleichung 

dffa— x) x d’ffa—x) x? 

fa —x)=f(a)—— ” dx TI dx? -ı13 
d’f(fa—x) x 
dr '1.2.3° X 0) 

bedürfen. Diefe Gleichung kann man auch unmittelbar aus 
der Zaylor’fchen Reihe, namlich aus der Reihe (4) ableiten, 
und zwar durch eine bloße Veränderung der Bedeutung, 
welche die Buchflaben a und x in der Reihe (4) baben. 
Drüdt man nämlich in der Reihe (4) den Werth der will 
kürlich WVeränderlichen der berührten Function, für welchen 
die Berührung flattfinden fol, durch (a—x) flatt durch a 
aus, und folglih den Werth a+rx der Reihe (4) durch 
a—x-+x, oder durch a aus, fo ftellt ſich die Gleichung (4) 
folgendermaßen dar: 

ifa—x) x , dffa—x) x? 

f(a)=f(a—x) 4 T +72 -I3 
d’f(a—x) x’ 
—— 5 
aus welcher durch bloße Transpoſition die € Reihe (10) fich 
ergibt. 
Die Bernoulli'ſche Reihe leidet an einem Uebelſtande, 

welcher die Sphäre ihrer Brauchbarkeit außerordentlich 
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einſchränkt. Denn in den Eoefficienten der Potenzen von x 

find die Differentialquotienten der zu entwidelnden Zunction 

f(x) enthalten mit den Werthen, welche fie für den veran- 

derlichen Werth x felbft annehmen. Wenn nun eine Zunction 

von der Art ift, dag in den Differentialquotienten derfel- 

ben die Function felbft wieder enthalten ift, wie 3. B. Die 
1 1 


Zunctionen x?, x?, at, sinx, fo ficht man, daß in 
der durch die Bernoulli’fche Reihe gegebenen Entwidelung 
einer folhen Zunction f(x) dieſe Function mit ihrem 
allgemeinen unbeftimmten Werth f(x) und nit mit 
einem fpecielen Werth f(a) vorkommt, und man demnad) 
ein zu entwidelndes Unbekanntes durch dieſes Unbe⸗ 
kannte ausgedrückt erhält. So z. B. würde man für die 
Function sinx dur die Reihe (8) die unnüge Gleichung 
erhalten 


inx —O -eos x. + sinx. eosx. 


Dffenbar haftet derſelbe Uebelſtand auch an der Ber⸗ 
noulli’fhen Reihe in ihren allgemeineren durch die Glei⸗ 
Hungen (9) und (10) dargeftellten Kormen. Diefer Um⸗ 
fand bat ed veranlagt, daß man überhaupt diejenigen Po- 
tenzenreihen von x, in denen die Coefficienten mit x ver⸗ 


änderlich find, wenig oder gar nicht beachtet hat. Nichts _ 


defto weniger können, wie wir fogleich fehen werden, folche 
Dotenzenreiben fehr brauchbar fein, und fogar eine weitere 
Sphäre ihrer Gültigkeit haben ald die Taylor'ſche Reihe, 
fobald man fte nur fo anlegt, dag die Differentialquotien- 
ten ber zu entwidelnden Function f(x) oder f(a+x) nicht 
gerade für den Werth x oder a+x der willkürlich Ver⸗ 
änderlichen, fondern für einen andern übrigens mit x. felbft 
veränderlihen Werth der willfürlich Veränderlichen zu neh⸗ 
men find. 


Snelt. 14 
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$. 130. 
Andere Reiben für Mit Ausnahme der Reihe (1) laſſen fich alle biöher 
obhängiom 6 Corf- betrachteten Reihen auf zwei Hauptfälle reduciren. Rim: 
lich Die in einem höheren Grade berübrende und in dem 
felben Grade gleichmäßig wachfende Function, durch welche 
der Werth einer Function f(a+x) ausgedrückt werden fol, 
bat entweder im Anfangspunkt oder im Endpunkt von x 
ihren Berührungspunft, wobei der Kal, daß ao it, 
nicht befonders unterfchieden zu werben braucht, und in 
beiden Fällen wird f(a+x) fo ausgebrüdt, daß zu einem 
Thon bekannten fpeciellen Werth f(a) der Functien eine 
dem Intervall x zugehörige Zunahme der berührenten 
Function zugefeßt wird, welche Zunahme burd eine 9 
tenzenreihe des Interwalles x dargeftellt erfcheint. Ja de 
erften Klaffe von Reihen find die Coefficienten der Potma 
von x nur von dem fpeciellen Werthe a abhängig, und fe 
ein beſtimmtes a conftant bei allen beliebigen Werthen ii 
veränderlichen Intervalle x. In der zweiten Klaſſe m 
Heiden find die Coefficienten der Potenzen von x von in 
Werth a+x abhängig, und folglich mit Dem veranderlihn 
Intervall x felbft veränderlih. Die Reihe (1), welche zu 
gleich die allgemeinfte ift, da aus derfelben alle übrigen mt 
Leichtigkeit abgeleitet werben können, bat in diefer Baie 
bung eine ifolirte Stellung, und bildet gewiſſermaßen an 
Klaſſe für fih. Denn in derſelben find die Coefficentn 
der Potenzen von x weder conflant bei beftimmten Bett 
von a, noch auch mit x veränderlid, fondern mit dm 
Berührungsgrade veränderlih. Diefe Reihe hat außerdem 
dad Unterfcheidende, daß fie nicht nach Potenzen ans 
von einem gewifien Werthe a aus genommenen Intervalki 
der willkürlich Weränderlichen fortfchreitet, fondern nd 
Potenzen ded Geſammtwerthes der willkürlich Verander 
lichen, obgleich der Werth der willlürlich Veränderlichen, 
für welchen die Berührung ber Functionen flatthat, niäl 
gerabe der Nullwerth, fondern ein beliebiger Werth a if 
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Gehen wir zurüd auf die beiden erfl’ermähnten Klaſſen 
von Reihen, To ift e&, wenn man für einen Werth a den 
zugehörigen Werth der Zundion Tennt, gar nicht nöthig, 
den Berührungspunkt der berührenden Function gerade in 
den Anfang oder dad Ende des vom Werthe a aus genom- 
menen Intervalles zu verlegen, fondern derfelbe kann auch 
in das Innere diefed Interwalles verlegt werden, und den- 
noch die dem Intervalle zugehörige Zunahme der berühren- 
den Zunction, welche dem Werthe f(a) zugefegt werden 
muß, gefunden werden. Ift der Werth der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen, für welchen die Berührung flattfinden fol, a 
plus einem beflimmten aliquoten Theil des veränderlichen 
Intervalles, fo ift ber Berührungspunft veränderlih, und 
folglich find auch Die für den Berührungspunkt genomme- 
nen Werthe der Differentialquotienten der berührten Function, 
d. h. die Eoefficienten der Potenzenreihe veränderlich. 

Wir wollen die Entftehung und Bedeutung einer fol- 
chen Rabe erſt anfchaulic an den Koordinaten einer Linie 
nachweifen. Sei in b Fig. 64 der Nullpunkt der Aofeiffe, 
be=a und be=x, und die Ordinate pe=f(x), fo wird, 
wenn d der Mittelpunkt des Intervalled ce ift, de ſowol 


als cd gleich — ‚und bdi= I fein. Denken wir 


für den Werth + der willkürlich Veränderlichen im 


Yunfte k eine berührende Linie. Die Ordinate pe oder 
f(x) kann ausgedrückt werden durch ci oder f(a) und die 
Summe von kr und ps. Das Stück ps ift aber die Zu⸗ 
nahme, welche die Ordinate der in k berührenden Linie er- 


hält, indem die wilfüclich Weränderliche vom Werthe = +a 


2 
um dad Intervall T— wächſt, und kr wird erhalten, 

















wenn man die der Abnahme de zugehörige Abnahme der 

SDrbdinate der im Punkt k berührenden mit entgegengefehtem 

Vorzeichen nimmt. Indem man bie Abfcifie vom Werthe 
14 * 
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bd oder = ts 
bält man na Gleichung (4) 











1 Er 
a (=+®) =, 


dx: . ... 




















Da —* iſt, ſo hat man pe—kd oder 
at u x+ta — a 
Mile u] 
* FF) 5 5), 
dx 12.3 


Indem man ne die Abfcifie vom Werthe bd Re 


rn * abnehmen läßt, dä 


man nad) Gleichung (6) 





x 
aus um cd oder 











lee) (aa 


dx 2 
alte) CI) 
- 








und folglich ei — kd oder 
— Tr 
5 
dx 12.3 777 


Wird dieſer letzte Ausdrud mit entgegengefegtem Vorzeiche 
genommen, und zu ps addirt, fo erhält man pq, und zmu 








— kr=— 
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—F —E =) E + 5) (5) TI, 





dx °'123 
Und da —8 oder fa+pq=f(x), fo bat man 
| af 2 
5, _ 








tx tra\ (x—aı’ 

iewle | 
+ 775777331“ (14). 

Man Fann dieſe Reihe, obgleich fie nur die ungeraden 


ie enthält, und die Differentialquotienten 
von ungerader Rangzahl der Zunction f(x) zu Eoefficien- 
ten bat, dennoch ald Ausdrud einer für den Werth * 


der willkürlich Veränderlichen in allen Graden beräbrenden 
Function anfehen, indem der zu f(a) zugefügte Beſtand⸗ 
theil Die Summe von Zunahmen einer folchen berührenden 
Function ift, und zwar von Zunahmen, welche dadurch ent. 
ftehen, daß man die willfürlich Weranderlihe vom Berüh—⸗ 
rungöpunfte aus vorwärts und rückwärts um gleiche Theile 
wachſen laßt. Es ift aber auch geftattet, die Reihe (11) 
fo zu betrachten, daß der ganze in Klammern flehende Aus: 





Potenzen von I 





druck die der Zunahme — der willkürlich Veränderlichen 


zugehörige Zunahme einer Function darſtellt, welche für 
den Werth -t = der willkürlich Veränderlichen die Function 
f(x) fo berührt, daß fie zwar die Differentialquotienten 
von ungerader Rangzahl mit der Yunction f(x) gemein» 
fchaftlich hat, daB aber ihre Differentialquofienten von ge: 
rader Rangzahl ſämmtlich gleich Null find. Man könnte 
eine folhe Function, welche mit einer andern Function ab- 
wechfelnd einen Differentialquotienten gemeinchaftlich bat, 
und den nächften nicht, eine fprungmweife berührende Function 
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nennen. Aus der Hehe (11) erficht man, dag allgemein 
bei einer Function, welche eine Zunction f(x) in der Weite 


diefer Reihe fprungmeife berührt, die ber Zunahme = 3 - 





zugehörige Zunahme der Function doppelt genommen nähe: 
rungsweiſe die der doppelten Zunahme x— a zugehörige 
Zunahme ber Function f(x) angibt. Läßt ſich eine Function 
f(x), für welche man den fpeciellen Werth f(a) weiß, durch 
die Taylor'ſche Reihe und durch die Reihe (11) annähernd 
berechnen, fo wird die Reihe (11) im Allgemeinen immer 
ſtaͤrker convergirend fein als die Zaylor’iche, weil die Zay- 
Ior’fche nach Potenzen von x — a und die Reihe (11) nad 


Potenzen von — fortſchreitet, ohne daß die Letztere in 


Bezug auf die Coefficienten dieſer Potenzen ungünſtiger ge: 
ſtellt waͤre. 

Um den Gebrauch der Reihe (11) durch ein Beitsid 
zu erläutern, fo wählen wir nochmals die fchon burch mem 
andere Formeln entwidelte Junction Ix (natürlicher ar 
rithmus). Seht man in die Differentialquotienten dire 
Bunction ftatt der willfürlih Veränderlichen x den Ba 


ee) art) 


_——, fo nehmen die Coefficienten —— —— 











d’f age 
5 u fm. der Reihe (II) reſpective bie Werth 
1 1.2 12.3.4 
Enger 
3 2 





1 x—a say | 


Koht| ger 7 8 


1.2.3.4 — 
— > ) | 


2 12.345 


1.2.3 
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Die Berechnung des natürlichen Logarithmus durch 
dieſe Reihe, welche wie leicht zu fehen für jeden beliebigen 
pofitiven Werth von x und a convergirend ift, ſetzt alſo 
nur voraus, daß man den natürlichen Logarithmus von 
irgend einer Zahl a wifle. Da in jedem Logarithmenſyſtem 
der Logarithmus von 1 gleich Nut ift, fo erhält man, in- 
dem man a=1 nimmt, die ang 


x—1 x—1 x—1\° 
2-1 ts) ts +] 
welche Gleichung wir ſchon im $. SL auf anderem Mege 
gefunden haben, und der man ed unmittelbar nicht anfieht, 
daß fie fo gut ald die Entwidelung durch die Taylor'ſche 


Reihe eigentlich eine Function darftellt, welche die Function 
Ix berührt an der Stelle, wo die willkürlich Verãnderliche 


den Werth + bat. 


In Kfern man die Reihe (11) nur aus andern be- 
fannten Reihen ableiten will, ohne nach der Bedeutung 
derfelben als Ausdrud einer berührenden Function zu fra- 
gen, fo Tann diefelbe auf folgendem kurzen Wege erhalten 
werden. Zieht man nämlich die Reihe (6) von der Reihe 


(4) ab, fo erhält man 
Me —— 


d’f(a) x 
dx? 1.2. 3. 4.5 

Drückt man die Veränderliche a+x durch ein einfaches 

Zeichen einer Veränderlichen, buch z aus, und den 

Werth a— x, für welchen man den Werth der Function 

f(2) willen muß, durch den Buchflaben b, fo folgt 

aus den beiden Annahmen a + x=—z un ı-b daß 


man überall in der letzten Gleichung d ſtatt a und = 
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ftatt x zu ſetzen bat, und man erhält durch diefe Subfti- 


tutionen die Gleichung 
Im,| 


af + 
IRRE: PL: 


und in derfelben die Gleichung (11). 

Ohne und nun weiter mit den mannichfadhen Formen 
von Reihen, welche durch Zufammenfegung der fchon ge⸗ 
fundenen Reiben abgeleitet werden können, aufzubalten, und 
ohne diejenigen Reihen aufzuführen, welche entſtehen, in- 
dem man bei einer Zunction f(x), deren Werth f(a) man 
fennt, den Berührungspunft nicht gerade für den Werth 


>(z-2) , fondern für einen andern aliquoten Theil des 





Intervalles x — a nimmt, bemerfen wir nur noch, da die 
in der niederen Analyfis vorfommenden unüberſehlich viclen 
Entwidelungen von Functionen in Potenzenreihen, welche 
nach Potenzen der willfürlih Weränderlichen ober aw 

Theile derfelben, oder auch nach Potenzen einer ame 

Zunction der willfürlih Veränderlichen fortichreiten, gich 

tentheils nichtd weiter find als fpecielle Falle der bier m: 
widelten allgemeinen Reihen. In der niederen Analyfi 
werden diefe Reihen immer nur fpeciell für eine beftimmt: 
vorgelegte Zunction entwidelt, und in den meiften Fäller 
gelangt man zu denfelben nur dur allerlei Um- un 
Scleichwege, welche faft für jede Function etwas Befon: 
dered an fich haben, und deren Auffindung mehr oder ır« 
niger auf einem glüdlichen Einfall beruht. Dadurch wird, 


in fofern man ſich's zur Aufgabe macht, fi diefe Ahle | 
tungen einzuprägen, dad Gedächtniß außerordentlich be 


fehwert, was für eine demonftrative Wiſſenſchaft immer cin 
großer Webelftand iſt. Die Differential« und Integralrech 
nung, indem fie den wahren Sinn Diefer Reihen aufzeigt, 
und fie ald Ausbrüde von berührenden Yunctionen auf: 
weift, gibt nicht blos den überall einzufchlagenden Weg 


zur Auffindung folher Reihen an, fondern ftelt auch, wa: 
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die Hauptfache ift, Diele Reihen nicht mit den fpeciellen für 
eine beftimmte Function geltenden Coefficienten auf, fondern 
mit allgemeinen für alle Functionen geltenden, welche 
Goefficienten bei jeder befonderen vorgelegten Function 
durch ein und dafjelbe operative Verfahren der Differentia- 
tion mit Leichtigkeit in beftimmte Coefficienten verwandelt 
werden Pünnen. 

Alte bisher aufgeführten Reihen zerfallen in zwei Haupt« 
klaſſen, welche am fürzeften dadurch unterfchieden werden 
fünnen, daß in der einen Klaſſe die Berührung bei dem: 
jenigen Werthe der willfürlih Weranderlichen ftattfindet, 
für welhen man den Werth der zu entwidelnden Function 
weiß, in der andern Klaffe aber bei irgend einem andern 
Merthe der willkürlich WVeränderlihen. Zu der erfteren 
Klaffe gehören außer der Reihe (1) die verfchiedenen For⸗ 
men der Zaylor’fchen Reihe und die Maclaurin’fche, und 
zu der zweiten fammtliche übrige Reihen. Die Reihen der 
zweiten Klafle find zugleich folche, in welchen die Coeffi⸗ 
cienten veranderlich find mit dem Intervalle x, welches 
von demjenigen Werthe der willfürlih Weränderlichen, für 
welchen man den Sunctiondwerth kennt, genommen ift, und 
fie find nicht brauchbar zur Entwidelung einer folchen 
Zunction, in deren Differentialquotienten diefe Function 
ſelbſt als Beftandtheil mit vorkommt. 

Es mag noch bemerkt werden, daß man fih, wenn 
in den Goefficienten der Potenzen einer Reihe die willfür- 
lich Veraͤnderliche enthalten ift, durch das äußere Anſehen 
einer folchen Reihe nicht muß verleiten laſſen, fie ohne 
Meitered der zweiten der oben aufgeführten beiden Klaſſen 
zuzuzaͤhlen. Man hat fih an dad Wefentliche dabei zu 
balten, namlich, ob bei demjenigen Werthe der willfürlich 
Veränderlichen, für welchen man den Functionswerth Eennt, 
oder für welchen der in der Entwidelung vorkommende 
Zunctionswerth genommen ift, auch die ald Coefficienten die- 
nenden Differenfialquotienten der zu entwidelnden Zunction 
genommen find, oder nicht. Wenn man z. B. die will. 
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kürlich Veränderliche be Fig. 64 einer Function durch x 
bezeichnet, einen gewiflen Werth be derfelben, der Feiner 
als x fein möge, durch a, fo wird, wenn d der Mittel- 
punkt des über den Werth a hinaus genommenen Inter 
valled ce iſt, die willkürlich WVeränderliche im Punkt d den 


Werth au haben, und das Intervall de, welches zu 








zn gefeßt den Werth x gibt, durch — zu bezeichnen 


2 
fein. Wenn man nun für den Werth tr: die Berüh⸗ 





rung feßt, und = ald das vom Berührungspunfte aus 


genommene Intervall der willfürlich Weränderlichen befrach- 
tet, fo wird man, indem man unter diefen Annahmen die 
Reihe (4) anwendet, die Gleichung erhalten 
f (#2) a) (3 
(x) +— a (7) 
„[xta\ (x—a\’ 
A) 
+ * "1.2 73 —4 
Diefe Reihe ift offenbar die Tapylor'ſche, und nur 
ſcheinbar von derſelben verfchieben; denn für denſelben 


Werth a der willfürlih Weränderlichen, für welchen 


der Bunctionswert in der Entwidelung genommen ift, find 
auch die Differentialquotienten der Function f(x) zu neb- 
men, und indem man bei beliebig vorgefchriebenem x nur 


die Zahl a fo wählt, daß man f a 


die Reihe auch ebenfo gebrauchen wie. die Taylor'ſche. Cine 
folche blos äußerliche Formveraͤnderung einer Reihe, welche 
für die Entwidelung einer Function natürlich ganz bedeu⸗ 
tungslos ift, gewährt dennoch manchmal für andere Zwecke 
ber Uinterfuchung einige Bequemlichkeiten. 




















Fennt, Tann man 
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$. 131. 


In dem erften Paragraphen diefes Capiteld haben wir ag. Kuebrud ber 
und zwei Aufgaben geftellt, nämlich zu unterfuchen, erftens —— 
ob nicht überhaupt die Coefficienten aller Potenzenreihen, ex beriheten. 
welche einen Näherungswertb einer Function geben, be⸗ 
flimmt find durch die verfchiedengradige Stärke des Wach: 
ſens, welche dieſe Function in irgend einem Verflußpunkt 
der willkürlich Weränderlichen bat, und zweitens, in wie 
fern und unter welchen Bedingungen eine in einem höheren 
Grade gleichmäßig wachfende und in demfelben Grade bes 
rührende Function einen beliebig genauen Näherungswerth 
einer berührten Function geben Tann. Die erſte Frage ifl 
duch das Vorhergehende genügend beantwortet, und wir 
haben noch die zweite zu erörtern. Bisher haben wir überall 
nur angenommen, daß ed überhaupt möglich fei, durch in 
höheren Graden gleichmäßig wachfende und berührenbe 
Bunctionen beliebig genaue Näherungswerthe ſolcher Functio- 
nen zu erhalten, die in allen. Graben ungleihmäßig wach 
fen, wenigftens für Intervalle, welche fich nicht allzuweit 
von dem Berührungspunfte erflreden, und haben die be 
quemften und brauchbarfien Formen folcher berührenden 
Functionen aufgeftellt. Wenn wir aber nachweifen können, 
dag durch folche berührende Functionen nothwendig eine 
unbegrenzte Annäherung an den Werth der berührten 
Function erhalten wird, fei ed für beliebig große vom Be: 
rührungspunfte aus genommene Intervalle, oder für Inter: 
valle, die innerhalb gewiffer Grenzen liegen, jo wird man 
diefe Nachweifung erft für den Beweis der uneingefchränf: 
ten oder in Bezug auf die Intervalle eingefchränften Gel- 
tung des Zaylorfchen, des Maclaurin’fchen und des Ber: 
noulfi’fchen Lehrſatzes zu halten haben. 

In den früßeren Zeiten flügte man den Beweis des 
Zaylor’ichen Lehrſatzes auf die gewiflermaßen als Grundfag 
geltende Annahme, daß jede beliebige Function durch eine 


220 Zehntes Capitel. 


Potenzenreihe der willkürlich Veränberlichen oder eines Thei⸗ 
les derſelben mit unbegrenzter Annäherung dargeſtellt wer: 
den könne, oder, wie man auch hätte ſagen können, daß 
die ind Unendlihe Hin ungleihmäßig wachſenden Größen 
durch andere in.irgend welchem Grade gleichmäßig wad- 
fende berechnet werden Tünnen. Unter dieſer Annahme 
fonnte ed fi) dann blos handeln um die Nachweiſung daf 
die Coefficienten einer folchen Potenzenreihe gegeben find 
Durch die fuccelfiven Differentialquotienten der zu entwiden: 
den Zunction, oder daß die den Näherungswerth angebend: 
im höheren Grade gleichmäßig wachſende Function cm 
feine andere ift, ald die in demfelben Grade berühren 
Function. Diefe Nachweifung kann am Lürzeften gegeben 
werden, indem man, wie $. 128 gefchehen, zeigt, daß dir 
unbeflimmt angenommenen Coefficienten der Potayarik 
fih durch bloße Differentiation in die fucceffiven Difen- 
tialquotienten der zu entwidelnden Function überführen It 
fen. Wenn wir nun nach diefer vorausgegangenen Raſ 
weifung noch einen Beweis des Taylor'ſchen Lehrſatzes % 
langen, fo kann damit nur eine Erörterung jener chem 
ald Grundſatz aufgeftelten Annahme gemeint fein, wi 
Erörterung auf die Frage binausläuft, ob durch in cinc 
höheren Grade berührende und gleichmäßig wachfenbe Kunde 
nen immer eine unbegrenzte Annäherung an den Beil 
einer andern Function zu erzielen iſt. Gibt es Feine feld 
berührende Function, welche Died leiſtet, fo gibt es übe 
haupt Feine Potenzenreihe, welche eine unbegrenzte An: 
berung geftattet, weil diefe Potenzenreihe ja eben eine be 
rührende Function fein müßte. 

- Ragrange hat das Verdienſt, die Aufmerkſamkeit da 
Mathematiker zuerft auf diefe Unterfuchungen gelenkt, un 
die Frage nach der Berechtigung jenes Grundſatzes grün: 


licher erwogen zu haben. In den Beweifen des Zaylır 


hen Lehrfages, welche in der neueren Zeit üblich gawer 
den find, ift die Herleitung ber Form einer in höherm 
Graben berührenden Function mit der Nachweifung da 
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Bedingungen, umter welchen diefelbe eine unbegrenzte An⸗ 
näherung an die berührte Function geftaftet, unmittelbar 
verbunden. Es fcheint und aber offenbar angemefiener zu 
fein, beides zu trennen, und zuerft nur die allgemeinen 
Sormen der berührenden Kunctionen darzuftellen, und dann 
Die zweite Frage anzufchließen. 

Da eine berührende Function in aller Strenge nur für 
Einen Werth der willkürlich Weränderlichen, namlich für 
den Berührungspuntt, gleichen Werth mit der berührten 
Function hat, für alle andern Werthe der willkürlich Ver⸗ 
änderlichen aber nothwendig abweicht, fo wird ed nöthig 
fein, einen wenngleich unbeftimmten doch allgemein gelten« 
den Auddrud für die Größe diefer Abweichung aufzuftellen, 
um zu ſehen, ob aus der Form deflelben fich ableiten läßt, 
unfer welchen Bedingungen die Größe der Abweichung der 
Functionen fi durch Steigerung des Berührungsgrades 
denn Nullwerthe beliebig nahe bringen läßt. Da wir bie 
Werthe von zwei Zunctionen zu vergleichen haben, welche 
Functionen derfelben willfürlich Veränderlichen find, fo ha⸗ 
ben wir zuerft einige allgemeine Säte über dad Wachien 
foldyer Functionen vorauszuſchicken, welche uns bei der beab- 
fichtigten Vergleihung der Functionswerthe Teiten können. 

Der Fundamentalſatz, aus welchem die andern fließen, 
ift folgender: Wenn von zwei Functionen Einer willkürlich 
Veränderlichen die Eine innerhalb eines gewiſſen Intervalles 
der willfürlich Weränderlichen überall eine größere Stärke 
des Wachſens oder einen größeren erften Differentialguo- 
tienten hat als die Andere, fo ift die Erftere innerhalb die⸗ 
ſes Intervalled auch mehr gewachſen ald die Andere. Die 
Richtigkeit dieſes Satzes folgt unmittelbar aus den Grund- 
begriffen der Differentialrechnung. Denn da nad) Annahme 
die Differentiale (in dem früher erläuterten Sinne als ifo- 
lirte Differentiale genommen) der Einen Yunction überall 
größer fein follen ald die der Andern, und die Differenzen 
oder wirklichen Zunahmen der Zunctionswerthe duch Ver⸗ 
kleinerung der Zunahmen der willtürlich Veranderlichen den 
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Differentialen beliebig nahe gebracht werden können, fo 
folgt, daß auch die ſehr Eleinen Differenzen der Einen 
Fundion innerhalb des gefeßten Intervalle: überall größe 
find, ald die der Andern, und daB alfo auch die Summe 
diefer Differenzen oder die Geſammtzunahme der Einm 
Bunction größer ift ald die der Andern. Wenn mithn 
zwei Functionen für einen gewifien Werth der willkürlich 
Veränderlichen gleichen Functionswerth haben, und innen 
halb eined von da aus geſetzten Intervalled der wilfirid 
Veränderlichen bat die Eine Function überall einen größt 
ren erften Differentialquotienten ald Die Undere, fo bat die 
erftere Function innerhalb dieſes Intervalles auch ubaud 
größere Functionswerthe ald die zweite. 

Wenn zwei Kunctionen Einer willkürlich eine: 
lichen für einen gewiffen Werth derfelben gleiche Santink 
werthe und gleiche erſte Differentialquotienten haben, ud 
innerhalb eined von da aus genommenen Intervald ir 
Eine Function überall einen größeren zweiten Die 
tialquotienten bat ald Die Andere, fo bat die erſte Zuza 
innerhalb dieſes Intervalled überall auch größere Kunde 
werthe als Die Andere. Die Richtigkeit dieſer Behaupei 
ift Teiche einzufehen. Denn da nach Annahme die Eu 
Zunction innerhalb des ganzen Intervalles einen gtoͤhen 
zweiten Differentialquotienten hat als die Andere, 1 
auch der erfte Differentialquotient der erfteren Functien I 
nerhalb dieſes ganzen Intervalles flärker gewachſen al | 
der zweiten Bunction; und da ferner nach Annahme in % 
fangspunfte des Intervalles beide Zunctionen gleichen er 
Differentialquotienten haben follten, fo ift der erfte Die 
fialquotient der erfteren Function innerhalb des ganm ® 
tervalled größer als der der zweiten Function, und mi 
bat zu Folge des vorhergehenden Satzes die erſte Yun 
auch überall größere Werthe ald Die zweite. . 

Haben zwei Functionen Einer willkürlich Verände 
lichen für einen gewiflen Werth derfelben ben Gundtiert 
werth fowie den erften und zweiten Differentialquotiai® 
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gleich, und hat innerhalb eines von ba aus gefehten In⸗ 
tervalles die Eine Function überall einen größeren dritten 
Differentialguotienten als die Andere, fo bat die erfte 
Function auch innerhalb dieſes ganzen Intervalles größere 
Werthe als Die zweite. Der Beweis dieſes Satzes ift der⸗ 
felbe wie der des vorhergehenden. Hat nämlich die eine 
Bunction innerhalb des ganzen Intervalles einen größeren 
dritten Differentialquotienten, fo ift auch ihr zweiter Differen- 
tialquotient innerhalb dieſes ganzen Intervalles ſtaͤrker gewach⸗ 
fen al8 der zweite Differentialquotient der andern Function. 
Da aber die zweiten BDifferentialquotienten beider Yunctio- 
nen nach Annahme im Anfangspunkte des Intervalled gleich 
fein follen, fo ift der zweite Differentialquotient der erften 
Function innerhalb ded ganzen Intervalled größer ald der 
der zweien. Und hieraus ergibt ſich in Verbindung mit den 
übrigen Annahmen, daß die erfle Function innerhalb bes 
ganzen Intervalles größere Werthe bat als die zweite. 

Es iſt einleuchtend, daß auf diefe Weiſe weiter ge 
fehlofjen werden kann für alle höheren Grade der Stärke 
des Wachſens, und daß man ohne Weiteres zu folgendem 
Allgemeinen Sat übergehen fann. Haben zwei Kunctionen 
Einer Veränderlihen für einen gewiflen Werth der will- 
kürlich Veränderlichen den Zunctionswerth und ſänmtliche 
Differentialquotienten bis zum nten gleich, und hat inner: 
bald eines von dieſem Werthe der willkürlich Veränderlichen 
aus genommenen Interoalled die eine Function überall 
einen größeren (n 4 L)ten Differentialquotient als die an⸗ 
dere, fo bat die erfte Function auch innerhalb diefes gan- 
zen Intervalles größere Werthe ald die zweite. Dieſe hoͤchſt 
einfachen allgemeinen Säge, welche und die Mittel bieten, 
bei Sunctionen, die fih in irgend einem Grade berühren, 
aus dem Differentialguotienten ded nächithöheren Grades 
zu beurtheilen, weiche von beiden Functionen die größeren’ 
Werthe annimmt, mußten wir unferer Unterfuchung über 
die Abweichung der berührenden Aunctionen von ber be 
rührten vorausſchicken. 
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Setzen wir eine Function, welche innerhalb eines gı 
wiſſen Intervalles eine beliebig veränderlihe Stärke de 
Wachſens bat, jedoch ohne Unterbreihung der Gtetigfeii 
3. B. die Ordinate der krummen Linie efg Fig. 65. Wi 
wollen bier unter ber Unterbrechung der Stetigkeit eine 
Function blos dies verftehen, daß die Function für emcı 
gewiffen einzelnen endlichen Werth der willkürlich Veran 
derlihen einen unendlich großen Werth annimmt, im wel: 
chem Falle die Function aus unendlich großen pofitiven 
in unendlich große negative Werthe überfpringen Tann ohre 
die Zwiſchenſtufen zu durchlaufen, und Die Durch imaginoͤre 
Werthe einer Yunction eintretende Unterbrechung der Ete: 
tigkeit unberudfichtigt Lafien, weil wir die Betrachtung ima⸗ 
ginärer Formen überhaupt von unferer ganzen Darſtellung 
ausgefchloffen Haben. Gtetigfein innerhalb eines Intervalles 
der willfürlich Veränderlichen, und lauter endiiche Hunttiont: 
werthe haben innerhalb dieſes Sntervalles, find und ar 
identifche Begriffe bei einer Function. 

Wenn nun eine Function, wie die Ordinate ber & 
efg, innerhalb des Intervalled cd eine beliebig aber ik 
veränderliche Stärke des Wachſens hat, fo Hat im ine: 
einem Punkte Diefes Intervalles die Stärke des Wachſens hu 
größten, und in irgend einem Punkte ihren Fleinften At 
Denkt man ſich die größte Stärke des Wachſens für bi 
ganze Intervall cd dauernd, wie Died in Den Orbinatn 
ber geraden Linie fk fein möge, fo wird dem obigen Ex 
zu Folge mit der Zunahme cd eine größere Zunahme da 
Zunction verbunden fein, als diejenige ift, weiche durch de 
veränderlihe Stärke des Wachſens erreicht wird. Ua 
denft man die kleinſte innerhalb des Intervalled cd ver 
fommende Stärke des Wachſens über dad ganze Inter. | 
berrfchend, wie in den Drdinaten der Linie fh, fo wird = 
der Zunahme cd eine kleinere Zunahme ih der Fund“ 
verbunden fein ald die Zunahme ig ift, welche durch d. 
beliebig veränderliche Stärke des Wachſens erzeugt wi | 
In fofern nun diefe veränderliche Stärke des Wade: 
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aus ihrem größten in ihren kleinſten Werth fletig über 
gebt, fo werben alle zwiſchen dem größten und kleinſten 
Werthe der Stärke des Wachſens denkbaren Zwifchenftu- 
fen in einzelnen Punkten des Intervalled cd irgendwo vor: 
handen fein. Es muß alfo auch innerhalb ded Intervalles 
ed einen Werth der Abſciſſe geben, in welchem die Stärke 
des Wachſens fo groß ift, daß, wenn dieſelbe für das 
ganze Intervall cd dauernd wäre, die durch diefe conftante 
Stärke des Wachfend erreichte Zunahme zufammenfiele mit 
der Durch die veränderliche Stärke des Wachſens erreichten. 
In Bezug auf die Zigur ausgeiprochen heißt Diefer Sag, 
ed muß, wenn der erfte Differentialquotient der Ordinate 
der Curve fich ftetig ändert, innerhalb des Intervalles cd 
wenn nicht mehrere doch wenigftens Einen Curvenpunkt ge 
ben, deſſen Zangente diefelbe Richtung hat ald die gerade 
Liniefg. Wir wollen diejenige Stärke des Wachfens, welche, 
wenn fie innerhalb eines Intervalles dauernd bliebe, eine ebenfo 
große Zunahme hervorbringen würde, ald. Die veränderliche 
Stärke des Wachſens in diefem Intervalle erzeugt, Die durch⸗ 
ſchnittliche Starke des Wachſens dieſes Intervalles nennen. 

Ertheilt man nun der willkürlich Veränderlichen einer 
Function den Werth a, und febt von dieſem Werthe aus 
ein Intervall x, fo muß ed, wenn 3 eine Zahl vorftellt, 
Die Heiner als Lift, einen Werth a+9x der willkürlich 
Veränderlichen geben, für welchen die momentane Stärfe 
Des Wachſens der Function die Durchfchnittliche des Inter: 
valles x iſt. Multiplieiet man demnach den Werth, wel 
chen der erfte Differentialquotient einer Function (f(a+x) 
für den Werth a-+rIx der willfürlich Veränderlichen an- 


nimmt, alfo den Werth Kern, mit der Zahl x, fo 


wird dies Product die Zunahme angeben, welche die Function 
f(a+x)dadurd) erhalten bat, dag ihre willtürlich Veränder- 
liche von dem Werthe a bis zum Werthe a+x gewachſen ifl. 


Es ift Har, daß man zu Diefer Zunahme a +92) 
Snell. U. 15 


.x der 


— nn ..-—- 
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Function nur noch den Werth fla) zu addiren braucht, um den 
Werth von f(a+x) zu haben. Wir erhalten alſo die Gleichung 


Karz)—ta4 tete , 


welche Gleihung zwar für die Berechnung von fla+2) 
gar nichts hilft, weil man nicht weiß, wie groß die Zahl 
$ zu nehmen ift, welche aber dadurch für unfern Zul 
brauchbar wird, daß bie Zunction f(a+x) durch einen 
wenngleich nicht näher beſtimmbaren Werth des Differen 
fiolquotienten diefer Function ausgedrückt erſcheint. 
Nehmen wir ferner an, die Function fla+x) hebe 
innerhalb des Intervalles x eine beliebig veränderlihe de 
ſchleunigung des Wachſens, jedoch ohne Unterbrechung da 
Stetigkeit. Dieſe Beſchleunigung des Wachſens oe der 
zweite Differentialquotient der Function wird eina größten 
und einen kleinſten Werth haben. Denkt man ſih mu 
eine Function von x, welche die Function f(a+x) m! 
fangspunkte von x im erften Grabe berührt, und inm 
cher die größte innerhalb des Intervalled x vorhanden de 
ſchleunigung des. Wachfend der Function f(a+x) daum 
ift, fo wird den obigen allgemeinen Sätzen zu dolge it 
Zunction von x in dem ganzen Intervalle x größere Batı 
haben ald die Zunction f(a+x). Und eine die Kun 
f(a+x) an demfelben Punkte im erſten Grabe berührt 
Function von x, in welcher die Heinfte innerhalb des d 
tervalled x vorhandene Beſchleunigung des Wachſens | 
Zunction f(a+x) dauernd ift, wird überall innerhalb de 
Intervalles x Fleinere Werthe haben als die Function flat?! 
In fofern nun die Befchleunigung des Wachſens der Yun 
f(a+x) aus ihrem größten Werthe in den Fleinften ft 
übergeht, fo werben alle denkbaren Zwifchenflufen der gr ; 
ten und Heinften Befchleunigung des Wachſens ſich in de 
einzelnen Punkten des Intervalles x finden; und es ml 
in dem Intervalle x einen Punkt geben, bei melden di 
Befchleunigung des Wachſens der Function f(a+z)! 
groß ift, daß durch diefelbe, wenn fie bei einer die Zundit 
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f(fa+x) im Anfangspunkte von x im erften Grade berüh- 
renden Function in dem ganzen Intervalle x dauernd wäre, 
eine gerade fo große Zunahme im Endpunfte von x er 
zeugt wird, als durch die veränderlihe Befchleunigung des 
Wachſens der Function f(a-+ x) hervorgebracht wird. Man 
kann auch bier diejenige Befchleunigung des Wachfeng, 
weiche, von der im Anfangspunfte eines Intervalled x vor- 
bandenen Stärke de Wachſens ausgehend und in dem 
ganzen Intervalle dauernd, biefelbe Zunahme erzeugt, im 
Endpunfte von x al& eine veränderliche Beſchleunigung des 
Wachſens, die durchfchnittliche des Intervalle x nennen. 
Stellt 9 wie vorher eine Zahl vor, welche einer als 1 
ift, fo wird e8 einen Werth a + 9x ber willfürlich Veränder- 
lihen geben, bei welchem der zweite Differentialquotient 
der Function f(a-+-x) die für das Intervall x durchſchnitt⸗ 
liche Beichleunigung bed Wachſens der Function f(a-+x) 
angibt, und ed kann demnach) diefe durchfchnittliche Be⸗ 


fchleunigung des Wachſens durch Zur3> 


werden. So wie wir nun vorher bie Function f(a+x) 
Durch eine im erften Grade. gleichmäßig wachſende Function 
von x dargeſtellt haben, welche für den Nullwerth von x 
den Werth fla) bat, und deren Stärke des Wachſens bie 
für das Intervall x durchfchnittliche der Function f(a+x) 
ift, fo können wir auch die Function f(a+x) durch eine 
im zweiten Grade gleichmäßig wachſende Zunction von x 
Darftellen, welche für der Nulwerth von x den erften Dif- 
ferentialquotienten und den Functionswerth mit f(a+x) ges 


audgedrüdt 


‚ meinfchaftlich bat, und deren Belchleunigung des Wachſens 
Die für das Intervall x durchfchnittliche der Function 


- — - 


f(a+x) iſt. Die geſuchte im zweiten Grade gleichmäßig 


wachſende Function von x hat im Allgemeinen die Form 


— 


A+Bx+Cx?. Da wie bekannt 20 die conſtante Be 
ſchleunigung des Wachſens dieſer Function ausdrückt, ſo 
"Haben wir —— ſtatt 20, oder — 1 1 Ma +32) 
F 
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ftatt C zu feßen. Für x—=0 nimmt die Function A+R 
+Cx? den Werth A, und ihr erfter Differentialquotient d 
Werth B an; und da diefe Werthe gleich fein follen d 
Merthen, welche die Function f(a+-x) und ihr erfter d 
ferentialquotient für x—=0O annehmen, alfo gleich den V 
ehen Fa) und ID, fo iſt Die geſuchte im zwäten Gi 
gleichmäßig wachfende Yunction von x durch die Fe 
df(a) d'f(a 49x) x 
a) + + —— Er gegeben, und mit 
halten die Gleichung 
af d’fla+3x) Y 
Kat TE N. 


Veranſchaulicht durch die Drdinaten der frummm d 
efg $ig. 65, in welcher das Abfeiffenftüd be dm 3" 
a und cd den Werth x haben möge, Tann diefer Sath= 
gefprochen werden: Wenn man eine in Bezug auf Br 
Dinaten im zweiten Grabe gleihmäßig wachfende Y* 
durch die Punkte f und g legt, welche zugleich Me® 
efg im Punkte f im erflen Grade berührt, fo gibt aw 
halb des Intervalles x einen Punkt, oder einm ® 
a+9x der Abfeiffe, für welchen der zweite Dift- 
quotient der Ordinaten der Curve efg identiſch ini" 
conftanten zweiten Differentialquotienten der Ordinin! 
Parabel. Daß man eine in Bezug auf ihre Ordinun 
zweiten Grade gleichmäßig wachſende Parabel dm ! 
Punkte f und g fo legen könne, daß fie die Cum“ 
im Punkte f im erften Grade berührt, werficht Nd" 
felbft, weil die Gleichung einer ſolchen Parabel dia !" 
flimmte Conſtante enthält, welche den drei vorgeſchrihen 
Bedingungen angepaßt werden können. Hier iſt M j 
wiefen, baß ber conftante zweite Differentialquofit j 
Drdinaten der Parabel nothwendig vorkommt un N 
Werthen, welche der zweite Differentialquotient der er 
efg innerhalb des Interwalled x annimmt. u 

Nehmen wir noch an, baf die Function fat" 
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nerhalb des Interwalles x eine beliebig veränderliche Stärke 

des Wachſens im dritten Grade habe, ſo gibt es einen 
größten und Heinften Werth diefer Stärke des Wachſens. 
Eine die Function fla+x) im Anfangspunfte von x im 
zweiten Grade berührende Function von x wird, wenn ihr 
dritter Differenfialquotient conftant und gleich dem größten 
innerhalb des Intervalles x vorkommenden Werthe des drit⸗ 
ten Differentialquotienten der Sunction f(a+x) ift, überall 
innerhalb des Intervalle x größere MWerthe haben als die 


. $unction f(a+x), und wenn ihr dritter conftanter Diffe 


renfialquotient gleich ift dem Fleinften Werthe des dritten 
Differentialquotienten von f(a+x), fo wird fie überall 


Ä innerhalb des Intervalle x Bleinere Werthe haben ald Die 
Function fla+x). Wenn nun der dritte Differentialquo- 
tient von f(a+-x) innerhalb des Intervalles x aus feinem 


größten in feinen Heinften Werth ftetig übergeht, fo ift in 
einem Punkte des Intervalles x diejer dritte Differential- 


quotient fo groß, daß er als conftanfer dritter Differen- 


fialquotient jener im zweiten Grade berührenden Yunction 
genommen innerhalb des Intervalled x eine gerade fo große 
Zunahme bervorbringt, als die Function f(a-+x) inner: 
halb diefed Intervalle annimmt. Nennen wir diefen ein: 
zelnen Werth des dritten Differentialquotienten der Function 
f(a+x) den bdurdfchnittlichen in dem oben erläuterten 
Sinne, fo gibt ed einen Werth a+ 9x der willkürlich Ver- 
anderlichen, für welchen der dritte Differenfialquotient von 
f(a+x) feinen für das Intervall x dDurchfchnittlichen Werth 
bat, und eine die Function f(a-+x) im Anfangöpunfte von 
x im zweiten Grabe berührende Function von x, Deren 

. . . . .. d’f(a+9x) 
Dritter conftanter Differentialquotient gleih — — Fer 
ift, wird mit f(a-+x) gleichen Werth haben. Stellen wir 
eine folche im Dritten Grade gleichmäßig wachiende Function 
von x zunäcft unter der unbeflimmten Form A+Bx 
+Cx’+Dx’ vor, fo wird, für x—o, der Werth diefer 
Zunction —=A, der erfte Differentialquotient —B, der 
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zweite =1.2C und ber britte —=1.23D; und da Diefe Werthe 
der Function und ihrer drei erſten Differentialquotienten 

d’ Fra) nd df(a-+9x) 
der Reihe nach gleich f(a), 7 und —— 
ſein ſollen, ſo werden wir, indem wir * ſtatt A, 


ſtatt B, - Te ſtatt C und [55 y 123° a ſtatt 


D ſetzen, die Gleichung erhalten 
ar . T. 
dx 1‘ d "12 
d’f(a+r9x) x’ 
+ dx °1.2.3° 

Man wird ohne Weiteres bemerken, daß das Raiſen 
nement, Durch welches Die vorhergehenden verfchiedenen Aus 
drüde für f(a-+x) gefunden worden find, fi) unverandet 
auf alle folgenden Grade der Stärke des Wachſens übertrege 
läßt, und daß man durch daffelbe zu folgendem Refultate ge 
langen wird: Wenn eine Bunction von x, welche Die Yan 
f(a+x) im Anfangspunfte von x im nten Grade berüßet, a: 
folche conftante Stärke des Wachſens im (n+1)ten Grakk, 
daß ihre dem Intervalle x zugehörige Zunahnte gleich iſt de 
demfelben Intervalle zugehörigen Zunahme der Yundın 
f(a+x), in welchem Falle diefe conftante Starte des Wet: 
fens im (n+ I)ten Grade die durchfchnittliche der Functier 
f(a+x) für das Intervall x heißen mag, fo gibt es immr 
einen Werth a+9x der willfürlich Veränderlichen, für weiha 
Die momentane Stärke des Wachſens im (n + L)ten Grat: 
ber Function f(a+x) gleich jener Ducchfchnittlichen it, fe 
bald die Differentialquotienten von f(la+x) bis zum ! 
(na-+1)ten nur endliche Werthe haben innerhalb Deö Sutr 
volles x Da die im nten Grade berührende und m 
(n I)ten Grade gleichmäßig wachſende Function von ı 
offenbar (n-+ 2) vorgefchriebenen Bedingungen genügen fol. 
indem fie in dem Anfangspunfte von x mit der Fundir 
f(a+x) den Functionswerth und die n erften Differential 
quotienten gemeinfchaftlih haben fol, und im Enbpunft 
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von x mit f(a 4 x) zufammenfallen fol, fo fieht man, daß 
fie nicht blos allemal diefen Bedingungen entiprechend ge⸗ 
bildet werben Fann, fondern daß fie auch durch dieſe Be⸗ 
dingungen völlig beftimmt ift, weil eine im (n + I)ten Grade 
gleichmäßig wachfende Function immer (n +2) umbeftimmte 
Conftante enthält. Wenn wir die im nten Grade berüh- 
rende und im (n+L)ten Grade gleichmäßig wachfende 
Function von x, welche für den Werth x der willlürlich 
Veränderlichen mit f(a-+x) zufammenfällt, durch die Po- 
tenzenreibe A+Bx+Cx’ u.f. w. bid zur (a + Dten Bo» 
tenz von x vorftellen, und die Conſtanten A, B, C u. ſ. w. 
fo beftimmen, daB fie den vorgefchriebenen Bedingungen 
entiprechen, fo werden diefelden der Reihe nach die Werthe 
a, ED A ER Ad 

’' dx ’ 1.2° dx? ' 1.2.3° xd’ ’°"" 
1 d"f(a) d 1 d’+1f(a49x) 
+ T23.n de W230 rl) dee 

annehmen, und wir erhalten Die Gleichung 
df(a) x , d’f(a) x? 

f(fa+x)=f(a) + 4x T dx? ° 1.2 “oo... 
‚def(a) x" datlf(a+$x) xatrl (A 2) 

dx? '1.2.3...n dxt+tl '123..n(a+1)' 
Die Zahl 3 wird im Allgemeinen für jeden Grad ber 
Starke des Wachſens einen verfchiedenen Werth haben, und 
man weiß von ihr nichtö weiter, als daß fie kleiner als 1 
ift. Obgleih nun demnach die Reihe (12) zur Berechnung 
ded Werthed von S(a-+-x) nicht dienen Tann, fo ift fie Doch 
von Wichtigfeit, weil in derfelben der Werth von f(a+x) 
durch eine im nten Grade berührende und im (n+ 1)fen 
Grade gleihmäßig wachfende Function ausgedrüdt erfcheint, 
und in diefem Ausdrucke nur die Differentialquotienten von 
f(a+x) vorfommen, und diefe Reihe uns mithin die Mit- 
tel an die Hand geben kann, zu erfennen, auf welche Weiſe 
die Bedingungen, unter denen eine in einem höheren Grabe 
berührende und in demfelben Grabe gleichmäßig wachfende 
Function eine Annäherung an den Werth der berührten 
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Function geftattet, an die Befchaffenheit der Differential 
quotienten der berührten Function geknüpft find. 

Die Reihe (12) flelt, wenn man das letzte Gin 
wegläßt, eine im nten Grade gleichmäßig wachſende Fundim 
von x vor, welche die Function f(a+x) für den Yet 
a der willfürlih Weränderlichen im unten Grade berührt, 
d. 5. fie ift die Taylor'ſche Reihe. Da zu diefer Kundin 

n+1 n+l 

von x noch der Ausdrud er, 
hinzugefügt werden muß, um den Werth von f(a+z) ic 
vorzubringen, fo heißt diefer Ausdrud der Reſt dr dr 
lor'ſchen Reihe, und er gibt allgemein an, um wie vllt 
im nten Grade berührende und in Demfelben Grade let 
mäßig wachfende Zunction von der berührten Kundin = 
weicht. Diefer Reftausdrud ift zuerft von Lagrange dr 
Yeitet worden, auf einem von dem vorhergehenden abmads 
den ziemlich künſtlichen Wege, fo daß in dem Ausin 
eine geheimnißvolle und wunderbare Eigenschaft der dr 
nen ausgefprochen feheinen möchte. Wie wir aber ga 
haben, wird Durch dieſen Reflausdruck etwas fehr Ent 
und faft Zriviales ausgeſprochen. 

Die Abweichung der in irgend einem Grabe baik 
den und in demfelben Grade gleichmäßig wachfenden Im 
von ber berührten fann vermittelft der Reihe (13) )® 
ohne Zuhütfenahme des näcjfthöheren Differentialqustint 
ausgedrückt werden. Denn die eine Function fat! 
z. B. im dritten Grabe berührende und in demſche 
Grade gleichmäßig wachfende Function von x iR 3F 
ben Dur 

e = dia) #  dfa) TV 
OH te at 12 
und da seolei 
= x dia) x 
f(a+x)=f(a) + ——. 1It72"123 


@1@+92) x? 
di '12.3 
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fo fieht man, nach Abziehung der im dritten Grade berüh⸗ 
renden Function von dem Werthe von f(la+x), DaB die 
berührende um den Werth 


d’f(a+9x) Te) x? 
( di dx/1.2.3 


von S(a+x) abweicht. Allgemein wird eine Function von 
x, welche im nten Grade gleichmäßig wachſend die Function 
f(fa+x) für den Werth a der willkürlich Veränderlichen 
im nten Grade berührt, von f(a+x) abweichen um den 
Werth des Ausdrucks 
d’f(a+9x) drf(a) x"? 
( dx? dx" 33° 
Sobald von einer Function fla+x) fi) nachweiſen 
läßt, daß für jeden beilebigen Werth der Zahlen a und x 
entweder der Ausdrud 
de+if(fa+ 9x) xn+1 
dxat! "1.2.3....n(n+1l) 
oder der Ausdrud 
ee _ Te) 2" 








dx" dx" /1.2.3....n 
durch gehörige Vergrößerung der Zahl n fich dem Nullwerth 
beliebig nahe bringen laßt, To hat der Taylor'ſche Lehrſatz 
für diefe Function feine unbedingte Gültigkeit. 
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Ehe wir die Unterfuhung der Bedingungen der un: 2us „Biten der 
eingefchranften Gültigkeit des Taylor'ſchen Lehrſatzes vor⸗ neit el ben n Dr 


nehmen, wollen wir die für die Abweichung der fich be: 
rührenden Zunctionen gefundenen Ausdrücke benugen, um 
Die Bedeutung der wirklichen Gradverſchiedenheit, welche 
bei den verfchiedenen Graden der Berührung flattfindet, nach- 
zuweilen. Wir haben die Definition der verichiedenen Grade 
der Berührung nur aus dem Zufammentreffen der Diffe- 
renfialquotienten entnommen, haben aber nicht angegeben, ob 
und in wiefern in Betreff der Art und Weife der Berüh- 
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rung weſentliche Unterſchiede ſtattfinden bei den verſchiede⸗ 
nen Graden der Berührung. Es iſt vielmehr im 8. 113, 
wo die im zweiten Grade berührenden Functionen zuerſt 
in Betracht gezogen wurden, gefagt worden, daß fpäter 
im umfafjenderen Zufammenhange der höheren Differential 
quofienten der Nachweis geliefert werden fol, daß man, 
fobald nur die Differentialquotienten der berührten Junction 
endliche Werthe haben im Berührungspunftte, durch Anno 
berung an den Berührungspunft immer zu Punkten gel 
gen kann, in welchen eine in einem höheren Grade berih 
rende Function fich beliebig vielmal inniger an den Barth 
der berührten Function anfchließt, als Die in dem nid 
niedrigeren Grade berührende Function. Diefen Rahm 
wollen wir bier geben, und zwar zuerft für folche in am 
höheren Grade berührende Functionen, welche zuglih in 
demſelben Grade gleichmäßig wachſend find. 

» Denkt man zwei Zunctionen von x, von denn (x 
die Function f(a+x) für den Werth a der willkürlich fe 
änbderlihen im erften, und die andere im zweiten Ok 
berührt, und die zugleich in den entfprechenden Gran 
gleichmäßig wachfend find, fo Hat die erſtere eine Am 
hung von dem Werthe f(la-+x) gleich 

(er _ x und die zweite eine Abweihun 

2 2 

gleich fa +9x) r9_ TO) 5; In fofen de erft 
und zweite Differentialquotient von f(a-+x) innerhalb I: 
Intervalles x endliche Werthe haben (unter welcher Vor⸗ 
ausſetzung dieſe Ausdrücke für die Abweichung je übe 
haupt nur ſultigkeit haben), und alſo die Coeffiintn 


von x und 75 endliche Zahlen vorftellen, Tann offen 


das vom Beräbrungspuntte aus geſetzte Interwall x immf 
fo Fein genommen werden, daß der Werth des Yusdrudi 


2 2 
d et _ d —R beliebig vielmal Keiner it a’ 
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der Werth des Ausdrucks ——— —2 


gleich beide Ausdrücke mit Verkleinerung des Intervalles x 
ſich dem Nullwerthe nähern, fo nähern fie ſich doch dieſem 
Werthe ungleich ſtark, und es wird durch fortgeſetzte Ver⸗ 
kleinerung von x die Anſchließung der im zweiten Grade 
berührenden Funetion an den Werth von f(a-+x) über 
jede vorgefchriebene Grenze hinaus inniger erhalten werden 
ald die Anfchließung der im erften Grade berührenden 
Function. Und da bei fortgefegter Verkleinerung des In⸗ 
tervalled x vor dem Webergang in den Berührungspuntt 
die Abweichungen ber beiden berührenden Functionen von 
dem Werthe der Function f(a+-x) relativ zu einander alle 
denkbaren Zahlenverhältniffe durchlaufen, und die Stärke 
der Anſchließung beider Functionen fi) dem Unvergleich⸗ 
baren näbert, fo bat man ein Recht, diefe Arten der Be 
rührung als wefentlich verfchiedene zu betrachten. Den 
wenn man angeben wollte, um wie vielmal inniger in der 
unmittelbarften Nähe des Berührungspunftes die Eine 
Function ſich anfchließt als Die Andere, fo künnte man 
nicht anders fagen ald unendlich vielmal. 

Da ferner Functionen von x, von denen die Eine bie 
Function f(la+x) im zweiten und die Andere im dritten 
Grade berührt, und die beide in den entſprechenden Gra⸗ 
den gleichmäßig wachlend find, Abweichungen haben von 
dem Werthe der Function f(a-+x), welche gleich 
C a ar) und. gleich (ie + 3x) 





79.3 133 # ſeten ſind, ſo ſieht man, daß mit 


fortgeſetzter Verkleinerung des Intervalles x die Abwei⸗ 
chung der im dritten Grade berührenden Function beliebig 
vielmal kleiner gemacht werden kann als die Abweichung 
der im zweiten Grade berührenden Function, daß alſo mit 
Annäherung an den Berührungspunkt die verſchiedene In⸗ 
nigfeit der Anfchließung beider berührenden Functionen fich 
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rung 'wefentliche Unterfchiebe ftattfinden bei den verfchiede- 
nen Graden ber Berührung. Es ift vielmehr im 8. 113, 
wo die im zweiten Grade berührenden Functionen zuerft 
in Betracht gezogen wurden, gefagt worden, daß ſpäter 
im umfaflenderen Zufammenhange der höheren Differential 
quotienten der Nachweis geliefert werden fol, DaB man, 
fobald nur die Differentialquotienten der berührten Function 
endliche Werthe haben im Berührungspunfte, Durch Anna» 
berung an den Berührungspunft immer zu Punkten gelan- 
gen kann, in welchen eine in einem höheren Grade berüh- 
rende Function fich beliebig vielmal inniger an den Werth 
ber berührten Function anfchließt, ald die in dem nächſt⸗ 
niedrigeren Grade berührende Function. Diefen Nachweis 
wollen wir bier geben, und zwar zuerft für folche in einem 
höheren Grade berührende Functionen, welche zugleich in 
demſelben Grade gleichmäßig wachſend find. 

»_  Denft man zwei Functionen von x, von denen Eine 
die Function ffa+x) für den Werth a der willfürlih Ver⸗ 
änderlihen im erften, und die andere im zweiten Grade 
berührt, und die zugleich in den entiprechenden Graden 
gleichmäßig wachfend find, fo bat die erftere eine Abwei⸗ 
hung von dem Werthe fla-+-x) gleich 
(Her>9_% df(a 

dx 
gleich ur a4 32) dr) BONES 13 In ſofern de erſte 
und zweite Differentialquotient von f(a+x) innerhalb des 
Intervalled x endliche Werthe haben (unter welcher Vor: 
ausfegung dieſe Ausdrücke für die Abweichung ja über 
haupt nur ſultigkei haben), und alſo die Coefficienten 


ex und die zweite eine Abweichung 


von x und 15 endliche Zahlen vorftellen, Tann offenbar 


das vom Berübrungspuntte aus gefehte Intervall x immer 
fo Hein genommen werden, daß der Werth des Ausdrucks 


2 u Os 5 beliebig vielmal Pleiner ift als 
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= der Kreislinie ſowol ald von der Ordinate der andern 
‘- &urve Tann den obigen Süßen zu Folge durch Annähe- 
= rung an den Berührungspunft beliebig vielmal Meiner er- 
* "halten werden, ald die Abweichung der Ordinate der Tan⸗ 
"gente von den Drdinaten der Kreislinie und der andern 
— Curve. Folglih wird auch die Abweichung, welche die 
2 Drdinaten der Kreidlinie und der andern Curve unterein- 
: 2= iander haben, beliebig vielmal Feiner gemacht werden Fönnen 
— 018 die Abweichungen der Orbinaten diefer beiden Curven 
- son der Ordinate ihrer gemeinfchaftlichen Tangente. Mit. 
. 2 =hin wird auch die eine Curve im zweiten Grade berührende 
- = Kreißlinie, obgleih in Bezug auf ihre Ordinaten nicht 
_ zleihmäßig wachlend im zweiten Grabe, fih in der Näbe 
des Berührungspunftes beliebig vielmal inniger an die Eurve 
. anfohließen als die dieſe Curve im erften Grade berührende 
— Fangente. Es macht offenbar keinen Unterfchied, wenn die 
- . „m erften Grade berührende Linie Feine gerade, fondern eine 
_ beliebige Curve ift, weil alddann beide Curven eine ge- 
. . meinfhaftlihe Tangente haben, und man diefelben Schlüffe 
auf die Abweichungen der Ordinaten beider Eurven von 
__ ‚der Ordinate der Tangente anwenden kann. Ebenfo ift 
._ . inleuchtend, daß man die im Vorhergehenden gebrauchte 
- Schlußweife auch auf die höheren Grade der Berührung 
Aus dehnen kann. 


—* $. 133. 


_ Da man bei der Frage nach der durch berührende ietingungen der 
” _ Zunctionen zu erreichenden Annäherung an den Werth der der ber 
= . berührten Function eigentlich wiſſen will, ob die ind End- Funstionenan bie 
loſe fortgefeßt gedachte Potenzenreihe dem Merthe der be- 
-  rührten Function gleichzufegen tft oder nicht, fo haben wir 
- — noch die Eigenthümlichkeiten ind Auge zu faffen, welche die 
°" Differentialquotienten zeigen, wenn ihre Rangzahl ind Un- 
— endliche gefteigert wird. Hierbei zeigt fich unter den Functio⸗ 
. - nen der Unterfchied, dag ihre Differentialquotienten mit 
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wieder dem Unvergleichbaren nähert. Daſſelbe folgt auf 
dieſelbe Weiſe für alle höheren Grade der Berührung. Es 
verhält ſich mit dieſer verfchiebenen Innigkeit der Berüh⸗ 
rung bei fortgefeßter Annäherung an den Berührungdpunft 
gerade wie mit den Differentialen der verfchiedenen Grade 
bei ihrer gemeinfchaftlichen Annäherung an den Nullwerth. 
Sobald die Differentialquotienten der berührten Function 
im Berührungspuntte emdliche Werthe haben, fo gibt es 
inmer ein wenn auch noch fo Feines Intervall, in welchem 
diefe Differentialquotienten ebenfalls endliche Werthe haben, 
weil eine Function nicht plöglich aus einem endlichen VWerthe 
in den unendlich großen übergehen kann. Folglich gilt der 
über die Berührungsgrade aufgeftellte allgemeine Sat, daß 
die Abweichung der im nten Grade berührenden Function 
durch Verkleinerung des vom Berührungspunfte au gr 
nommenen SIntervalled beliebig vielmal Eleiner gemaht wer 
den kann ald die Abweichung der im (n— I)ten Grade br 
rührenden Function, unbebingt, fobald nur im Berührung 
punkte felbft die Differentialquotienten der berührten Kundin 
bis zum nfen endliche Werthe haben. 

Auch in dem Falle, in welchem die berühren 
Zunctionen nicht gleichmäßig wachlend find in den Grad, 
in welchen die Berührung flattfindet, gelten noch dieidhe 
Sätze in Betreff der Gradabſtufung der innigen Antik: 
ßung, und die Abweichung einer etwa im zweiten Grode 
berührenden Zunction Tann beliebig vielmal Peiner erhalt 
werben als die Abweichung einer im erften Grabe bil; 
renden. Es möge z. B., um dies durch geometriſche Ba 
fpiele zu erläutern, durch einen Punkt einer Cure an 
Tangente und zugleich ein Kreis gelegt fein, welder di 
Eurve im zweiten Grade berührt. Die beiden im zweiten 
Stade fich berührenden Erummen Linien haben für ben Be | 
rührungspunft eine gemeinfchaftliche fie im zweiten Grade 
berührende und in Bezug auf ihre Ordinaten im zweim 
Grade gleichmäßig wachfende Parabel. Die Abweihun 
der Ordinate der berührenden Parabel von der Drdinit 


— — -— 
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der Kreidlinie fowol als von der Ordinate der andern 
Curve Tann den obigen Sägen zu Folge durch Annähe: 
rung an den Berührungspunft beliebig vielmal Meiner er: 
halten werden, ald die Abweichung der Ordinate der Tan⸗ 
gente von den DOrdinaten der Kreißlinie und der andern 
Curve. Folglich wird auch die Abweichung, welche die 
Drdinaten der Kreislinie und der andern Curve unterein- 
ander haben, beliebig vielmal Feiner gemacht werden können 
als die Abweichungen der Ordinaten diefer beiden Eurven 
von der Drdinate ihrer gemeinfchaftlichen Zangente. Mit. 
bin wird auch die eine Curve im zweiten Grade berührende 
Kreislinie, obgleih in Bezug auf ihre Drbinaten nicht 
gleichmäßig wachfend im zweiten Grade, fich in der Nähe 
des Berührungspunktes beliebig vielmal inniger an die Curve 
anfchließen als die dieſe Curve im erften Grade berührende 
Tangente. Es macht offenbar keinen Unterfchied, wenn die 
im erften Grade berührende Linie Feine gerade, fondern eine 
beliebige Curve ift, weil alödann beide Curven eine ge- 
meinfchaftliche Zangente haben, und man diefelben Schlüſſe 
auf die Abweichungen der Drdinaten beider Curven von 
der Drdinate der Tangente anwenden kann. Ebenſo ift 
einleuchtend, daß man die im Vorhergehenden gebrauchte 
Schlußweiſe auch auf die höheren Grade der Berührung 
ausdehnen kann. 
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Da man bei der Frage nach der durch berührende Drtingungen der 
Zunctionen zu erreichenden Annäherung an den Werth Der näherung der der 
berührten Function eigentlich wiffen will, ob die ind End: Sunstionen an bie 
loſe fortgefegt gedachte Potenzenreihe dem Werthe der be: 
rührten Function gleichzufegen ift oder nicht, fo haben wir 
noch die Eigenthümlichkeiten ind Auge zu fallen, welche die 
Differentialquotienten zeigen, wenn ihre Rangzahl ind Un⸗ 
endliche gefteigert wird. Hierbei zeigt ſich unter den Functio⸗ 
nen der Unterfchied, daß ihre Differentialquotienten mit 
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fleigender Rangzahl entweder ind Maßlofe wachen ober 
nicht. Bon dem maßlofen Wachfen der Differentialquo- 
tienten Tönnen wir und durch ganz einfache und nahelie⸗ 
gende Beifpiele überzeugen. Die Differentialquotienten ber 
Function ax, welche der Reihe nach find Ja.a”, (da)’a”, 
(Za)’a® u. f. w. wachfen offenbar für einen Werth von a, 
welcher größer ift als die Baſis des natürlichen Logarith⸗ 
menſyſtems, und für jeden Werth des x mit fleigender 
Rangzahl unbegrenzt, und ein unendlich Hoher Differential- 
quotient wäre auch unendlich groß zu denken. Ebenſo ver» 
halt es ſich mit den Differentialquotienten irgend einer 


1 
Wurzel aus x. Die Differentialquotienten von x? 3. B. 





find Der Rabe nach, N —, * — — 
2x? 2.2x? 2.2.2.2? 
— 135 _ u. ſ. w. Man fieht, daß bei Bildung 
2.2.2.2.x2. 


eines nächftfolgenden Differentialguotienten diefer Functin 
aus dem vorhergehenden im Nenner immer der Factor 2.x 
binzuteitt, und im Zähler die nächfthöhere ungerade Zabl 
als Factor zugelegt wird. Sobald der im Zähler hinzu 
tretende Factor größer ift als 2x, welcher Fall für jeden 
Werth ded x bei irgend einem höheren Differentialquotien- 
ten nothwendig eintreten muß, fo werden von dba an bie 
1 


Differentialquotienten der Function x? unbegrenzt wachfen. 
Daffelbe findet bei unzähligen andern Functionen ſtatt. 
Obgleich unendlichhohe Differentialquotienten als ſolche 
niemald Gegenftand der Unterfuchung fein können, fo ift 
ed doch geſtattet, die Eigenfchaft der Differentialquotienten, 
bei fleigender Rangzahl ind Maßlofe zu wachen, kurz de- 
durch zu bezeichnen, daB man fagt, der unendlich hohe Dif: 
ferentialquofient ift unendlih groß. In diefem Sinne if 
eine ſolche Ausdrudsweife, wenn fie in dem Kolgenden ge 
braucht wird, immer zu nehmen. Dadurch, dag die Dif: 
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ferentialquotienten von einer unendlich hoch gedachten Rang⸗ 
zahl ımendlich große Werthe annehmen, ift natürlich Feine 
Unterbrechung der Stetigkeit derfelben gefeßt, fo wenig als 
dadurch, daß ein Differentialquotient einer Function für 
unendlich große Werthe der willfürlich Veränderlichen un- 
endlih groß wird. Als Unterbrechung der Stetigfeit der 
Differentialquotienten ift nur Died zu betrachten, daß ein 
Differentialquotient von endlicher angebbarer Rangzahl für 
einzelne beftimmte Werflußpunkte der willkürlich Verän⸗ 
derlichen unendlich groß wird. 

Betrachten wir nun die Zaylor’fche Reihe mit dem 
Lagrange'ſchen Reftausdrud 

02 x d’ffa) x’ 
ffa+x)=f(a) + — "T rag 137° 
_drf(a) x” an f(a+9x) xn+l 
a aan en "1.2.3...n(a+1) 
fo wird, wie bereit oben bemerkt, eine im nten Grabe 
gleichmäßig wachfende und die Function f(a+x) im nten 
Grade berührende Zunction von x fi dem wahren Werthe 
von f(a+x) mit fleigendem Berührungsgrade unbegrenzt 
annähern, fobald der Ausdrud 
dn+1 f(a +9x) xua+l 
dx2t! 1.2. 3. n(n 4 1) 

mit Vergrößerung der Zahl n ſich dem Nullwerthe unbegrenzt 
nähert. Wir betrachten die beiden Factoren dieſes Aus- 


xü+l 


drucks einzeln. Daß der Eine Factor —> 3 — 3.3.n@o+D 


bei beliebig großem Werthe von x mit wachfendem n dem 
Nullwerthe beliebig nahe gebracht werden kann, davon kann 
man fich leicht auf folgende Art überzeugen. Wird ein 
ächter Bruch auf immer höhere Potenzen erhoben, fo nähert 
er fi dem Nullwerthe unbegrenzt. Sind die Potenzen 
Diefed Achten Bruches noch mit einer beliebig großen con⸗ 
ftanten Zahl multipliciet, fo nahert fich dieſes Product dem 
NMullwerthe ebenfalld unbegrenzt. Wenn nun dadurch, daß 
zu einer beliebig großen Zahl immer derfelbe ächte Bruch 
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als Factor zutritt, dad Product dem Nullwerthe beliebig 
nahe gebracht werden kann, fo wird Died um ſo mehr ftatt- 
finden, wenn zu einer beliebigen Zahl immer Feiner wer: 


dende achte Brüche ald Factoren zugefebt werden. Betrach⸗ 
+1 
ten wir nun den Ausdrud ERTTERNE fo fehen wir, 


wenn die Zahl n immer um die Einheit wachfend gedacht 
wird, zu dem Zähler fortwährend den Facttor x hinzutrt⸗ 
ten, und zum Nenner einen Zactor, der um 1 größer iſt 
ald der vorher vorhandene höchfte Kactor im Nenner. Mag 
x nun auch beliebig groß fein, fo muß zuletzt Doch der Fall 
eintreten, daB der im Nenner binzutretende Factor größer 
ft als x. Won nun an wird bei weiter wachfendem n der 
n-+l 
Werth des Ausdruds nn 75 mit immer flei⸗ 
ner werdenden achten Brüchen multiplicirt, und folgüch 
muß er fi) mit wachfendem n dem Nullwerthe unbegrenzt 
annähern. 

Wenn nun die Function fla++x) eine ſolche ift, dam 
Differentialguotienten mit fleigender Rangzahl nicht = 
Maßloſe wachen, fondern innerhalb gewifler Grenzen Be: 

n-+1 
ben, fo wird der Ausdrud 4 auch bei endle⸗ 
wachfendem n einen endlichen Werth behalten. Mitbin wirt 
unfer diefen Umfländen auch der Ausdrud 
da+tlf(a+-9x) xn+1 

fich mit fleigendem Berührungsgrade nothwendig zuletzt dem 
Nullwerthe unbegrenzt nähern, wie groß auch das vom Be 
rührungspunfte aus genommene Intervall x .gefeßt wirt, 
und die ins Endlofe fortgefehte Taylor’fche Reihe muß al: | 
ein abäquater Ausdrud der Function f(la+x) angeſehen 
werden. 

Nehmen wir 3. B. die Functionen sinx, und cosx, fr 
gehören diefelben zu denen, deren Differentialquotienten bei bc 
liebig fleigender Rangzahl nicht maßlos wachen, fich wid: 
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mehr innerhalb der engen Grenzen von +1 und —1 hal 
ten. Die Differentialquotienten von e* find ſämmtlich gleich 
ex, und folglich ihrer Größe nad) von der Rangzahl gar 
nicht abhangig. Bei dieſen Zunctionen Bat alſo die Tay⸗ 
lor'ſche Reihe ihre unbedingte Gültigkeit für alle belichig 
großen vom Berührungspunfte aus gefeßte Intervalle der 
willkürlich Veranderlichen. Es mag jedoch bemerkt werden, 
daß man deöwegen nicht fehließen darf, es werde für foldhe 
Functionen bei jedem beliebigen "Intervalle der willfürlich 
Veränderlichen jede folgende in einem höheren Grade be 
rührende Function einen genaueren Näherungswerth geben, 


ald die vorhergehende. Es kann ja bei einem verhältniß⸗ 
+ 
mäßig großen Intervalle x der Factor 


des Reſtausdruckes bis zu einem gewiſſen Werthe von n be» 
deutend wachfen, und folglich der Reftausdrud bis zu einem 
gewiffen Berührungsgrade ebenfalls wachfen. Unſer obiger 
Sat fagt nur, daB man bei folchen Functionen durch Stei- 
gerung des Berührunggrades zulegt immer auf Abweichun⸗ 
gen kommen muß, die abnehmen und zwar unbegrenzt abe 
nehmen. 

Es iſt noch der zweite Hauptfall zu unterfuchen, in 
welchem die Differentialquotienten mit fteigender Rangzahl 
zulegt unbegrenzt wachfen, fei es nun, daß fie gleich vom 
erften an gerechnet wachlen, oder daß das Wachſen erft 
bei einem Differentialquofienten von beftimmter Rangzahl 
einfritt, welche Rangzahl dann ſowol von dem Werthe der 
willkürlich WVBeränderlichen, für welchen man die Differen- 
fialguotienfen genommen hat, ald von den Conſtanten der 
Function abhängen kann. In dieſen, Falle wird in dem 
Lagrange'ſchen Reflausdrud mit endlos wachfendem n ber 


+ 
Eine Factor ar fa+ 3x) 


dxntl einem unendlich großen Zah⸗ 


xa+l 
lenwerthe und der andere Zactor 133.nG+D ? 


Nullwerthe zueilen, und zwar für jeden Werth a der will: 
Snell. IL 16 
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kürlich Veränbderlichen, bei welchem bie Berührung ftattfin- 
det, und für jedes beliebige vom Berührungspunfte aus 
genommene Intervall x. Die Grenze, welcher der Reft: 
ausdrud entgegengeht, Tann alfo in diefem Kalle durch 
00.0 bezeichnet werden. Ein Ausdrud, welcher für einen 
gewiffen Werth einer in ihm enthaltenen veränderlichen Zahl 
in die Form 00.0 übergeht, kann bei dieſem Lebergange 
im Allgemeinen ſowol einen unendlih großen Werth, als 
den Nullwerth, fowie auch irgend einen endlichen Werth 
annehmen. Denn wenn der eine Factor immer in flarfe 
rem Maße wählt ald der andere abnimmt, fo wird dad 
Product in der Annäherung an die Grenze 00.0 ohne Ende 
größer, und die Form 00.0 ftellt einen unendlich großen 
Zahlenwerth vor. Nimmt aber der eine Factor fortwährend 
in flärferem Maße ab, ald der andere zunimmt, fo nimmt 
dad Product ohne Ende ab, und die Form 00.0 ſtebt den 
Nullwerth vor. Nähern fich endlich die Maße des Mad: 
fend und Abnehmens der beiden Factoren fortwährend im: 
mer mehr ber Gleichheit, je naher man ber Grenze «.0 
fommt, fo werden die Veränderungen des Products m 
der Annäherung an Diefe Grenze immer unbedeutender, und 
die Form 00.0 ftellt einen endlichen Zahlenwertb vor. 
Man kann ſich dies Leicht durch Zunctionen einer Be: 
änderlichen erläutern, welche für gewiffe Werthe der wil- 
fürlih Veränderlichen in die Form 00.0 übergehen. Gt: 
wöhnlich wird in den Lehrbüchern der Differential- und In: 
tegralrechnung in einem befonderen Capitel nachgewieſen. 
wie man den wahren Werth ſowol des unbeflimmten Aut- 
druds 00.0 als anderer unbeflimmten Formen, in weldt 
Functionen einer Veränberlichen für einen beftimmten Werth 
der willkürlich Beränberlichen übergeben fünnen, findet. Di 
wir Diefe Unterfuchung nicht angeftellt haben, fo mögen 
einige ganz einfache Beifpiele zur Erläuterung dienen. Benz 
man in ber Zunction xLgx (gemeiner Logarithmus) die 
Veränderlihe x bis zum Nullwerth abnehmend denkt, fc 
geht fie, da Lgo—=— oo, in die Form 0.00 über. Ds 
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das Product xLgx mit Verkleinerung des x ohne Ende 
dem Nullwerth entgegengeht, und folglich in diefem Falle 
der Werth ded Ausdrudes O. oo gleich Null zu fegen ift, 
ift leicht zu fehen. Denn verkleinern wir dad x fortwährend 
un geben bemjefben der Reihe nach etwa die Werthe 
1 
J TTo ar uf. w., fo find die zugehörigen ge- 
meinen Logarithmen gleich —1, —2, —3 u.f.w., und 
die Function xLgx nimmt der Reihe nah die Werthe 
1 2 3 
1: 7%0'" Im“ ſ. w. an, und es untfer- 
liegt Teinem Zweifel, daß dieſe Werthe fich unbegrenzt dem 


Nullwertbe nähern. In der Function x Ügr in welcher 

für x0 der eine Factor n unendlich groß, und der an- 
1 

dere Factor Lgx gleih Null wird, tritt offenbar das Ge⸗ 

gentheil ein. Denn die Function — 1 nimmt der 

10 100 1000 


Reihe nach die Werthe mn 3 uf. w. 





.. an, wenn man dem x die Werthe Iſ⸗ Ir , np ſ. w. 


ertheilt und dem Ausdrucke oo0.O iſt demnach in dieſem 
Falle ein unendlich großer Werth beizulegen. Um auch ein 
Beiſpiel von einem endlichen Werthe des Ausdruckes o.0 


zu geben, ſo nehmen wir die Function 3 )tsx. 


Seht man x—=—, ſo wird CHR JO undtgx—oo. 


Der Werth des —8 0.0 ift aber in dieſem alle 
weder ul noch unendlich, fondern gleih 1. Denn ſetzen 


wir - 





— flaft tgx, und fihreiben unfere Sunction in ber 
16 * 


c0SX 
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——X 


Form .sinx, fo wird, für x , der eine Zactor 


cosX 
7 
- — — x “ 
sinx gleich 1, und in dem andern Factor osx nähern fich wie 
bekannt Zähler und Nenner ohne Ende der Gleichheit, je näher 
xdem Werthe 5 fommt, und folglich nähert fich der Werth von 





az —— ohne Ende der Einheit; und der Ausdrud —— rn ift 


für z- nothwendig gleich 1 zu feßen, obgleich er für die- 
fen Werth von x in den unbeftimmten Ausdrud n übergeht. 
Kehren wir zurüd zu dem Reflausdrud der Taylor'⸗ 
fhen Reihe. Um ein Beifpiel zu geben, in welchem diefer 
Neftausdrud für ein unendlich großed n die Form o.0 
annimmt, fo nehmen wir die Zunction Ar. Die ſucceſp⸗ 
ven Differentialquotienten derfelben find ZA.A*, (ZA)’:Ax, 
(ZA)’.A*, und Ddiefelben werden, wenn A größer ift als 
die Baſis des natürlichen Logarithmenſyſtems und folglich 
IA größer ald 1, vom erflen an gerechnet wachfen, und 
im Fortgang unbegrenzt wachlen. Drüden wir die will 
kürlich Weränderliche unferer Function durch a+x aus, 
und betrachten wir in der Function Aatx die Zahl a ale 
den Werth der willfürlich Veränderlichen, für welchen die 
Berührung flattfindef, und x als das vom Berührungs- 
punkte aus genommene Intervall, fo wird nach dem Zay- 
lor'ſchen Lehrſatze 
——— As. CAYAs. tun 
+( A)" Aa, rl on Ala+dx), — — 
1.2. 1.2.33.. 1(n 4 Iy 
Obgleich der Factor (lAyn+t1,Alatdr) des Reſtaus⸗ 
druckes für ein unendlich großes n unendlich groß wird, fo 
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geht Doch der ganze Reſtausdruck dem Nullwerthe entgegen. 
Denn ſchreibt man denfelben in der Form 
(TIA.x)utrl 
"3.2.3..n(n+1) 
_ 1 
fo fieht man, daß der Ausdruck (LA. x)” 


1.2.3...n(n-+1) 
xa+l , 
ald der Ausdruck 133.0) fih mit wachfendem n 


dem Nullwerthe nähert, und daß folglich, da der Factor 
Aa+dx) für jeden endlihen Werth von x einen endlichen 
Werth hat, der ganze Reſtausdruck ſich unbegrenzt dem 
Nullwerthe nähert. 

Wenn nun, wie man fieht, auch bei folchen Functio⸗ 
nen, deren Differentialquotienten mit fleigender Rangzahl 
unendlich groß werden, der Reftausdrud der Taylor'ſchen 
Reihe dem Nullwerthe fi) nähern Tann, fo entfteht Die 
Srage, worin denn der Unterfchied derjenigen Yunctionen, 
bei welchen die Grenze 00.0 des Reſtausdruckes für jedes 
beliebige Intervall gleich Nul zu feßen ift, von den an« 
dern Functionen, bei welchen Died nicht der Fall ift, eigent- 
lich befteht. In Betreff diefer Trage kommt man leicht zu 
Dem Refultate, daB es weientlih darauf ankommt, um 
wie vielmal ein folgender Differentialquotient größer ift 
als der vorhergehende, und Daß der Reflausbrud für jedes 
beliebige Intervall fi dem Nullwerthe nähert bei allen 
Functionen, bei welchen Die Zahl, welche angibt, um wie 
vielmal ein folgender Differentialquotient größer ift ald der 
vorhergehende, fich innerhalb endlicher Grenzen hält. Denn 


+1 
da der Factor REST des Reftausdrudes fich nicht 


blo8 dem Nullwerthe nähert, fondern bei jedem beliebigen 
Werthe von x ein folcher Werth von n gedacht werden 
kann, daß die Zahl, welche angibt, um wie vielmal dieſer 
Factor Pleiner wird bei dem Webergange zur nächſt höheren _ 
Potenz von x, jede beliebig große gegebene Zahl überfteigt, 
fo wird, wenn die beim Fortgange zu einem nächft höheren 


Ala+®x) 


fo gut 
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Differentialquotienten eintretende verhaͤltnißmãßige Vergro- 
nrl 
ferung ded andern Factors a LE 
Zahl nicht überfteigt, immer ein folder Werth von n an- 
gegeben werden fünnen, von welchem an bei weiterem Wach⸗ 
o+1 
fen des n der Factor fich fortwährend 
or1 
in flärferem Maße verkleinert, ald der Factor —— 
ſich vergrößert, und folglich wird ſich der ganze Reſtaus⸗ 
druc unbegrenzt dem Nullwerthe nähern. Bei der vorher 
. dtlf(a-+-9x) 
gebrauchten Function Ax bat der Factor — ——— 
des Reſtausdruckes die Form (LA)nTI. Alovox). Wenn num 
auch 3 für den (n + I)ten Differentialquotienten einen mög: 
lichſt Eleinen Werth hätte, und beinahe gleich Null ware, 
und für den nächſten Differentialquotienten einen mögliht 
großen, und beinahe gleich 1 wäre, fo würde doch der für 
dad Intervall x durchſchnittliche Werth des (n + 1jte 
Differentialquotienten größer ald (2A)"+1.A®, und de 
durchichnittliche Werth des nächſten Differentialguotiente 
kleiner ald (ZA )n+2, Alatx) oder (JA)n+?, Aa, Ax fein, m 
folglich kann die verhältnigmäßige Vergrößerung eines fol: 
genden Differentialquotienten den Zahlenwerty IA.AX nidt 
erreichen. 

Als Functionen, bei denen der Reftausdrud der Taylor’: 
chen Reihe ſich nicht nothwendig zuleht dem Nullwerthe unbe: 
grenzt nähert, bleiben uns demnach fchließlich nur Diejenigen 
übrig, bei welchen die verhältnigmäßige Vergrößerung eines fol⸗ 
genden Differentialquotienten mit fleigender Rangzahl deric: 
ben felbft maßlos wächft. Beifpiel einer ſolchen Function iſt I 


Der ute Differentialquotient derjelben ift —— 1.2.3... —— 


Dean ſieht, daß m immer fo groß genommen werden Bann, Dif | 
die Zahl, welche angibt, um wie vielmal der folgende Dir 
ferentialquotient größer ift ald der vorhergehende, jede be | 


eine gewiſſe 
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liebig große gegebene Zahl überfteigt. Bei ſolchen Functio⸗ 

nen befinden ſich nun die beiden Factoren des Reftausdrudes 

der Taylor'ſchen Reihe in Betreff ihrer verhältnigmäßigen 

Vergrößerung und Verfeinerung in gleichen Kalle, indem 

immer ein folcher Werth von nm angegeben werben Tann, 
n+1 

daß der Factor —— beliebig vielmal größer und 


n+ 
der Factor 133007 beliebig vielmal Heiner wird, 
fobald man die Zahl n um eine Einheit wachien läßt. Ob 
alfo bei wachfendem n die verhältnißmäßige Vergrößerung 


+1 
des Factors ——— mehr beträgt als die verhält: 
xatl 


nigmäßige Verkleinerung des Factors 5 — 3.no +) 


oder ob Das Umgekehrte flattfindet, d. h. ob der Reſtaus⸗ 
drud fortwährend wächft oder abnimmt, das wird nicht 
mehr allgemein aus der Natur der berührten Function be- 
flimmt werden können, fondern wird davon abhängen, wie 
groß das Intervall x genommen wird, und wie groß der 
Werth a der willfürlich Veränderlichen, für welchen die 
Berührung der Functionen ftattfinden Toll, genommen wird. 
Denn von dem Werthe der Zahl x hängt dad Maß der 
bei wachfendem n zuletzt nothwendig eintretenden Verklei⸗ 


+ 
nerung ded Factors IEERTERN ab, und von aund x 


zugleich hängt der Werth (a+Ix) der willfürlich Weranber- 
Lichen ab, für welchen der (n-+1)te Differentialquotient genom- 
men wird, und folglich hängt von a und x auch das Maß 

. datif(a+9x),. 
Der Vergrößerung ab, welche der Factor — bei 
wachſendem n erleidet. Daß nun bei den bier in Betracht 
gezogenen Functionen für jeden Werth a der willkürlich 
Deränderlichen der Werth des Intervalled x immer fo groß 
genommen werden kann, daß der Reſtausdruck fortwährend 
wächſt, und immer fo Hein, daß derfelbe fortwährend ab- 
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nimmt, ift daraus einleuchtend, daß das Maß der Verklei 
xn+l 
nerung, welche der Factor 133.n0fD bei Kortgang 
von einer Potenz zur nächfthöheren erleidet, durch Verän 
derung der Zahl x in allen denkbaren Graden abgeuft 
werben kann. Wie wenig auch das Maß der mit fleigende 
Rangzahl eintretenden verhältnigmäßigen Bergrößerung de 
1 
Factors —— wächſt, fo iſt Doch immer ein gre 
ger Werth von x denkbar, daß dad Maß der in den ar 
xn+l | 
fprechenden Werthen des Factors Tas * 
tretenden verhältnigmäßigen Verkleinerung geringer if, m) 
folglich der Reſtausdruck mit fleigendem Berührungsgreit 
immer größer wird. Ebenfo wird umzgefehrt bie ba jcden 
folgenden Differentiafquotienten eintretende verhältnißmißin 


+1 
Vergrößerung des Factors a ee) durch die inte 


xuri | 
entſprechenden Werthen des Factors 15-3 7 


tretende verhältnigmäßige Verfeinerung überboten waia 
fönnen, fobald man nur das Intervall x klein gas 
macht. Es gibt alfo bei allen folchen Zunctionen für je 

Werth a der willkürlich Weränderlichen eine Greny de 
Intervalled x, unterhalb deren der Reſtausdruck in cin ur 
begrenztes Abnehmen, und oberhalb deren derfelbe in 
unbegrenztes Wachfen übergehen muß. 
Betrachten wir 3. B. die Function Ix, fo hab 
nach der Zaylor’ ſchen Reihe 
x 1x2 12 x 


Kat g-la+ Tat 0 
1.2.3 x 1.2.3..(n—1) 
a Tas rt TI IT I 


und der Reflausdrud diefer Reihe ift 


1.2.3..n xu+l ( x yo 
(a + Ixil 2.3.00 r) 453) + 
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Iſt x Heiner ald a, und folglich — und ebenfo 
on . nt 1 
ein achter Bruch, fo wird der Werth von 5 T 55) +1 
mit wachfendem n fortwährend Heiner und nähert fi) un- 
begrenzt dem Nullwerthe. Sobald alfo bei der Function ix 
das vom Berührungspunfte aus genommene Intervall Feiner 
ift ald der Werth der willkürlich Veränderlichen, für welchen die 
Berührung ftatthat, fo wird die ind Unenbliche fortgefeßte 
berührende Function der Function ix adäquat fein. Daß in 
dem Falle, ald x größer ift wie a, die berührende Function 
zulegt immer ftärker abweichen muß von der Berührten ix, 
kann man am leichteften aus dem allgemeinen Gliede der 
obigen Reihe ableiten. Denn das nte Glied der Reihe ift 


&.-- Mie wenig auch C) größer fein möge al 1, 
fo laßt fih Doch ein fo großer Werth von n denken, daß 
bei weiterem Wachfen des n der Factor ©) in flärferem 


x 


Maße wächſt ald der Factor 4 abnimmt. Von da an 


müſſen alſo die einzelnen Glieder der Taylor'ſchen Reihe 
immer größer werden und unbegrenzt wachſen, und folglich 
muß auch die Abweichung der berührenden Function unbe⸗ 
grenzt wachſen. 

Das Wichtigſte würde nun ohne Zweifel ſein, ein all⸗ 
gemeines Verfahren anzugeben, durch welches man bei ſol⸗ 
chen Functionen die Grenze beſtimmen kann, innerhalb und 
außerhalb, welcher der Reſtausdruck ſich zuletzt nothwendig 
dem Nullwerthe oder dem Unendlichen nähert. Aber an 
einem folchen Verfahren fehlt ed noch gänzlich, und Die 
Aufluchung diefer Grenzen wird bei den einzelnen Functio⸗ 
nen, wo fie gelingt, bewerkftelligt durch Mittel, welche ſich 
in der Regel nur fpeciell auf Die der Unterfuchung vorliegende 
Zunction beziehen, und fi im Wefentlichen nicht unter 
fheiden von den in der niederen Analyfis gebräuchlichen 


250 Zehntes Eapitel. 


Mitteln der Unterfuchung dee Convergenz oder Diveram 
der Reihen. Da und mit der Kenntniß diefer Grenzen 
für einzelne Functionen nicht gedient fein kann, fo laſſen 
wir dieſe Unterfuchungen bei Seite, und bemerken nur nod, 
daß auc außerhalb dieſer Grenzen die berührende Function 
bis zu einem gewiflen Berührungsgrade ſich dem Werthe 
der berührten Function fehr wohl immer mehr nähern kam 
und daß durch den obigen Sat nur das enbliche Eintrda 
einer unbegrenzt wachfenden Abweichung behauptet wir, 
wie ja umgekehrt auch berührende Functionen, die fih zw 
let nothwendig der berührten Function unbegrenzt nahen, 
in niederen Berührungsgraden immer ſtärker werdende 1%, 
weichungen zeigen können. 

Da innerhalb gewilfer Grenzen des vom Berühmt 
punfte aus genommenen Intervalles bei allen Function du 
in höheren Graden berührende Functionen eine unbegratt 
Annäherung an den Functionswerth erzielt werben kann, I 
wird man in allen den Fällen, in welchen man nur die Ba: 
änderung beſtimmen will, die eine Zunction innerhalb ent 
beliebig Fleinen von einem gegebenen Punkte aus genommen 
Intervalles erleidet, ohne Weiteres die Taylor'ſche Rabe x 
brauchen Fönnen, und es wird unbedingt geftattet fein, ide 
beliebigen Function die Durch die Zaylor’fche Reihe ge 
gebene Potenzenreihe zu fubftituiren, wobei aber, mi 
fih von felbft verftcht, immer vorausgeſetzt ift, daß di 
Differentialquotienten der berührten Funetion, fo vid mu 
deren nimmt, im Berührungspunkte endliche Werthe haben 
Will man 3. B. wiflen, ob eine Function für einen ge 
wiffen Werth a der willkürlich Veränderlichen einen grö 
ten Werth annimmt, fo kommt es nur darauf an, zum 
fen, ob es vor und nach dem Werthe a ein wie Hein aud 
immer zu nehmendes Intervall gibt, für deffen fämmtlik 
Punkte die Function kleinere Werthe hat als für den Yunfta 
Diefe Frage kann alfo nicht blos für jeden einzelnen Batt 
einer beliebigen Function durch die Taylor'ſche Reihe ent 
fchieden werden, fondern es können auch ans der Betrach 
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tung der Zaylor’fchen Reihe allgemeingültige Regeln über die 
Bedingungen ded Vorbandenfeins eines größten Functions⸗ 
werthes aufgeftellt werden. Ein ähnlicher Fall der Unter: 
fuhung ift ed, wenn man von zwei Linien, die in irgend 
einem Punkte eine gemeinichaftliche Ordinate haben, und 
die fih dabei in einem beliebigen Grade berühren mögen, 
entfcheiden will, ob bei Diefem Zufammentreffen die Eine auf 
derſelben Seite der Andern bleibt, oder ob beibe Linien fich 
kreuzen. Hier ift nur zu beflimmen, ob es vor oder nach 
den Punkte des Zufammentreffend Intervalle, wenn auch 
beliebig Eleine, gibt, innerhalb derer Die Drdinate der einen 
Linie größere Werthe hat ald die Der andern, oder ob die 
Drdinate der einen Linie in dem erften Intervalle größere 
und in dem zweiten Eleinere Werthe bat ald die Drdinate 
der andern. In fofern nun voraudgefeht wird, daß bie 
Differentialquotienten beider Zunctionen, fo viel man deren 
nimmt, für den Punkt des Zufammentreffend endliche Werthe 
haben, können durch die Taylor'ſche Neihe allgemeingültige 
Regeln aufgeftellt werben Darüber, ob die in irgend einem 
Grade fich berührenden Linien im Punkte des Zufammentref: 
fens fich kreuzen oder nicht. 

Es iſt bisher immer nur von der Taylor'ſchen Reihe 
und dem Reſtausdrucke derſelben die Rede geweſen, und 
man könnte fragen, unter welchen Bedingungen die übri⸗ 
gen Reihen, die ſämmtlich Ausdrücke einer in einem höhe⸗ 
ren Grade berührenden und in demſelben Grade gleichmäßig 
wachſenden Function find, eine unbegrenzte Annäherung 
an den Werth der berührten Function geſtatten. Man wird 
aber bemerken, daß die bei Zugrundelegung der Taylor'ſchen 
Reihe gefundenen Reſultate mit der Natur dieſer Reihe 
ſpeciell nichts zu ſchaffen haben. Denn die Vorſtellung 
einer im nten Grade berührenden und im (n-+ 1)ten Grabe 
gleichmäßig wachſenden Function, deren conftante Stärke 
des Wachſens mit derjenigen Stärke des Wachſens im 
(n I)ten Grade der berührten Function, welche für das 
vom Berübrungspunfte aus genommene Intervall Die 
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durchfchnittliche ift, zufammenfallt, aus welcher Borftel: 
lung der Reftausdrud der Zaylor’fchen Reihe abgeleitet 
war, läßt fich unverändert auf alle Ausdrüde einer in 
einem höheren Grade gleichmäßig wachfenden und berühre: 
den Function übertragen; und da die Betrachtung dei Ref 
ausdrudes der Zaylor’fchen Reihe nur auf die Belhafe: 
heit der Differentialquotienten der berührten Function dd 
auf dad Weientliche, wovon die Annäherung abhängt, gr 
führt Hat, To fieht man, daß alle Ausdrüde für folde be 
rührende Functionen eine unbegrenzte Annäherung an ti 
berührte geftatten werden, entweder für jedes ober nur fa 
ein innerhalb gewifler Grenzen genommenes Intervall ganz 
unter denfelben Umftänden, unter welchen die Zayleriär 
Reihe eine folche Annäherung geftattet. 

Dad Refultat der Unterfuchungen diefes Paragırka 
tönnen wir in folgenden Sag zufammenfaflen: Unte 
Vorausfegung, DaB eine Function und ihre fümmtide 
Differentialquotienten innerhalb eines Intervalles Feine !k: 
terbrechung ihrer Stetigfeit erleiden, werben die in höher. 
Graden berührenden und in denfelben Graben gleihmik: 
wachſenden Yunctionen bei gehöriger Steigerung dei & 
rührungsgrades zulegt immer eine unbegrenzte Annahme: 
an den Werth der beruhrten Function liefern für jek 
Viebige Intervall der willfürlich Veranderlichen, ſobald ar 
weder die Differentialquotienten felbft oder bie verhältnt 
mäßigen Vergrößerungen der aufeinander folgenden Dit 
rentialquotienten bei beliebig hoher Rangzahl in angebbat 
endlichen Grenzen bleiben, und Diefe berührenden Functien 
werden nur für ein innerhalb gewiſſer Grenzen zu m 
mendes Intervall eine unbegrenzte Annäherung gelteftt 
wenn die verhältnigmäßige Vergrößerung eines folge® 
Differentialquotienten mit fleigender Rangzahl unbegrn! 
wächft. 
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Cauchy bat noch eine andere Form des Reſtes der De Sundy he 
Zaylor’ichen Reihe auf einem etwas künſtlichen Wege ab- 
geleitet. Nicht wegen der Wichtigkeit der Sache felbft, 
fondern weil dieſer Reſtausdruck in alle neueren Lehrbücher 
der Differentialrechnung übergegangen und neben dem La⸗ 
grange’fchen in Gebrauch gekommen ift, wollen wir denfel- 
ben bier kurz entwideln. Die Cauchy’fche Ableitung läuft 
ungefähr auf Folgendes hinaus: Bezeichnet man den Reft 
der bis zum nten Gliede fortgefegten Taylor ſchen Reihe 
durch R, ſo hat man 
xt (a) + I) 2. x FT SL. 
er (a) (x—a)" 
dx" " 1.2.3...n HR. 


Denn der Werth a der willfürlich Veränderlichen, für wel« 











. hen die Berührung flattfindet, wie gewoͤhnlich zwar unbe. 
‚ flimmt aber unveränderlich genommen wird, und die Zahl 
x als veränderlich, To kann man den Reſt ald eine Function 


- — 


— — — -- — 


von x oder von dem Intervalle x — a betrachten. Wenn 
wir aber, was auch geftattet ift, die Zahl x ald unverän- 
derlich annehmen, und die Zahl a als veränderlich, fo wird, 
da in diefem Falle für jeden andern Werth von a auch der 
Merth des Reſtes ein anderer werden muß, der Reftaus- 
drud auch ald eine Function von a betrachtet werden kön⸗ 
nen. Es mögen die Drdinaten der Linie efg (Fig. 66) 
Die durch die Taylor'ſche Neihe zu berechnende Function, 
Das Abfeiflenftüd bd möge die Zahl x und das Stüd be 


Die Zahl a vorftellen. Wenn man nun bei unveränder: 


lichem Werthe von bd den Punkt e, für welchen die im 
nten Grade berührende Linie ihren Berührungspunft hat, 
verfchiebbar feßt, fo wird ed für jeden andern Werth von 
be oder der Zahl a einen andern Werth des Reſtes geben, 
um welchen die im nten Grade gleichmäßig wachfende und 
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im nten Grade berührende Function von dem feften Hırik 
dg oder f(x) abweicht. Die bei dieſer Verſchiebung v: 
Berührungspunftes bervortretenden Gigenfchaften der te 
Reft angebenden Yunction hat Cauchy zur Entwikkı: 
diefer Kunction benutzt. 

In fofern wir in der obigen Reihe die Zahl a vnie 
derlich feßen, haben wir die Werthe, welche die Difen: 
tialquotienten der Function f(x) für einen beliebigen Batı 
a annehmen, durch no ‚ d —X u. ſ. w. zu beadın 
Stellen wir die Sunetion von a, welche dem ER der obiz 
Gleichung gleich fein fol, durch Pla) vor, und baddım 
wir x ald eine Conftante durch C, fo nimmt die ek 
Gleichung folgende Form an: 

os CG—a  d’f(a) (G—a)’ 

KO fa)+ FF ıi 78° II” 

Pr C— 
er om ri tra). | 
Wenn wir a fo weit wachſen laſſen, daß es gleih l m | 
fo ift, wie die Gleichung zeigt, der Reftausdrud gleich 3- 
Wir haben alfo ꝙ (0)0 zu ſetzen. Bilden wir ai: 
vorliegenden Gleihung durch Transpoſition die Glehr: 
df C— d’f C-: 
FO) —)— 7 = m ac | 
u —9* (C -ay 
“da” "1.2... 
und nehmen wir beiderfeitd die Differentialquotienten ĩ 
a als willfürlich Veränderliche, fo werden, wenn man 
den Gliedern a, 2 0a EEIOF ((@) CH u. fm 
Producten aweier Functionen von a htn, nad! 
befannten Regeln die Differentialquotienten nimmt, au 


rechten Seite der Gleichung alle Glieder fich — 
— „vu ga: ik 
heben, und ed wird nur der Ausdruck _ 13 R 








































Näherungswerthe der Functionen zc. 255 


als der Differentialquotient der rechten Seite der Gleichung 
übrig bleiben, und man erhält die Gleichung 


dpa) __ (Ca) da+iffa) 
da 1.2.3..n" daut 


Läßt man a bis zum Werthe C wachfen, fo wird, wie 
diefe legte Gleichung zeigt, der Differentialquotient der 


Function Pla) gleich Null, oder es ift 30 — 0. Mit 


dem Wachſen des Intervalles C—a, d. h. mit dem Ab⸗ 
nehmen des a wird im Allgemeinen ein Wachſen der 
Function 9 (a) verbunden fein. Wir können und die Werthe 
der Function ꝙ (a), von der wir wiſſen, daß fie ſelbſt und 


‚ ihre erfler Differentialquotient im Punkte d (ig. 66) gleich 


Null ift, durch die Drdinaten einer Linie, wie etwa der 
Linie dhi verfinnlichen. Die Stärke des Wachſens im erften 
Grade der Function Pla) hat in irgend einem zwifchen 
den Punkten c und d gelegenen Punkte ihren für das In⸗ 
terval C—a durchſchnittlichen Werth. Wenn wir den 
Werth der Abſtiſſe, für welchen diefer Durchichnittliche Werth 


| ftatthat, durch a+9(C—a) bezeichnen, wobei 9, zwi⸗ 
ſchen den Grenzen von O und 1 zu denken ift, fo Fünnen 
. wir Die einem beliebigen Werthe a zugehörige Ordinate ch 
oder g(a) nach $. 132 ausdrüden durch den Einzelwerth 


 g(C) und den mit dem Intervalle C—a multiplicirten 


Durchfchnittöwerth der Stärke des Wachfend der Function 
s(a). Und da hier C größer ift ald a, fo erhalten wir, 
indem wir die Regel des $. 132 für ein von dem feften 
Werthe C aus rückwärts genommenes Intervall modificiren, 


Pag (U) — ern eal, (Ga). 


Es ift aber, wie oben gezeigt, P(C)==0, und folglich 
d I (C— 
g(a)—= — era 2) (C—a). 


Da bier p(a) durch einen gewiflen Werth ded Differential- 
quotienten von 9 (a) ausgedrüdt erfcheint, und der Diffe⸗ 


956 Zehntes Capitel. 


rentialquotient “2: ſchon' oben auf einen Differentialque- 


tienten von f(a) zurüdgebracht ift, fo koͤnnen wir auch 
(a) durch einen Differentialquotienten von f(a) ausdrücken. 


Setzen wir, da der obige für io gegebene Ausdrud für 


jeden Werth der Veränderlichen a gilt, in dieſem Ausdrucke 
ftatt a den Werth a+9,(G— a), fo haben wir 
dgfa+s,(C-a)] ___[ra-9,(C-a)} rar, (C=a)] 
da 1.2.3....n dan+i 
Subftituiren wie nun in dem für ꝙ (a) gefundenen Aus— 





drude ftatt eer3,CZal den gleichgeltenden Werth, 

fo haben wir c 
C—a—9,(C—a)] datlffa+9, (C—a) 

W—! 133. \ a RC 


da flatt [C—a— 9, (C—a)]° auch gefchrieben werben kam: 
[(C—a)(1—3,)P oder (C—a).(1—3,)°, fo ift auch 
(C-a)aH1, (1-9) do+ffa+s. (C—a)] 
ga Zn 0 dn — 
und diefe Form ift es, welche Cauchh dem Reftausdruci 
der Zaylor’fchen Reihe gegeben hat. Indem wir in unke: 
obige urfprüngliche Gleichung ſtatt 6) dieſen Reſtaus 
druck ſetzen, haben wir 
KO—f(a) PIC) ed) + 1 ‚ea! a) Ca, 
drfla) (G—a)" ————— (C—a)] 
da" *1.2.3...n mr dantl 
‚as. — 
1.2.3... 

Da C zwar. im Kaufe der gegebenen Entwidelung <: 
conflant angefehen worden ift, übrigens aber einen ga: 
beliebigen Zahlenwerth vorftellt, fo kann man in Dem « 
fundenen Refultate auch C wieder ald die willlürlich Ne 
änderliche betrachten, und ald den beliebigen aber einzeln: 
Werth der willfürlich Veränderlichen, für welchen Die 8: 
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rührung ber Bunctionen ftattfindet, und indem man wicber 
ben Buchſtaben x flatt C fegt, erhält man 
02. x—a d’f(a) (x—a)’ 





f(x)=f(a) + — +72 13° 
d’f(a) — dn+!ffa+9,(x—a)] 
Fe T280r — 
¶. at 
1.2.3... 


Drüden wir endlih das vom Berührungspunfte aus 
genommene Intervall der willkürlich Veränderlichen durch 
ben einfachen Buchflaben x aus, und folglich die ganze 
willkürlich Veranderliche buch a-+x, fo haben wir 

2 x d’f(a) x° 














ffa+x)=f(a)+ -T + 1x I3at- 
d’f(a) x" a ffa+9,x) (1—9,)°.z0tl 
dx" '1.2.3..n dx+l 1.2.3..n 
Der Lagrange'ſche Reſtausdruck iſt 
d’+1f(a+-9x) xn- 1 
dx"+! '1,2.3..n0(n+1)' 


Die Abweichung beider Formen erflärt ſich daraus, daß + in 
dem Lagrange ſchen Reſtausdruck eine andere Zahl bedeutet, 
als 9, in dem Cauchy'ſchen. Denn a+9x ſtellt den Werth 
der wiutaruch Veranderlichen vor, bei welchem die Stärke 
des Wachſens im (n+1)ten Grabe der Function f(a+x) 
ihren für das Intervall x burchfchnittlichen Werth bat, 
und a+9,x ftelt den Werth der willfürlich Weränderlichen 
vor, bei welchem die Stärke des Wachſens im erften Grade 
der den Reſt angebenden Function (a) ihren für das In- 
tervall x durchfchnittliden Werth bat. Es ift Feine Kunft, 
Durch Veränderung der Bebeutung des Buchflabend 9 noch 
andere Formen des Reſtausdruckes der Zaylor’ichen Reibe 
zu finden. Da fie aber alle im Wefentlichen auf die Form 
des Lagrange'fchen binauslaufen, indem fie aus zwei Facto⸗ 
ren beftehen, von denen der Eine einen einzelnen Werth 
eines höheren Differentialquotienten der Function f(fa+x), 
und der Andere eine Potenz des Intervalles x, dividirt 
Snell. IL 17 
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durch bad Probuet der natürlichen Zahlenreihe, darſtellt, Ic 
Laßt fih kein Nutzen diefer unmelentlihen Mobdificafionen 
des Reſtausdruckes abfehen. 
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Von den Uebergangspunkten der Stärke des Wachſens 
in allen Graden. 


$. 185. 


Bon bem Beiden. Einen Gegenftand von allgemeinerer Bebeutung fir Ted 
Grmclmen = und Weſen der Differentialrechnung bilden noch Die im dem 
tielquotienten. Fluß einer Function vorkammenden Uebergänge aus eine 
Art des Wachſens in Die andere. Wie wir aus dem Fu 

beren ($. 124) willen, find alle Arten de Wächfend k 

flimmt Durch die Vorzeichen der fucceffiven Differentie 
quotienten, und mithin kann ein Vebergang aus Giner Ir 

des Wachfens in eine Andere nur vorkommen, wo ein DE 
ferentialquotient fein Vorzeichen wechſelt. Wir Haben tar 

nach den Wechſel der Worzeichen der Differentinlquofienten 

und die damit verbundenen Gigenthümlichkeiten bes Wat 

ſens ind Auge zu fallen. Eigentlich Tann ein Zeichenwech 

fel bei einem Ausdrude nur eintreten, wenn eine Functien 

einer Neränderlichen, als Beſtandtheil dieſes Wusbrmdei. 

bei irgend einem Werthe der Veraͤnderlichen durch den Rul- 

werth hindurchgeht, und dabei aus poſitiven im negatin 

Merthe oder umgekehrt übergeht. Da aber in dem Kell, 

als eine Function einer Veranderlichen in Form eines Due 

tienten zweier Zunctionen gegeben tft, Diefenige Functien 

welche den Penner bildet, mit Zeichenwechſel durch ta 
Nullwerth gehen Bann, ohne daB ber Zähler gleich Nel 


— — — — — — 
— —ñ —ñ ñ — — 
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wird, fo wird der Duotient oder die Gefammtfunction ihr 
Vorzeichen wecfeln, und mit diefem Zeichenwechfel ein un⸗ 
endfich großer Functionswerth verbunden fein. Wir haben 
alfo in Betreff des Zeichenwechfeld der Yunctionen zwei 
Fälle zu betrachten, den Durchgang des Functionswerthes 
durch Null und durch das Unendliche. 
Obſchon nun eine Function nur bei dem Durchgange 
Durch Null oder das Unendliche ihre Vorzeichen wechleln 
kann, fo kann fie doch natürlich auch ohne Zeichenwechfel 
Diefe Werthe pafliren. Wenn eine Function den Werth 
Null oder unendlich mit pofitiven Werthen erreicht, und 
auch mit pofitiven Werthen wieder verläßt, oder wenn eine 
Function in den Werth Null oder unendlich mit negativen 
Werthen eintritt, und mit negativen Werthen austritt, fo 
wollen wir fagen, daß die Function einftimmig durch 
Null oder das Unendliche fortfchreitet. Erreicht hingegen 
‚ eine Junction den Werth Null oder unendlich mit pofitiven 
Werthen, und verläßt fie diefelben mit negativen Werthen, 
- oder tritt fie mit negativen Werthen in diefefben ein, und 
‚ mit pofitiven heraus, fo fagen wir, bie Funttion fchreitet 
entgegengeſetzt durch Null oder unendlich fort. Ob⸗ 
gleich eine Funttion in dem Momente, wo fie den Null⸗ 
‚ werth annimmt, weder poſitiv noch negativ zu nennen iſt, 
‚fo fagen wir doch bei dem einflimmigen Durchgange durch 
ul kurzweg, die Function fchreitet pofitio oder negativ 
Durch den Nullwerch, je nachdem die Functionswerthe vor 
‚und nach dem Duschgange durch Null pofitiv ober negatio 
find. Ob eine Anderung in der Urt des Wachſens irgend 
‚eines Grades bei dem Durchgange ded Werthes eined Dif- 
‚Ferentialquotienten durch Null oder unendlich eintrift oder 
nicht, des wird immer Davon abhängen, ob ein folcher Dif⸗ 
‚Ferentialquotient entgegengefeßt oder einftimmig durch Ruf 
‚ober unendlich fortfchreiter, weil nur der Zeichenwechfel eines 
Differentialquotienten eine Aenderung der Art des Wachſens 
hervorbringen kann. 
In Bezug auf den Zuſammenhang, wiher zwifſchen 
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dem Yunctionswerthe und dem Werthe des erften Differen- 
tialquotienten flattfindet bei Dem Durchgange ded Functions⸗ 
werthed durch Null oder unendlich, unterfcheiden fich dieſe 
beiden Durchgänge wefentlich von einander. Bei dem Durch- 
gange eined Functionswerthes Durch das Unendliche hat der 
Differentialquotient dieſer Function nothwendig auch einen 
unendlichen Werth. Dies folgt daraus, daB, fobald der 
Differentialquotient einer Function innerhalb eines Inter 
valles und im Endpunfte dieſes Intervalle durchaus end» 
fihe Werthe bat, die Function feinen unendlih großen 
Werth im Endpunkte des Intervalles annehmen kann. Das 
Umgefehrte gilt natürlich nit. Dean der Differentialquo- 
tient einer Function kann in einem Intervalle wohl maßlos 
wachen, und im Endpunkte deſſelben unendlich groß wer⸗ 
den, ohne daß die Function einen unendlich großen Werth 
erreicht. Betrachten wir hingegen den Durchgang eines 
Functionswerthes durch Null, fo kann der Differentialguo- 
tient diefer Function dabei fowol den Nullwerth, als einen 
endlihen Werth, ald auch einen unendlichgroßen Werth 
annehmen. Mag der Functionswerth einftimmig ober ent- 
gegengeſetzt Durch Null geben, fo kann in beiden Fallen der 
Differentialguotient gleich Null fein, wie der Differential 
quotient der Drdinaten der Linie uai (Fig. 50) im Punkte a, 
oder der Differentialquotient der Drdinaten der Linie fgehi 
(Zig. 56) im Punkte c, und in beiden Fallen Fann der 
Differentialquotient unendlich fein, wie der Differentialguo- 
tient der Drdinaten der Linie declg (ig. 67) im Punkte c, 
oder der Differentialquotient der Orbinaten der Linie abcde 
(Fig. 68) im Punkte e. Einen endlichen Werth hingegen 
fann der Differentialquotient einer durch den Nullwerth 
fortfchreitenden Größe nur haben, wenn ber Functiond- 
werth entgegengefeßt duch Nul gebt. Denn wäre bie 
Function einftimmig durch Null gegangen, fo hätte fie, wenn 
fie pofitio war, vor dem Nullwerthe abgenommen und nad 
ber zugenommen, und wenn fie negafiv war, vor dem Null- 
werthe zugenommen und nachher abgenommen, und in beiden 
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Bällen hätte des Differentialquotient fein Vorzeichen ge 
wechfelt, konnte alfo bei diefem Wechſel nur den Werth 
Null oder unendlich, aber keinen endlichen Werth haben. 

Da in Bezug auf den Zufammenhang des Functions⸗ 
wertbes und ded Werthes des erſten Differentialquotienten 
der Durchgang des Functionswerthes durch das Unendliche 
fih einfacher erweift, als der Durchgang durch Null, fo 
laſſen wir die Betrachtung des erften Durchganges voran- 
gehen. Daraus, daß beim Durchgange einer Bunckion durch 
das Unendliche auch der Differentialquotient diefer Function 
unendlich wird, folgt felbftverftändlich, daß wenn ein Dif- 
ferentialquotient irgend einer Rangzahl für einen gawiffen 
Werth der willkürlich Weränderlihen unendlich groß wird, 
alle folgenden Differentialquotienten für denfelben Werth 
der willfürlih Veränderlichen ebenfalld unendlich groß wer» 
den. Bei allen den folgenden Süßen, welche von dem 
Mebergange der Functionen aus pofitiven Werthen in nega- 
tive oder dem umgekehrten Webergange handeln, ift immer 
vorausgefebt, daB bie Veränderungen der willfürlich Ver⸗ 
änderlichen durch Zufegung von pofitiven Incrementen ber- 
vorgebracht werben, und in dieſem Sinne das Fortfchrei- 
ten der Functionswerthe zu nehmen ift, mag nun die will. 
kuͤrlich Veränderliche pofitive oder negative Werthe haben. 

In Betreff der für einen gewillen Werth der willfür- 
lich WVeränderlichen unendlich werdenden Functionen und 
ihrer erſten Differentialquotienten gelten folgende Sätze: 

1) Geht für einen gewiffen beftimmten Werth ber will» 
Fürlich Veränderlichen eine Function einflimmig durch das 
Unendlihe, fo geht der Differentialquotient diefer Function 
für denfelben Werth der willfürlich Weränderlichen entge⸗ 
gengeſetzt durch das Unendliche. | 

Da die Function, wenn fie mit pofitiven Werthen 
durch das Unendliche geht, vor dieſem Durchgange gewach⸗ 
fen ift, und nachher abgenommen hat, fo ift der Differen- 
tialquotient derfelben aus pofitiven in negative Werthe 
durch das Unendliche übergegangen, und da ferner die 
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Function, wenn ſie mit negativen Werthen durch das Un⸗ 
endliche geht, vorher abgenommen und nachher zugenom⸗ 
men hat, ſo iſt der Differentialquotient derſelben aus ne⸗ 
gativen Werthen in poſitive Durch das Unendliche uͤberge⸗ 
gangen. Beiſpiel einer ſolchen Function ſind die Ordinaten 
der Linie fghikl (Fig. 69), welche nad) der Ordinaten⸗ 


gleihung v- gebildet ift, und für x=o oder im 
x3 

Punkte ce der Figur mit pofitiven Werthen Durch das Un⸗ 

endliche geht. 


2) Geht eine Function entgegengefeßt durch dad Unend⸗ 
liche, fo geht ihre Differentialquotint einflimmig durch das 
Unenbliche, und zwar wird der Differentialquotient, wenn 
Die Function aus poftfiven in negative Werthe übergebt, 
pofitio unendlih, und wenn die Function aus negativen 
in pofitive Werthe übergeht, negativ unendlich. 

Hat nämlich eine Function dad Unendliche mit poftti- 
ven Werthen erreicht, und tritt fie mit negativen aus bem- 
felben heraus, fo find erft Die pofitiven Werthe immer grö- 
Ber und dann die negafiven immer Pleiner geworden, und 
in beiden Fällen ift der Differentialquotient diefer Function 
pofitiv. Hat aber umgekehrt eine Function das Unendliche 
mit wachfenden negativen Werthen erreicht, und verläßt fie 
daſſelbe mit abnehmenden pofitiven, fo ift in beiden Fallen 
der Differentialquotient Diefer Function negativ. Beifpiel 
einer folchen Function iſt die Drdinate der Linie abedef 


(Big. 70), welche nach der Ordinatengleichung y=IZ 


gebildet ift, im Punkte h den Nullpunkt der Abſciſſe bat, 
und für x=1 oder im Yunkte g ber Abſciſſe entgegenge⸗ 
feßt durch das Unendliche geht. 

Aus den beiden vorbergehenden Saͤtzen folgt zunächft, 
daß bie fuccelfiven Differentialquotienten, wenn fie für einen 
Werth der willlürlich Weränderlihen unendlich werden, in 
Bezug auf die Ginftimmigkeit ober Entgegenfegung, mit 





Bon den Uebergangspuntten ber Stärke x. - 263 


welcher fie durch das Unendliche bindurchgehen, regelmäßig 
abwechieln. In fofern man eine Regel haben will, nad 
welcher man aus der Beichaffenheit eines für einen beſtimm⸗ 
ten Werth der willkürlich Weraänderlichen unendlich werden⸗ 
den Differentialguotienten auf den zugehörigen Werth ber 
Function oder auf die Natur des Wachſens derfelben zurück⸗ 
ſchließen kann, fo wird man aus ben beiden vorhergehen⸗ 
den Saͤtzen leicht die folgenden beiden ableiten: 

3) Geht ein Differentialquotient entgegengefebt durch 
das Unendliche, und zwar aus pofitiven Werthen in nega- 
tive, fo geht die Function, wenn fie unendlich ift, mit po» 
fitiven Werthen Durch das Unendliche, und wenn fie endlich 
ift, aus dem Wachen ind Abnehmen über, und erlangt 
einen relativ größten Werth. Gebt aber der Differential 
quotient durch das Unendliche aus negativen in pofitive 
Werthe über, fo geht die Junction, wenn fie unendlich ift, 
bei diefem Uebergange, Durch Dad negativ Unendliche, und 
wenn fie endlich iſt, aus dem Abnehmen ins Wachſen über 
und erreicht einen relativ kleinſten Werth. 

4) Geht der Differentialquotient einer Function e ein⸗ 
ſtimmig durch das Unendliche, ſo geht die Function, wenn 
fie unendlich iſt, bei dieſem Uebergang entgegengeſetzt Durch 
dad Unendliche, und wenn fie endlich iſt, nicht aus dem 
Wachen ind Abnehmen oder umgekehrt über, vielmehr wirb 
die Function, wenn der Differentialquotient durch Dad po» 
fitiv Unendliche geht, vor und nach dieſem Durchgange 
wachen, und wenn der Differentialquotient Durch Das ne 
gativ Unendbliche geht, vor und nach dieſem Durchgange 
abnehmen. 

Bas den Beichenwechfel der Zunctionen und ihrer erften 
Differentialauotienten bei dem Durchgange durch den Null⸗ 
werth betrifft, jo gelten Darüber folgende Säge: 

5) Geht für einen beftimmten Werth der willkürlich 
Veränderlichen eine Function einflimnig duch Null, fo 
muß der Differentialquotient diefer Function bei bie 
fen Durchgange fein Worzeichen wechleln, und derſelbe 
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Function, wenn fie mit negativen Werthen durch das In 
endliche geht, vorher abgenommen und nachher zugenm 
men bat, fo ift der Differentialquotient derſelben aus n 
gativen Werthen in pofitive Durch das Unendliche übey 
gangen. Beifpiel einer folchen Function find die Ordinate 
der Linie fghikl (Fig. 69), welche nach der Ordinate 


gleichung y- gebildet ift, und für x=o od ir 
x3 

Punfte c der Figur mit pofitiven Werthen durch das I: 

endliche geht. 


2) Geht eine Function enfgegengefeßt durch dad Ina} 
liche, fo geht ihre Differentialquotient einſtimmig dırd ii 
Unendliche, und zwar wird der Differentialquokient, var 
die Function aus pofitiven in negative Werthe Haft 
pofitiv unendlich, und wenn die Yunction aus nern 
in pofitive Werthe übergeht, negativ unendlich. | 

Hat nämlich eine Function dad Unendliche mit pf 
ven Werthen erreicht, und tritt fie mit negativen ausdr 
felben heraus, fo find erft die pofitiven Werthe imma; 
Ber und dann die negativen immer Feiner geworden, © 
in beiden Fällen ift ber Differentialquotient dieſer dunt 
pofitiv. Hat aber umgekehrt eine Function das nad: 
mit wachfenden negativen Werthen erreicht, und ve‘ 
baffelde mit abnehmenden pofifiven, fo if in beiden He 
der Differentiafquotient Diefer Function negativ. Bir 
einer ſolchen Function iſt die Ordinate der Linie “ 


(Big. 70), welche nad) ber Ordinatengleichung y=-; 


gebildet ift, im Punkte h den Nullpunkt der oft! 
und für x==1 oder im Punkte g ber Abfeifle entge® 
fegt durch das Unendliche geht. 

Aus den beiden vorhergehenden Säsen folgt zunäh 
daß bie fucceffiven Differentialquotienten, wenn fie für 9 
Werth der willlürlich Weränderlichen unendlich werde, 
Bezug auf bie Ginftimmigfeit ober Entgegenfeun, ! 


| 
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welcher fie Durch das Unendliche hindurchgehen, regelmäßig 
abwechfeln. In fofern man eine Regel haben will, nad 
weicher man aus ber Beſchaffenheit eine für einen beftimm- 
ten Werth der willkürlich MWeränderlichen unenblich werben- 
den Differentialguotienten auf den zugehörigen Werth der 
Function oder auf die Natur des Wachſens derfelben zurück⸗ 
fchließen Tann, fo wird man aus ben beiden vorbergehen. 
den Saͤtzen leicht die folgenden beiden ableiten: 

3) Seht ein Differentialquotient entgegengefekt durch 
das Unenbliche, und zwar aus pofitiven Werthen in nega⸗ 
tive, fo gebt die Function, wenn fie unendlich ift, mit po» 
fitiven Werthen durch das Unendliche, und wenn fie endlich 
ift, aus dem Wahlen ins Abnehmen über, und erlangt 
einen relativ größten Werth. Geht aber der Differential- 
quotient durch das Unendliche aus negativen in pofitive 
Werthe über, fo gebt die Function, wenn fie unenblich if, 
bei dieſem Vebergange, durch das negativ Unendliche, und 
wenn fie endlich ift, aus dem Abnehmen ins Wachſen über 
und erreicht einen relativ Meinflen Werth. 

4) Seht der Differntialquotient einer Function ein- 
flimmig durd das Unendliche, fo geht bie Function, wenn 
fie unendlich ift, bei diefem Uebergang entgegengefeht durch 
das Unendliche, und wenn fie endlich ift, nicht aus dem 
Wachſen ind Abnehmen oder umgekehrt über, vielmehr wird 
Die Function, wenn der Differentialquotient Durch das po⸗ 
fitio Unendliche geht, vor und nach dieſem Durchgange 
wachen, und wenn der Differentialqustient Durch das ne⸗ 
gativ Unendliche geht, vor und nach diefem Durchgange 
abnehmen. 

Was den Beichenwechfel der Zunctionen und ihrer erften 
Differentialquotienten bei dem Durchgange Durch den Null⸗ 
werth betrifft, fo gelten darüber folgende Säge: 

5) Geht für einen beſtimmten Werth der willkürlich 
Veränderlichen eine Function einflimnig duch Null, fo 
muß der Differentialguotient diefer. Function bei Die: 
fen Durchgange fein Vorzeichen wechſeln, und berfelbe 
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wird alfo entgegengefeßt. durch Null oder das Unendliche 
gehen. Ä 
Haben namlich die pofitiven Werthe der Function bi 
zu Null abgenommen und dann zugenommen, ſo iſt de 
Differentialquotient vor dem Nullwerthe ber Funckion ne 
gativ und nachher pofitiv, und haben die negativen Wat 
der Function bis zu Null abgenommen und ſich dann mi 
ber vergrößert, fo ift der Differentialquotient vor dem Kıl- 
werthe der Function pofitio und nachher negativ. In 
den Zällen hat alfo der Differentialquotient bei dem Rıl 
werth der Function fein Vorzeichen gewechfelt, und km 
alſo ſelbſt nur gleich Null oder gleich unendlich fen. 

Aus diefem Beweife des Satzes 5 folgt noch ald nahe 
Beftimmung beffelben: 

6) Geht eine Function mit pofitiven Werther ui 
Null, fo geht der Differentialquotient berfelben aus mr 
tiven. Werthen in pofitive über, und geht bie Kuncdim nt 
negativen Werthen durch Null; fo geht der Differentul 
quotient aus pofitiven Werthen in negative über. 

7) Seht bei einem beflimmten Werthe der willkürſq 
Veraͤnderlichen eine Function entgegengefegt durch Rd 
fo kann der Differentialguotient diefer Function keinesſel 
fein Vorzeichen wechſeln; derfelbe kann dabei im Algme 
nen jeben beliebigen Werth haben, wenn er aber ga 
Null oder unendlich ift, fo geht er einſtimmig burd tin 
Werthe. 

Seht nämlich eine Function entgegengeſetzt durch Al 
fo hat fie entweder bis zu Null abnehmende pofitis m 
dann zunehmende negative Werthe, und in dieſem dal 
ift.der Differentialquotient vor und nad) Dem Viebergi! 
negativ, oder fie hat bis zu Null abnehmende negative m! 
dann zunehmende pofitive Werthe, und dann ift der D' 
ferentialquotient vor und nach diefem Uebergange poftit 

Aus diefem Beweife des Satzes 7 folgt als nähe 
Beſtimmung defielben zugleich: | 

8) Geht eine Function entgegengefegt duch Null = 
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pofitiven Werthen in negative, fo ift der Differentialquotient 
bei dieſem Uebergange negativ, und geht fie aus negativen 
in pofitive, jo tft der Differentialquotient pofitiv. 

Wenn man von einem durch den Nullwerth gehenden 
erften Differentialquotienten einer Function auf die Natur 
des Wachſens dieſer Function ſchließen will, fo gelten darü⸗ 
ber folgende Sätze: 

9) Geht für einen beſtimmten Werth der willkürlich 
Veraͤnderlichen der erſte Differentialquotient entgegengeſetzt 
durch Null, ſo geht die Function bei dieſem Durchgange 
aus dem Wachſen ins Abnehmen oder umgekehrt über, und 
zwar wird die Function aus dem Wachſen ins Abnehmen 
übergehen, wenn der Differentialquotient aus poſitiven 
Werthen in negative übergeht, und aus dem Abnehmen 
ins Wachſen, wenn der Differentialquotient aus negativen 
in poſitive Werthe übergebt. 

Dieſer Satz iſt aus den früheren allgemeinen Lehren 
über Die Bedeutung der pofitiven und negativen Werthe 
des erften Differentialquotienten einleuchtend. 

10)-Seht der erfte Differentialquotient einer Zunction. 
einftimmig duch Null, fo gebt die Function weder aus 
dem Wachfen ind Abnehmen noch umgekehrt über; vielmehr 
wird, wenn der Differentialquotient mit pofitiven Werthen 
durch Null geht, die Function fortwährend wachfen, fo 
lange der Differentialguotient pofitive Werthe hat, und fort⸗ 
während abnehmen, fo lange der Differentialquotient ne 
gative Werthe hat. 

Aus den Sätzen 5 und 7 folgt zunächſt, dag, wenn 
mehrere aufeinanderfolgende Differentialquotienten für einen 
gewiſſen Werth der willkürlich Veränderlichen gleich Null 
werden, biefelben in Bezug auf die bei dieſem Durchgange 
flattfindende Einftimmigfeit oder Entgegenfeßung regelmäßig 
abwechieln. 

Da in dem Falle, ald eine Function einſtimmig durch 
Full geht, der erfte Differentialquotient, wenn er nicht un⸗ 
endlich ift, entgegengefeht durch Null gehen muß, fo Tann 
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erſt der zweite Differentialquotient einen endlichen Bath 
haben. Iſt aber der zweite Differentialquotieht ſelbſt gleihh 
Null, in welchem Falle er nad Satz 7 einflimmig dunh 
Null gebt, fo muß der dritte Differentialquotient, wenn« 
nicht unendlich ift, nach Satz 5 gleih Null fein, und atı 
gegengeſetzt durch Null gehen. Der vierte Differential 
tient kann dann zwar einen endlichen von Null verihidr 
nen Werth haben; wenn er aber felbft gleich Null if, m 
zwar alsdann nothwendig einftimmig durch Nut geht, I 
muß auch der fünfte Differentialquotient, wenn er nf 
unendlich if, gleich Nul fein, und erft der fechfle Die 
rentialquotient kann einen von Null verfchiebenen endlde 
Werth haben. Diele Schlußweiſe läßt fich fo fortfehen, m) 
es ergibt fich daraus folgender Sag: 

11) Wenn eine Function einflimmig durch Nulah, 
und ed werben mehrere der nächften.aufeinanderfolgendn tt | 
ferentialquotienten bei dieſem Webergange gleich Null, font 
derjenige Differentialquotient, welcher zuerſt einen von Re 
verfehiedenen Werth annimmt, von gerader Rangzahl ſer 

Seht eine Function entgegengefeßt durch Null, fol: 
der erſte Differentialquotient einen endlichen Werth haha 
Iſt er aber felbft gleich Rull, und geht er mithin anfır 
mig durch Null, fo muß auch der zweite Differentialauetist 
wenn er nicht etwa unendlich ift, gleich Null fein, un 
der dritte Differentialquotient Tann einen enblihen Bei 
haben. Iſt aber auch diefer gleich Null, wobei er mt 
wendig einflimmig durch Null gebt, fo muß auch ber virt 
Differentialquotient, wenn ex nicht unendlich ift, gleich Pr 
fein, und erſt der fünfte kann einen von Null verfhicen 
endlichen Werth annehmen. Auf diefe Weiſe weiter für 
end erhält man folgenden Sag: 

12) Geht eine Function entgegengefet durch Kl 
und find mehrere ihrer nächften Differentialquotientn X 
biefem Uebergange gleich Null, fo ift derjenige Different 
quotient, welcher zuerft einen von Null verſchiedenen a) 
lichen Werth bat, von ungeraber Rangzahl. 
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Es läßt fih aus dem Vorzeichen, welches ber zuerft 
einen endlichen Werth annehmende Differentialguotient bat, 
auch fehließen, mit welchem Vorzeichen, ober mit welchem 
MWechfel der Vorzeichen die Function durch Null geht. Denn 
gebt die Function einftimmig pofitiv Durch Null, fo geht 
nah Satz 6 der erfte Differentialquotint aus negativen 
Werthen in pofitive über durch Null. Der zweite Diffe 
rentialquotient ift in Diefem Yale nach Satz 8 pofitiv. Iſt 
er aber felbft gleich Null, und folglich fo gut als die ur 


ſprüngliche Function eine mit pofitiven Werthen durch 


Null hindurchgehende Größe, fo ift aus demſelben Grunde 
der vierte Differentialquotient pofttiv. Ebenſo ift der fechfte 
pofitiv, wenn etwa der vierte gleich Aull war. Wenn eine 
Function einflimmig negativ buch Null geht, fo folgt aus 
den Sätzen 6 und 8 auf diefelbe Weile, daß der zweite 
Differentialquotient negativ iſt bei biefem Uebergange; iſt 
er aber jelbft gleich Null, fo ift auch der vierte negativ, 
und fo weiter. Es ergibt fich daraus folgender Gag: 

13) Geht eine Function dur Null, und find mehrere 
ihrer nächften Differentialquotienten bei dieſem Durchgange 
gleich Null, fo geht die Function mit pofitiven oder mit 
negativen Werthen einflimmig durch Null, je nachdem der- 
jenige Differentialguotient von gerader Rangzahl, welcher 


zuerſt einen von Null verfchiedenen endlichen Werth an- 


nimmt, pofttiv oder negativ ift. 

Henn eine Function beim Durchgange durch Null aus 
pofitiven Werthen in negative übergeht, fo geht ber erſte 
Differentialquotient, falls er gleich Null ift, nah Satz 8 
mit negafiven Werthen durch Null, und mithin gebt ber 
zweite Differentialquotient nah Satz 6 aus pofitisen in 
negative Werthe über durch Null. Der dritte Differential- 
quotient iſt alfo negativ, und falls er felbft gleich Null iſt, 
fo ift auch der fünfte negativ und fo weiter. Geht aber 
eine Yunction beim Durchgange durch) Null aus negativen 
Werthen in pofitive über, fo gebt der erſte Differential: 
quofient, falls er gleich Mu ift, nach Satz 8 wit pofiti- 


Kurfucun ber 
ebhten F 
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ven Werthen durch Null, und mithin muß nach Satz 6 
der zweite Differentialquotient aus negativen Werthen in 
poſitive übergehen. Der dritte Differentialquotient iſt alſo 
wieder pofitiv, und wenn er durch Null gebt, fo iſt aus 
demfelben Grunde auch der fünfte pofitio, und fo weiter. 
Es folgt daraus 

14) Sehen eine Function und mehrere ihrer nächften 
Differentialquotienten durch Null, fo geht die Function aus 
pofitiven Werthen in negative über, wenn derjenige Diffe 
renttalquotient von ungerader Rangzahl, welcher zuerfl einen 
von Rull verfchiedenen endlichen Werth annimmt, negatir 
tft, und die Function geht aus negativen Werthen in po- 
fitive über, wenn derjenige Differentialquofient von unge 
raber Rangzahl, welcher zuerft einen von Null verjchiebenen 
endlichen Werth annimmt, pefitiv ift. 

Diefe ſämmtlichen Säge über den Zuſammenhang des 
Zeichenwechfeld der Functionen und ihrer Differentialgue 
tienten find von mannichfachem Gebrauche, und es Bönnen 
durch diefelben viele Unterfuhungen, welche man ſonſt durch 
Vergleichung von Formeln und Reiben führen muß, ſehr 
abgekürzt werden. Es ergibt fich zugleih aus denfeiben, 
daß von den verfchiedenen Arten des Wachfens irgenb eines 
Grades nur einige ineinander übergeben können und ander 
nicht. Denn da 3. B., fobald irgend ein Differentialgue- 
tient fein Vorzeichen wechfelt, der folgende Differential⸗ 
quotient Feinen Zeichenwechſel erfahren kann, fo werben alle 
Mebergänge ber Arten bed Wachfend irgend eines Grades, 
welche einen Zeichenwechfel dieſes Grades und zugleich bes 
vorhergehenden Stabes vorausfeßen, unmöglich fein. Welche 
Mebergänge überhaupt möglich find, und welche nicht, wird 
aus den aufgeftellten Sägen ohne Schwierigkeit beantwortet 
werben Fönnen. 


$. 136, 
Ale Unterfuchungen über die Uebergangspunkte ber 


Kan Bee der Gpänte.des Warhfens irgend eines Grades Lönnen zurrüd- 
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geführt werden auf die Unterfuchung über ben Uebergang 
aus dem Wachſen ind Abnehmen oder den umgelchrten 
Uebergang, indem eine Zunction oder irgend welche ihrer 
Differentialquotienten aus dem Wachfen ind Abnehmen oder 
umgekehrt übergehen müflen, fobald ein Uebergang aus einer 
Art des Wachſens in die andere flattfinden fol. Geht eine 
Function aus dem Wachſen ind Abnehmen über, fo erreicht 
fie einen relativ größten. Werth, und geht fie aus dem Abneh⸗ 
men ind Wachfen über, fo erlangt fie einen relativ klein⸗ 
fin Werth. Mithin bildet die Lehre von der Aufſuchung 
der größten und Heinften Werthe der Functionen zugleich 
die Grundlage der Lehre von den Uebergaͤngen der Arten 
bes Wachſens. Es iſt zwar in dem erften Theile biefes 
Lehrbuchs in den Paragraphen 93 und 94 fchon von den 
größten und kleinſten Werthen der Yunctionen die Rebe 
geweien. Uber ed handelte ſich dort nur um eine vorläu⸗ 
fige kurze Nachweifung ded Gebrauchs der Differentialrech⸗ 
nung zur Auflöfung folcher Aufgaben, und der Wichtigkeit 
Diefer Aufgaben. An dieſem Bite erfl kann das Verfah⸗ 
ren vollflandig angegeben werden, durch welches men 
alle größten und Pleinften Werthe einer Function findet, 
und durch welches bie Enticheidung, ob ed größte oder 
kleinſte Werthe find, am Teichteften herbeigeführt werben 
Tann. Es ift noch zu bemerken, daß man, um den Re 
geln Kürze und Allgemeingältigkeit zu geben, einen rela- 
tiv größten negativen Werth einer Yunction einen klein⸗ 
ſten, und einen relativ Pleinften negativen Werth einen 
größten nennt. 

Eine Function kann aus dem Wachſen ind Abnehmen 
oder umgekehrt nur übergehen, wenn ber Differentialquo- 
tient derfelben aus pofitiven Werthen in negative oder um⸗ 
gefehrt übergeht. Der Differentialquotient muß alfo noth⸗ 
wendig durch Null oder durch Das Unendlichgroße hindurch⸗ 
geben. Da aber der Differentialquotient auch einflimmig 
Durch Null oder das Unendfiche gehen kann, und in dieſem 
Falle Die Function niemals aus dem Wachen ind Abneh⸗ 
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annimmt, poſitiv, fo geht der erſte Differentialquotien 
(nad Satz 14 8. 135) aus negativen Werthen in pofitin 
über, und bie Function geht aus dem Abnehmen ind Wat 
fen über, und durchläuft einen kleinſten Werth. 

Da wir früher. ($. 94) ſchon angewandte Yufyaa 
aus der Lehre von den größten und Pleinften Werthen da 
Functionen gelöft haben, fo wollen wir hier nur noch ein 
Functionen, bie ohne Beziehung zu beftimmten Aufgaben be 
fiebig genommen find, auf ihre größten oder Heinften Vach 
unterfuchen. Es follen die Werthe von x beftinmt werde, 


ı 
bei welchen die Function (L—x?)? größte und Acıfı 
Werthe annimmt. Der erfle Differentialquotient die 


Function it —— 2, und der zweite iſt CHR 

31 —x’)’ 9A 
Der erfte Differentialquotient wird glei Null, wem de 
Zähler 2x gleich Nu ift, alfo für 0, und wid w 


. 2 
endlich, wenn der Nenner 3(1 — x)8 gleich Rull mi 
2 


Aus der Gleichung 3L— x’)? —=0, oder 1 -x 

x=+1l und = —1. Alſo können bei den drei Betr 

— 1,0 und +1 möglicherweife größte und Heinfte Bat 
1 


der Function (L—x?)? eintreten. Kür x—0 hat der Ft 
Differentialquotient einen endlichen von Null verfäide: 
Werth, und folglich geht der erſte Differentialquotient ® 
gegengefeßt durch Null, und die Function errädht ew 
größten oder Mleinften Werth. Da aber diefer Bin 


zweiten Differentialquotienten negativ ift, nämlich =- 
fo ift für. x=0 der Functionswerth ein Marimım. 
zs=+1 und x5——1 geht die Function 3(1-: 
weil fie ein Duabrat ift, einflimmig durch Null, und 


lich geht. der erfte Differentialquotient einſtimmig durh 
Unendfiche, die Function erreicht alfo weder einen $ 
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noch einen kleinſten Werth. Für x— — 1 geht der erfte 
Differentialquotient mit poſitiven Werthen durch das Un- 
endliche, und für x—= +1 mit negativen. Der zweite Dif- 
ferentialquotient wechfelt, wie fich von felbft verſteht, fein 
Vorzeichen bei diefen Werthen von x, und geht für = — 1 
aus pofifiven Werthen in negative, und für z=+1 aus 
negativen Werthen in pofitive über. Gtelt man bie 


1 
Function (1—x?)? durch Coordinaten einer Linie dar, ſo 
erhalt man die Linie ebdef (Fig. 71), bei welcher in a 
der Nullpunkt, in b der Werth —1 und in e der Werth 
41 der Abſciſſe geſetzt iſ. 
Nehmen wir noch die Function 


24 (x’— 3x? +9x)5 
und unterfuchen diefelbe auf ihre größten oder Pleinften 
Werthe. Der erfte Differentialquotient derfelben ift, 
2(3x?—6x+2) ' 


I 
3(&°—3x?+2x)° 
und der zweite ift 
36(x - 3x 2) x<—D)— 20* 6x4’ 


| g(x’— 3x? 42 
Der erſte Differentialquotient wird Null, wenn der Zähler 
26x—-6x-42 gleich Null iſt. Aus der Gleichung 
3x - 65 4,20 


folgt x1 — und x=1— V—. Der Diffe⸗ 
‚f g + Y3 und x Yy3 erſte Diffe 
rentialquotient wird ferner unendlich groß, wenn der Nen- 


ne 3(x?—3x°+2x)3 gleich Null ift. Aus der Gleichung 
x — 3x’ +2ı=0 
Folgt zunächft, daß O eine Wurzel dev Gleichung ifl. Dis 
vidiren wir, um die übrigen Wurzeln zu finden, die Glei⸗ 
chung durch x, ſo erhalten wir aus der Gleichung 
x? 31 420 
Snell. U. 18 
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PR 1 
x=2 und x=1. Alſo für die Wertbe 14 Vz und 


1— Yz der willkürlich Veränderlichen wird der erfte Dif- 


ferentialquotient gleih Null, und für die Werthe O, 1, 2 
derfelben wird er unendlich groß. Um zu entfcheiben, ob 


der erfte Differentialquotient bei den Werthen 1+Y, 


und 1-Yz einftimmig oder entgegengeſetzt durch Nul 


geht, betrachten wir den Werth, welchen der zweite Diffe 
renfialquotient bei diefen Werthen von x annimmt. Der 
Zähler des zweiten Differenkialquotienten wird glei —8 
fowol für x—1+ 5 als für x—=1— V. Und da 
der Nenner des zweiten Differentialquotienten für alle Werthe 
von x nothwendig pofſitiv iſt, und mithin der zweite Dif⸗ 
ferentialquotient einen endlichen negativen Werth hat, ſe 
durchläuft die Function an den entſprechenden Stellen zma 
größte Werthe. Indem der Nenner des erften Differentic: 
quotienten bei den Werthen O, 1, 2 der willfürlich Werante: 
fichen durch Null geht, wechielt die Function x — 3x’ +2ı 
offenbar ihr Vorzeichen, und folglich auch die dritte Wır: 


ı 
zel derfelben, oder die Function (< —3x’+2x)°. Unt 
da bei denfelben Drei Werthen der willfürlih Weränderlice: 
der Zähler fein Vorzeichen nicht wechfelt, fo gebt der er 
Differentialquotient bei diefen Werthen entgegengefeßt durs 
das Unendliche, und folglich die Function aus dem Wed: 
fen ins Abnehmen oder umgekehrt. über. Für x—O if 
ber Zähler des erſten Differentialquotienten pofitio, und te | 
Nenner deſſelben geht aus negativen Werthen in pofitir: 
über; folglich geht der erfte Differentialquotient aus nege | 
tiven Werthen in pofitive über, und die Sunction durd 
läuft ein Minimum. Für xl ift der Zähler bes erficı 
Differentialquotienten negativ, der Nenner geht aus pofit 


— 


— — 


— — — — — 
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ven Werthen in negative über, und folglich der erſte Diffe⸗ 
rentialquotient aus negativen Werthen in poſitive, und bie 
Function durchläuft ebenfalls ein Minimum. Für x2 
iſt der Zähler poſitiv, der Nenner geht aus negativen Wer⸗ 
then in poſitive über, und folglich hat der erſte Differen⸗ 
tialquotient denſelben Uebergang, und die Function erreicht 
zum dritten Mal ein Minimum. Setzen wir in b (Fig. 72) 
den Nullpunkt der Abſciſſe, be—1 und bd=2, fo ſtel⸗ 
fen die Ordinaten der Linie fghikim die Function 


2 
2+(x°—3x?+2x)3 dar, deren Differentialquotient zwei⸗ 
mal Null und dreimal unendlich wird, und welche an den 
entfprechenden Punften zwei Maxima und drei Minima 
enthalt. 

Um die Werthe der willfürlih Weränderlichen zu fin- 
Den, für welche die Stärke des Wachſens, oder die Be⸗ 
fchleunigung des Wachſens oder überhaupt die Stärke des 
Wachſens irgend eines Grades größte oder Fleinfte Werthe 
durchläuft, wird man den erften Differentialquotienten oder 
Den zweiten oder überhaupt einen beliebigen als die ur 
fprünglich gegebene Function betrachten, welche man ganz 
auf die ſchon bejchriebene Weile in Bezug auf ihre größten 
und keinſten Werthe unterfuht. Nehmen wir 3. B. die 
Function sinx. Wir wollen diefelbe gleich durch die Dr: 


dinaten einer Linie darftelen. Die Drdinaten der gemei- 


nen Wellenlinie agchei (Fig. 73) repräfenfiren die Function 


sinx, wobei in a ber Nullpunkt der Abfeiffe, und ab— —, 


ac=n, a2 u. |. w. gefegt iſt. Um zuerft die größ- 
ten und kleinſten Werthe der gegebenen Function felbft zu 


finden, feßen wir den erſten Differentialquotienten von sinx, 

nämlich) cosx, da er den Werth unendlich nicht annehmen 

kann, blos gleich Null. Aus der Gleihung cosx==0 fol. 

gen unzählig viele Werthe von x, welche der Gleichung 
18 * 
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genügen, nämlich x—, sn, uf w. Du 
zweite Differentialquotient von sinx iſt —sinx. Da du 
felbe bei allen Werthen von x, für welche cosx gleich Ru 
ift, einen von Null verfchiedenen endlichen Werth bat, | 
geht der erſte Differentialquotient an allen betreffende 
Punkten entgegengefegt durch Null, und die Function sas 


hat größte und Fleinfte Werthe. Für die Werthe z7' 2 


= u. ſ. w. ift die Function —sinx negativ, und fol? 
hat die Function siax bei diefen Werthen Maxima. Ik. 
da für die Werthe nm, er, * u. ſ. w. Der zweite Eile 
rentialquotient pofitiv ift, fo hat die Function an dm de 
treffenden Stellen Minima. 

Unterfuchen wie den erften Differentialquofienten eann 
in Bezug auf feine Marima und Minima. Der eilt N 
ferentialquofient von cosx, nämlid —sinx, wir gi 
Null, wenn x die Werthe, O, a, 2r, 34 u. ſ. w. F 
Der zweite Differentialquotient von cosx, nämlich —®' 
ift bei den Werthen O, 2x, dr u. f.w. gleich +1, m 
den Werthen =, 3x, 5 au. f. w. glei — J. Folglich hit: 
Function cosx, oder die Stärke des Wachfens ber gar 
sinx, ihre größten Werthe in den Punkten a, eu.f.t.® 
Figur, und ihre Heinften in den Punkten, k u. f.mw. ls: 
beftimmen, an welchen Stellen die Befchleunigung dei E* 
fend der Function sinx, oder die Function — sinx ihre gi 
ten und kleinſten Werthe hat, feen wir — csı= 


Bon den Werthen — In 3m 





99:73 u. f. W., welche Ne 


Gleichung genügen, machen die Werthe zT en, = uf: 
den zweiten Differentiolquotienten von —cosx, MIR! 


sinx, poftfiv, und die Werthe =, a u. f. w. mi° 
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denfelben negativ. Folglich hat die Befchleunigung . des 
Wachſens der Function sinx bei den erfleren Werthen ihre 
Minima, und bei den lebteren ihre Marima. 

Die Lehren von den größten und Heinften Werthen 
der Functionen find die wichtigften aber bei Weitem nicht 
die einzigen Anwendungen, welche von der Lehre über die in 
den verschiedenen Graden des Wachſens eintretenden Ueber⸗ 
gangspunfte gemacht werden. So wie man in der Eur- 
venlehre gemeine Curvenpunfte von befonderen oder ausge⸗ 
zeichneten Gurvenpunften unterfcheidet, und unter den letz⸗ 
teren folche verfteht, in welchen irgend ein Differentialquo- 
tient der Goordinaten einen Uehergangspunkt oder einen 
Zeichenwechfel hat, fo kann man auch, abgefehen von raum: 
lichen Repräfentanten der Functionen, gemeine Functions⸗ 
werthe und ausgezeichnete oder befondere Functionswerthe 
unferfcheiden, und die Ableitung der Eigenfchaften der 
Letzteren auf die Lehre von den Webergangspunften der 
Stärke ded Wachſens der verfchiedenen Grade gründen. So 
3. B. läßt fich leicht der für die Berührungen der Functio⸗ 
nen und für die nach Anleitung des vorhergehenden Capi⸗ 
feld zu bewerkftelligende Berechnung einer Function durd) 
eine Berührende wichtige Satz ableiten, daB von foldhen 
Functionen, welche fi in irgend einem Grade von unge- 
rader Rangzahl berühren, die Eine vor und nach dem Be 
rührungspunfte größere Werthe haben muß als die Andere, 
ſobald derjenige Differentialquotient, welcher um einen Grad 
höher ift ald der Berührungsgrad, fein Vorzeichen im Be⸗ 
rührungspunfte nicht wechfelt, und daß von folchen Zunctio- 
nen, welche fi) in irgend einem Grade von gerader Rang⸗ 
zahl berühren, die Eine vor dem Berührungspunfte größere 
und nad demfelben Heinere Werthe haben muß als die An- 
Dere, fobald der den Berührungsgrad um eine Einheit über: 
fteigende Differentialquotient im Berührungspunfte fein Zei- 
chen nicht wechlelt. In Bezug auf Linien wird Diefer Un- 
terfchied des Zufanımentreffend der ſich berührenden Linien 
Sich fo darftellen, daß entweder die eine Linie auf derfelben 
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Seite der berührten bleibt, oder daß beide Linien fih ker 
zen, und fobald der Berührungspunft in Bezug auf in 
den Berührungsgrad um eine Einheit überfleigenden Ditt: 
zenfialquotient ein gemeiner Curvenpunkt ift für bei 8 
nien, wird in Bezug auf das Sichkreuzen oder Rihtke: 
zen der Linien eine feite Regel gelten bei jedem Beruhrug 
grade, welche aus dem Obigen fich Leicht ableiten lat, m 
welche in Die entgegengefegte übergeht, fobald der genam 
Differentialquotient in Einer von beiden Linien fan ’r 
chen wechielt. 

Wir wollen mit Verzichtleiftung auf die ausführlise: 
Lehre von den Uebergangspunften der Stärke ded Wade: 
beliebiger Grabe die allgemeine Lehre von den höheren di 
ferentialquotienten der Functionen Einer Veränderlichen tr 
mit als gefchloffen betrachten. Won der Kruchtbarkt r 
Den außerorbentlichen Erfolgen der Analyſe des ind: 
feinen inneren Momenten verfolgten Begriffs einer Ei. 
des Wachſens hier zu reden ift überflüffig, da das Yarer 
bende ſchon hinreichende Belege dazu liefert, und ud: 
verfehiebenen Stellen ſchon auf die Bedeutung beit‘ 
bingewiefen worden if. Es mögen nun noch einige it 
wendungen folgen. Und da alle directen Anwendunga ö 
Differential» und Integralrechnung auf das Gtetige, > 
den Raum und die Verbindung von Raum und Zeit}: 
auf Geometrie und Bewegungslehre fi ch beziehen, I": 
in ben beiden folgenden Capiteln noch ein umfaflendtt 
metriſches und ein größeres mehaniſches Problem abge“ 
deit werben. 


-— — — — = -= 
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6. 137. 


Unter den Eigenfchaften der frummen Linien, welche man Ds 


duch Hülfe der Differential- und Integrafrechnung ent—⸗ 
widelt, und deren Erörferung man als Ichrreiches Beiſpiel 
des Nutzens und Erfolges diefer Rechnung gebrauchen Tann, 
nimmt die Krümmungsftärke einen vorzüglichen Rang ein, 
weil fih dieſe Eigenfchaft durch Die fonftigen Hülfsmittel 
der Mathematik nur fehr mangelhaft und ſchwerfällig und 
in einzelnen leichteren Fällen behandeln läßt, durch die Dif- 
ferenfial- und Integralrechnung aber auf eine leichte um⸗ 
faflende Art entwidelt wird. Es gibt zwei urfprüngfiche 
verjchiedene Bewegungen, durch welche man fich alle Raum⸗ 
größen erzeugt denken Tann, die fortfchreitende Bewegung 
und die drehende Bewegung. Eine gerade Linie wird er» 
zeugt durch eine blos fortichreitende Bewegung eines Punk⸗ 
tes ohne alle Richtungsveränderung oder Drehung. Gebt 
man gerade Linien zu einer Figur zufammen, und durch⸗ 
läuft den Umfang diefer Figur, fo fallen die fortfchreitende 
Bewegung und die drehende Bewegung noch ganz außein« 
ander, weil man abwechjelnd bald eine blos fortfchreitende 
Bewegung, bald eine blos drehende an den Eden der Figur, 
vornimmt. Das Wefen der Frummen Linie befteht darin, 
daß dieſe beiden entgegengefeßten Bewegungsarten ineinander 
fließen und continuiclich verbunden find, fo daß Fein. noch fo 
kleiner Kortfchritt auf der Länge der Linie ohne Drehung, 
amd Feine noch fo Heine Drehung ohne Fortſchritt ſtatt⸗ 


eiff und Maß 
Krümmungs⸗ 
ſtaͤrke. 
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finden fann. Die Krümmung felbft, in fofern fie eine ver: 
fchiedene ift in verfhiedenen krummen Linien oder in da 
Zheilen einer und derfelben Linie, wird auf dem Verhaltnis 
beruhen, welched dieſe beiden Arten der Bewegung haben. 

Da die momentane Richtung, welche eine krumme Linie 
in einem Punkte hat, angegeben wird durch die Tangentt 
Diefed Punktes, jo wird der Richtungsunterſchied oder di 
Drebhungsgröße, welche man von einem Gurvenpunft x 
einem andern fortfhreitend durchlaufen hat, angegeben wer 
den durch den Winkel, welchen die beiden Zangenten be 
fer Curvenpunkte miteinander bilden. Iſt bei einem geri: 
fen Kortfchritte auf der Zange der krummen Linie, wie be 
dem Fortichritte von c nach d (Fig. 74), die Drehung ein 
der Winkel egd, welchen die Zangenten der Punkte e m) 
d bilden, geringer, ald der Winkel, welchen bei um 
ebenfo großen Fortſchritte von a nach b die Tangente dr 
fer Punkte bilden, fo wird im Allgemeinen die Krümmun 
ber Curve in der Gegend des Stüdes cd geringer find; 
in der Gegend ded Stückes ab. Aber diefe Vorſtellunga 
find offenbar noch viel zu unbeflimmt, um Darauf den dr 
griff eined Maßes für die Krümmung oder einer beim: 
ten Krümmungsſtärke zu gründen. Da im Allgemeinn k 
den krummen Linien mit gleichen Zunahmen .der Lange de 
felben ungleihe Zunahmen der Drehung, welche man ı 
machen bat, um aus einer gewiffen beliebigen Xnfunt 
richtung in die Lage der Zangenten zu fommen, verbune 
find, fo wird man bier, wie überall bei ungleichmäßig wit 
fenden Größen, eine beftimmte Vorftellung von der Exit 
des Wachſens derfelben ſich nur bilden können, wenn ma 
zuerft den Fall betrachtet, in welchem die veränderlihc 
Größen gleichmäßig wachſend find. 

Es ift aus den Elementen der Geometrie befannt, 5: 
diejenige krumme Linie, in welcher mit gleichen Fortſchu— 
ten auf der Länge der Curve gleiche Drehungen der Tu 
genten verbunden find, die Kreislinie iſt, und daß N 
Kreislinie allein dieſe Eigenfchaft zufommt. Die Kradli- 


j 
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allein hat demnach eine conftante Krümmungsſtärke. Be⸗ 
trachten wir eine beliebige Richtung ab (Fig. 75) als bie 
Anfangsrichtung, und nennen wir den veränderlichen Win, 
fel, welchen Die Zangenten des Kreiſes mit derfelben bilden, 
W, und die veränderliche Eurvenlänge L, fo ift der Dife . 
ferenzquotient dieſer Weränderlichen beim Kreiſe conftant, 


und ed ift Durch die Gleichung Al —a eine charafte- 


riftifhe Eigenſchaft des Kreiſes ausgeſprochen. Da man 
die Krümmung um fo ſtärker nennt, je größer die Zunahme 
von W ift bei derfelben Zunahme von L, fo Tann der 
Zahlenwerth diefed Differenzquotienten unmittelbar ald Maß 
der Krümmung dienen. Es fragt fih nur noch, durch 
welche beftimmte Zahl diefer Differenzquotient bei einem 
Kreife von beftimmter Größe auszudrüden ift. Hierzu ift 
nöthig, daß man die Drehung durch eine Zahl ausdrüdt. 
Wir legen der ganzen Umdrehung den Zahlenwerth 27 bei. 
Um nun bei einem Kreife, deſſen Radius den Zahlenwerth 





Ir bat, den Zahlenwerth von za zu finden, verfahren 
. wir wie bei allen gleihmäßig Wachfenden am einfachften 


fo, daß wir der willtürlich Veränderlichen L eine Zunahme 


gleich 1 ertheilen; -alddann ift die zugehörige Zunahme der 


. abhängig Veranderlichen ohne Weiteres dem conftanten Dif- 


, ferenzquotienten glei. Hat der Bogen ed (Fig. 75) bei 


Dem angenommenen Zahlenwerth des Radius den Zahlen: 
werth 1, jo wird, Da ed zu der Zange des ganzen Kreifes, 
d. h. zu Zr fich verhält wie der Zahlenwerth des Winkels 
ecd zu der Zahl 27, aus der Proportion 1:2ra—ecd:2r 


folgen ecd= 1 Und da der Winkel fgd dem Centri⸗ 


winfel ecd gleich ift, und der Zahlenwerth des Winkels 
£fgd dem conftanten Differenzquotienten von W und L 
gleich fein muß, fo erhält man die Gleichung 

AW 1 


FETT 


—— u Er ae I ae © U uU) m un US) N U TU 
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Bir fehen hieraus, daß die Krümmungsfärken verſchiche 
ner Kreife ſich umgekehrt wie ihre Radien verhalten, un 
daß, wenn die Krümmungsſtärke durch die Zahl 1 ausge 
drückt erfcheint, wir darunter zu werftehen haben die Krim- 
mung eined Kreiſes, deſſen Radius den Zahlenwerth 1 kt. 
Ueberhaupt iſt Har, wie man den beliebigen Zahlenweth 


welcher gleich Tr gefunden wird, auf einen Rip | 





beziehen hat. Denn aus ber Gleichung T- fol 


W 
r> W „ d. 5. die durch den Zahlenwerth von T 


dl 
ausgebrüdte Krümmungsſtätke it identiſch mit der and 
Kreifes, deſſen Radius geih Zur ift. 
un 





g. 138. 


Di E 
Die momentane In allen frummen Linien, die nicht Kreiſe find, © 


„aines Gumen- ben mit gleichen, auch beliebig Meinen Zunahmen der Cr 
rabeioröinaten. venlänge ungleiche Zunahmen bed Winkels, weh ! 
Zangenten mit einer Anfangsrichtung machen, verbunda 
fein, ober die Größen L und W, in ber vorher erkliut 
Bedeutung genommen, werden ungleihmäßig wachſend IM 
Die Krümmungsſtärke wird alfo fletig weränderlih IM 
und ed Fann. nicht Die Rede fein von der in einem gariie 
Curvenſtück vorhandenen Krümmung, ſondern nur ven X 
in einem Punkte vorhandenen. Die von einem gewiſa 
Curvenpunkte genommene Zunahme von L verglichen u 
ber zugehörigen Zunahme von W fann aber fein Mahl: 
die in diefem Curvenpunkte vorhandene Krümmungsfit 
abgeben, weil das Werhältniß beider Zunahmen zufik 
und veränderlich ift, wenn man eine andere Zunahme ! 
L fest. Da jedoch die Krümmung ftetig vweränderlich N 
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. AW 
fo wird der Werth von —T, 


vorhandene Krümmung um fo genauer angeben, je Heiner 
die von diefem Punkte aus genommene Zunahme von Lift, 


und ber Zahlenwerth, dem fid) der Werth von GT mit 
Verfeinerung bed AL obne Ende nähert, d. h. der Zah⸗ 
lenwerth von 


die in einem Gurvenpunfte 





T wird die in einem Eurvenpunfte vor. 


handene Krümmung genau angeben, in demſelben Sinne, 
in welchem dem Dbigen zu Zolge eine Zahl eine Krüm⸗ 
mungöftärfe ausdrückt. Wird nämlich für einen beſtimm⸗ 


ten Eurvenpunft der Werth des Differentialquotienten T- 


gleich a gefunden, fo beißt das, die Krümmungsſtärke in 
diefem Curvenpunkte ift fo groß als die eines Kreiſes, deſ⸗ 


fen Radius gleich — iſt. 


Menn man bei einer Curve die Veränderliche W durch 
eine Function der VBeränderlichen L ausdrüdte, indem man 
diefe Größen als die Weranderlichen eined eigenthümlichen 
Coordinatenfyftems nahme, fo brauchte man nur den Dif- 
ferentialquotienten der gegebenen Yunction von L zu neh. 
men, um in demfelben ohne Weiteres die momentane 
Krümmungsſtärke der Curve als Function von L zu ha⸗ 
ben*). In fofern man aber das Coordinatenſyſtem, durch 
welches eine Curve gegeben ift, nicht verändern will, und 


alfo den Werth von T durch eine Function der dem 


Coordinatenſyſteme zu Grunde liegenden willkürlich Verän⸗ 
derlichen ausdrücken will, muß man einen kleinen Umweg 
einſchlagen. Heißt naͤmlich die willkürlich Veraͤnderliche 


*) Anleitung dazu, die Veraͤnderliche W ale Function von L 
darzuftellen bei jeder Curve, findet man in ber „Neuen Gurvenlehre 
von Adolf Peters. Dresden 1835." 
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eines Coordinatenſyſtemes x, und ſtellen wir ſowol de 
Differentialquotienten von L und x als den von W ut 
x al8 Functionen von x dar, fo folgt aus den badın 
Gleichungen 
Zt) und Au —=g(x) 

wenn wir Die zweite Durch Die erſte dividiren 

dW 9%) 

dL f(x) 
und damit haben wir den Differentialguotienten von \ 
und L als Zunction der Veränderlihen x. 

Mir wollen zuerſt den Ausdruck für die Krümmung- 
ftärfe bei dem Parallelcoordinatenfyftem auffuchen, und jez 
bei fenfrechten Parallelordinaten. Nehmen wir eine k: 
fiebige Curve fde (Fig. 76), ihre Abfeifle heiße x, m 
ihre Ordinate f(x). Durch welche Function von x m 
Differentialquotient der Curvenlänge und der Abfcller 
zuftellen ift, wiffen wir ſchon aus $. 53. Es ift dort gr 


funden 
al Y df(x)\? 
dx r =) 


Um auch den Differentialquotienten von W und x jur 
halten, müſſen wir zuerft W felbft als eine Function mt 
x darftellen. Da unter W verflanden wird die Drei 
welche man vornehmen muß, um aus einer gewiſſen Y: 
fangsrichfung in die Richtung der Tangente eines Cure 
punktes überzugehen, fo müſſen wir erft feftfegen, wei 
Richtung ald Anfangsrichtung gelten fol, und nad mi; 
cher Seite die unter W verftandene Drehung flattfine 
fol. Als Anfangsrichtung wird am bequemften bie # 
feiffe genommen, und zwar der vom Nullpunkte aus genem 
mene pofitive Zweig berfelben. Bei der Drehung une 
fcheidet man die Drehung nach rechts und nad inf 
Wenn eine Linie fo umgedreht wird, wie der Zeiger din 
Uhr läuft, fo fagt man, fie wird rechtd gedreht. Im ei 
gegengefegten Falle beißt fie links gedreht. Wir welt 
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unter W eine aus der Anfangdrichtung nach links vorge 
nommene Drehung verfiehen, und in fofern wir die Dre: 
hungen als pofitive und negative unterfcheiden, iſt dem⸗ 
nach die Drehung nach links als die pofitive zu betrachten. 
Gemäß diefen Erklärungen ift der Winkel ebe (Zig. 76) der 
Werth von W für den Eurvenpunft e. Die trigonome- 
teifche Tangente diefes Winkels ift gleich dem Differential: 
quofienten der Coordinaten der Curve für den Punkt e ge 
nommen, oder allgemein für jeden Curvenpunkt gleich —— = 
Der Zahlenwerth des Winkels ebe ift alfo, in eofern die 
ganze Umdrehung wie angenommen dur 2r ausgebrüdt 
wird, gleich dem Bogen, deflen trigonomekrifche Tangente 


gleich en if. Wir erhalten demnach, zunächft W als 
Function von x durch die Gleichung 
_ „_ .df(&) 
War (= ). 


Um u zu finden, brauchen wir nur Die in $. 90, 3. 


aufgeftellte Gleichung 
dArc(tg=xı1) _ 41 
dx 1+x? 
anzuwenden. Fran wir flatt der Veraͤnderlichen x die 


Verãnderliche I 








, fo erhalten wir 








dx 1 
df(x) — df(x)\?" 
d dx 1+( 12) 
Hier haben wir zunächſt den Differentialauoti mien der 
Function Ar) in Bezug auf Te als 


willkürlich Veränderliche. Um denfelben aber in Bezug auf 
x als willfürlich Veränderliche zu haben, brauchen wir nur 
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df(x) 
d 
SI» „dx oder on dx, 
d’f(x) 
dx’ 





ſtatt d =>) zu feßen 





und indem wir Die —8 mit multipliciren, er— 


halten wir 
dAre („= a) d’f(x) 


dx? 





Dividiren wir endlich, wie oben urfäre. u durh 


d . 
m, fo erhalten wir 


HR 
dW dx? 
Ks df(x)\?17 
+) ] 


und damit die Krümmungsſtärke eines beliebigen Cure: 
punftes ald Zunction des zugehörigen Abſciſſenwerthes. 
Der Ausdrud für die Krümmungsftärke wird pofft 
fein, wenn mit der Zunahme von L und folglich) aud m: 
der Zunahme von x eine Zunahme von WW verbunden il 
und negativ, wenn mit der Zunahme von x eine Abnaim 
von W verbunden if. Nun wird aber bei einer int 
die in Bezug auf die angenommenen Goordinaten ton! 
zu nennen ift (in dem früher feftgeftellten Sinne) mit wat 
fendem x die Größe W immer größer, fowol in demim 
gen Theile der converen Linie, in welchem die Ordinate 
befchleunigt wachfen, wie in dem Theile de (Big. 76), 6 
in demjenigen Theile, in welchem die Drbinaten retardie 
abnehmen, wie in dem Theile fd (ig. 76), weil in Fr 
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fegteren Theile der Winkel fgh, den man durch eine aus 
der Abfeiffenrichtung nach rechtd vorgenommene Drehung 
erzeugt zu denken und alfo negativ zu befrachten bat, mit 
wachiendem x immer kleiner wird, oder weil der Winkel 
fge, den man durch eine aus der Abfciffenrichtung nach 
lintd vorgenommene Drehung erzeugt zu denken und alfo 
pofitiv zu fegen hat, mit wachlendem x immer größer wird. 
Der pofitive Werth der Krümmungsſtärke deutet alfo auf 
eine convere Linie, oder bezieht fich, wenn eine Curve für 
diefelben Werthe der. AUbfciffe einen converen und einen con⸗ 
caven Zweig hat, auf den converen Zweig. Bei einer con» 
caven Linie wird mit einer Zunahme des x und folglich 
auch mit einer Zunahme des L eine Abnahme des W ver: 


bunden fein, und folglih der Werth von Tr negativ 
ausfallen. Man konnte died auch unmittelbar aus der Formel 

10} 

dx z ableiten. Denn der Renner ift nothwendig 

f1+( A (9 y— 
immer * itio, und der ganze Ausdruck wird alſo poſitiv 
oder negativ fein, je nachdem der Zähler d nn pofitiv 
oder negativ if. Nun ift aber bekanntlich der zweite 


Differentialquotient der Drdinaten pofitiv bei den con 
veren und negativ bei den concaven heilen einer krum⸗ 


men Linie. 





$. 139, 
Die Linie bac dig. 77 ſei gebildet nach der Coordi⸗ Beifpiele zur Bes 
natengleihung y=x’. Diefelbe ift alfo eine gemeine Pa- Li —5 
rabel, deren Parameter gleich 1 if. Der erſte Dife ' 


rentialquotient der Drdinaten ift gleich 2x und der 
zweite gleich 2. Nach unferer allgemeinen Formel für die 
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Krümmungsftärfe oder für T iſt alſo bei Dice 
Parabel 


aw2 
db 144x777 


Im Punkte a der Curve, wo x—0 ift, bat die Krim: 
mungsſtaͤrke den Werth 2, oder ift gleich der Krim: 


mung eines Kreifed, deflen Radius gleich 3 oder glad 


dem halben Parameter iſt. Der Kreis, deſſen comflant 
Krümmung gleich ift der momentanen eined Curoenpunfte, 
beißt der Krümmungskreis dieſes Punktes. Durch da 
Krümmungskreis wird die momentane Krümmungsſtärh 
eines Gurvenpunfted verfinnlicht, weil in demſelben dir: 
jenige Stärke des Wachſens der Größen W und L, wide 
in dem Qurvenpunfte momentan vorhanden ift, con 
ift und zur Ausführung kommt. Sol der Krümmung: 
kreis an den betreffenden Eurvenpunft fo angebradt re 
den, daß man ihn ald Die geometrifche Conftruction X 


Differentialquotienten us betrachten kann in dem früha 


erflärten Sinne der Gonftruction eines Differentialquotiete 
veränderlicher Raumgrößen, fo ift, wie in dem folgte 
Paragraphen noch bewiefen werden fol, nur nöthig, da 
Kreis fo durch den befreffenden Curvenpunkt gehen zu Ki 
fen, daß beide krumme Linien in diefem Punkte cine y 
meinfchaftliche Tangente haben. „ Dadurch ift die Lage ie 
Radius ded Krümmungskreifes vorgefchrieben. Und at 


Länge des Radius durch Ar gegeben ift, fo ift die gr 


metrifche Gonftruction der momentanen Krümmungsfäitt 
fehr Leicht auszuführen. Um alfo die im Punkte a unlm 
Parabel vorhandene Krümmungsftärke zu conftruiren, ® 
richten wir auf der Tangente des Punktes a eine Eat 


echte ag von der Ränge I und befchreiben mit derfeltd 
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ald Radius einen .Kreid. Im Curvenpunfte h, wo x=1 


ift, nimmt der Ausdrud 2 7 der Krümmungs⸗ 
[1+ — ? 

flärfe unferer Parabel den Werth —- oder —— I an. Zie 
5? 


ben wir auf die Zangente hi eine Senkrechte von der Ränge 
r oder 5,590, fo enthält der damit befchriebene Kreis 


ihr die geometrifche Eonftruction der Krümmungsſtärke des 


Punktes h. 

Betrachten wir noch die Krümmungsſtärken in einer 
Elipfe. Die halbe Peine Achſe ac-der Ellipfe Fig. 78 fei 
—z3, und die halbe große Achſe ce—=5. Alsdann ift die 


1 
Mittelpunktögleihung der Ellipſe yv=+ * [’— x]? 
3x d’y 


Daraus ergibt fi I- + T und ir 
on 5 (5’— x)? 
+ — . Der negative Werth dieſer Differential. 
6x’)? 


quotienten gilt für die pofitiven Drdinaten, und ber pofi- 
five für Die negativen Ordinaten. Nach der allgemeinen 


FVormel für T haben wir. bei unferer Ellipfe 





15 
“ 3 
daW _ (5’ — x”)? 
AL —t j Ei 
x 
+ ee] 


Nach gehöriger Sufammenziehung dieſes Ausdrucks 
erhalten wir 
dW _ 15.125 
Aa Tr 
.(625—16x°)? 
Seil. M. 19 
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Der negative Werth der Krümmung bezieht fih 
auf den durch die pofitiven Drdinaten gegebenen Cu 
venzweig, und der pofitive auf den andern. Im Punkt 
a der Ellipfe oder für x—=0O ift die Krümmung glas 


. ‚ und der mit dem Radius = beſchricben 


Kreis fag gibt die Krümmungsſtärke des Punkte ı 
an. Im Punkte d oder e, wo x gleich —5 oder +) 


— 


ift, erhält die Krümmung den Werth 7 , und zwar md 
\ 


Belieben +2 oder 3, weil in den Punkten din 
die converen und concaven Gurvenzweige zufammenfcke 
Der mit dem Radius 3 beſchriebene Kreis dh gibt ir 


Conftruction der Krümmung des Punktes d. Im Punkti 
der Curve, wo x—=4 ift, bat die Krümmung den Bat 


— 15.125 oder — 0,2645... Der Radius des Krin 
369? | 
mungstreifes min ift alfo gleich 3,780... zu nehmen. 
An den Stellen der Eurve, bei welchen die Tangun 
ſenkrecht auf der Abſciſſe fleht, und alſo der erſte m 
zweite Differentialguotient der Ordinaten unendlich ge 
find, wie bei den Punkten d und e der Ellipfe, wir: 
der Regel der Ausdrud für die Krümmungsſtärke uk 
ſtimmt werben, weil Zähler und Nenner deſſelben zul 
unendlich groß werden, wie auch der obige Ausbrud ie 
Krümmung der Elipfe in der erſten unzuſammengezoge 


Form für x65 in den unbeftimmten Ausdrud — ite 


geht, und in der zweiten Form nur deswegen einm Ir 
ſtimmten Werth gibt, weil der Beftandtheil (5’—x’), vᷣ 
cher das Unendlichwerden des Zahlerd und Nenner hene 
bringt, bei der Zufammenziehung der Zormel durch A 
bebung verfchwunden ift. Um an foldhen Stellen der CM 





Di I EEE 
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die Krünrmungdflärke zu berechnen, kann man entweder den 
wahren Werth des unbeftimmten Ausdrucks nach den ge 
wöhnlichen Regeln berechnen, oder, was meiftend einfacher 
ift, die Coordinatenaren verwechleln, wodurch bie unend- 
lichen Werthe der Differentialquotienten der Curven ver- 
ſchwinden. 
Wie man an den vorhergehenden Beiſpielen geſehen 
hat, ſo bleibt der Krümmungskreis bald auf derſelben Seite 
der Curve, bald ſchneidet er dieſelbe. Das -Erftere kann 
offenbar nur eintreten an denjenigen GCurvenpunften, in - 
welchen die Krümmung einen größten oder Fleinften Werth 
bat. Iſt namlich im Punkte a der Ellipfe (Zig. 78) die 
Krümmung ein Minimum, fo wird fie vor und nach dem 
Punkte a ftärfer fein, ald die Krümmung ded Kreifes fag, 
und mithin werden auch, wenn man vom Punkte a aus 
vor= und rückwärts Zunahmen der Gurvenlänge ſetzt, die 
Tangenten der Ellipfe ſich flärfer aus der Richtung der 
gemeinfchaftlichen Tangente drehen, ald die Tangenten des 
Kreifes bei gleich großen Zunahmen der Eurvenlänge. Es 
wird alfo die Curve vor und nad) dem Berührungspunfte 
innerhalb des Kreifed bleiben. Aus denfelben Gründen 
folgt, daß die Curve zu beiden Seiten des Berührungs- 
punftes außerhalb des Krümmungsfreifes fallen muß, wenn 
in dem Berührungspunfte ein Marimum der Krümmung 
ftattfindet. In allen Eurvenpunften aber, in welchen we: 
der ein Marimum noch ein Minimun der Krümmung ftaft- 
bat, muß der Krümmungskreis die Curve fchneiden. Denn 
Die Curve hat, in fofern ihre Krümmung im Wachſen oder 
Abnehmen begriffen ift, entweder vor dem Berührungs- 
punkte eine Eleinere Krümmung ald der Krümmungsfreis 
und nachher eine größere, oder umgekehrt. Folglich wer- 
den die Tangenten der Curve auf der einen Seite des Be 
rührungspunftes fi) mehr aus der Richtung der gemein: 
fchaftlihen Zangente entfernen als die Zangenten des 
Kreifes bei gleichen Zunahmen der Gurvenlänge, und 
auf der andern Seite weniger, und folglih muß Die 
19 * 





202 Bwölftes Gapitel. 


Euroe nach der einen Seite innerhalb und nah der un 
dern außerhalb des Kreiles liegen. 

Betrachten wir noch die Krümmung der Wellenlin 
agche $ig. 73. Die Gleichung derſelben it v=mı. 
Der erfte Differentialquotient von sinx ift cosx und de 
zweite it — ainx. Folglich ift. 


awW sinx 
— — — 
[1 + (cosx)']? 


Sm Punfte g, wo = ift, Hat die Krümmung ie 


Werth — 1, und im Bunfte h, wo x= 3m, den Br 


+1. In diefen Punkten find offenbar Maxima der Mur 
mung, weil in dem Ausdrude für die Krümmungkri 
der Zähler feinen größten und der Nenner feinen mitt 
Heinften Werth bat. Im Punkte c, wo x=n, mr 
der Ausdrud der Krümmung den Werth O an. Der 
dius des Krümmungskreifes ift alfo an diefem Batus 
punfte unendlich groß, und diefer Kreid geht in eine gi 
Linie über. Wo eine krumme Linie einen MWendungiss 
bat, und aus Converität in Concavität oder umgekehrt ik 
geht, und mithin der zweite Differentialquotient der Paru: 
ordinaten fein Zeichen wechfelt, wird auch der Ausbruf! 
die Krümmung fein Zeichen wechfeln, und folglich am 
der dur) den Nullwertb oder dad Unendliche ge: 
In der frummen Linie abe Fig. 79 5. B., welher: 
5 


ber Gleichung y=24+(1—x)? gebildet ift, wobei ü 
der Nullpunkt ber Abſciſſe und de gleich 1 gefegt ift, m 
ber zweite Differentialquotient der Drbinaten, ninl 


0 unendlih groß für x=1, und geht entgegc 


-9(1—x)3 


gelebt durch das Unendliche. D ber erfte Differential 
tient der Ordinaten, nämlich -7 5 (1-23, für del“ 
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ben Werth von x gleich Null wird, fo it im Punkte b 
die Krümmung unendlich groß, und der Radius des Krüm⸗ 
mungsfreifed gebt in einen Punkt über. Natürlich Tann 
der zweite Differenfialquotient auch einflimmig durch Null 
oder das Unendliche gehen, und die Krümmung gleich Null 
oder unendlich groß werden, ohne daß ein Wendungspunft 
der Curve vorhanden ifl. In der Curve efg Fig. 80 
4 


welche nach der Gleichung y=4—(1—x)? gebildet ift, 

wobei in e der Nullpunkt der Abfciffe und ch gleich 1 ger 

fegt ift, und welche die Form eined Spitzbogens darftellt, 

ift für x1 der erſte Differentialquotient der Ordinaten 
1 


4 1— x)? gleih Null, und der zweite — — un⸗ 


8 9(1—x)? 
endlich groß, geht jedoch einftimmig mit negativen Werthen 
durch das Unendlihe. Die Krümmung ift alfo in der gan- 
zen Curve negativ, und im Punkte f unendlich groß. 


$. 140. 


| Der Krümmungskreis hat feinem Begriffe nach den- Der Berührungs« 
| ſelben Differentialquotienten der Veraͤnderlichen W und L, —ãſ 
den eine Curve in demjenigen Punkte hat, deſſen momen- 

tane Krümmungsftärfe durch den Krümmungskreis ange: 

geben wird. Es fragt fi) nun, ob der Krümmungdfreis 

auch einen oder mehrere Differentialquotienten der Ordina⸗ 

ten mit der Curve, deren momentane Krümmung durch ihn 

beftimmt wird, gemeinfchaftlich bat, d. b. ob er die Curve 

im erften oder in einem höheren Grade berührt. lm dieſe 

Zrage zu beantworten, müflen wir zuerſt die allgemeine 
Steihung des Kreifed aufftelen. Wir fegen einen gegen 

den Kreis ganz beliebig gelegten Anfangoͤpunkt der recht ⸗ 
winfligen Coordinatenaxen. Es fei ch Fig. 81 die Wb- 

feiffe, und e ihr Nullpunkt. Die Abfciffe des Mittelpunktes 

des Kreifed cd heiße a, und die Ordinate de des Mittel- 


\ 





294 Zwölftes Kapitel. 


punftes heiße b. Der Radius des Kreifed heißer. Br 
zeichnen wir die Wofciffe ch eines beliebigen Gurvenpunfte 
f dur) x, die Ordinate hf deffelben Punktes durch y, ſo it, 
da egx—a und gl=y—b, undeg’+gf=r', auf 
s-a’+g—er 5 
und dies ift die allgemeine auf jedes beliebige Koordinaten 
ſyſtem bezügliche Gleichung des Kreifed. Drücken wir, wi 
gewöhnlich, die Drdinate ald Function Der Abſciſſe au 
fo haben wir 


1 
yab+lr —(&—o)']?. 


Sol ein Kreid irgend eine andere Curve im zweita 
Stade berühren, fo müffen drei Bedingungen erfült mr 
den, nämlich erftend muß, in fofern beide Curven auf det 
felbe Coorbinatenfyftem bezogen werden, im Berührung: 
punkte der Kreis diefelbe Ordinate haben als die ander 
Curve, zweitend muß er denfelben erften Differentialme 
tienfen der Ordinaten, und drittens denfelben zweiten Di 
ferentialquotienten der Drdinaten haben im Berührung 
punkte als Die andere Curve. Stellen wir die Drdinatt 
der andern Curve durch f(x) vor, fo muß bei dem an: 
nen übrigens beliebigen Werthe x, der Afeifle, für wedde 


die — ſtattfinden fol 1) y=f(x,), 2) ix N 2 


_d a) fein. Da die allgemeine Gleichung de 
— drei unbeftimmte Conftanten a, b und r enthalt, I 

fieht man, daß die Werthe von a, b und r immer fo ge 
nommen werden Fönnen, daß den drei obigen Gleihun" 
genügt wird. Es folgt daraus, daß es bei jeder Cum 
möglich ift, durch jeden beliebigen Curvenpunft einen Ar 
zu legen, welcher die Curve im zweiten Grade berühn 
Zugleich folge aber auch, daß man bei einem Kreiſe mit 
vorfchreiben ann, daß er cine Curve im dritten ober i 
einem böberen Grade berühren fol, weil er fonft noch mt 
reren Bedingungen genügen müßte, während die brei Cu 
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flanten doc durch drei Bedingungen fchon völlig beſtimmt 
werden. Der Kreis kann nur zufällig eine andere Curve 
in einem höheren ald dem zweiten Brade berühren, wenn 
ed ſich entweder gerade jo frifft, DaB der dritte Differential 
quotient der Drdinaten einer Curve mit dem bed Kreifed 
zufammenfällt, oder wenn diefer dritte Differentialguotient 
abfichtlih fo beftimmt wird. Seben wir in den obigen 


. . d - @ . 
drei Gleichungen ſtatt y, * und 5 die Werthe, die 


dieſen Ausdrücken zukommen vermöge der allgemeinen Glei⸗ 
chung des Kreiſes, und löſen wir dieſe Gleichungen ſo auf, 
daß die Conſtanten a, b und r durch die Größen x,, f(x,), 
u), d 2 ausgedrückt erſcheinen, und ſetzen dieſe 
für a, b und r erhaltenen Werthe in die allgemeine Glei⸗ 
hung des Kreifed, fo haben wir in derſelben die Gleichung 
eines Kreifed, welcher eine beliebige Curve, deren Ordinate 
f(x) ift, in einem Punkte, deſſen zugehörige Abſciſſe den 
beliebigen Werth x, hat, im zweiten Grade berührt. 
Aus der Gleichung 


yb + [1 (x—a)’] 








4 
2 
erhalten wir 
x 
ix =+ — mM 
3 


I" — (x — a)') 





[’—(&—a)"]? 


Mithin find unfere drei Bedingungsgleichungen 
1 


b+[r—(x,—a)]?=f(x,) (D 


7 x—a u (@) 


[r’ —(x, — a) 
— r? 
+ 


I —(&, 7? 
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Um zunahft r zu finden, braucden wir nur die beta 
Gleichungen (2) und (3) zu benuten, wei in dad 
nur die zwei Unbekannten a und r vorfomme. Au de 


. Gleichung (2) folgt 
r df (x,) } ’ 
"L dx 


14 [| 


Segen wir dieſen Werth von (x, — a) in die Gleichung 
ein, fo erhalten wir 
7 r? d’f(x,) 
‚, [df&)P _3 dx 
—E r | 1x | -] 
df(z,) 
4] 


und hieraus ergibt fich nach gehöriger Zufammenziehum 


oT 


re) ⏑— 
re 


(x, — a — (4) 








Es kommt und zwar eigentlich bier nur auf die Gr 
des Radius des im zweiten Grade berührenden Kreide 
wollte man aber die vollftändige Gleichung dieſes It 
haben, fo brauchte man nur den für r gefundenen 
in die Gleichung (4) einzuſchieben, und erhielte 
x df(x,) F df(x,) 

sex dx [1+( dx )] 
' dflz,) 
— 
ferner diefe für a und r gefundenen Werthe in die de 
hung (1) zu fegen, und erhielte 
2 
1+ [ df(x,) ] 
h==f(x,)+ — dx | 
! d’f(x,) | 
dx? 
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! und endlich die drei burch die gegebenen Größen x,, f(x,), 
UK) AR) „ua: eat Kr 
ix ' In eflimmten Ausbrüde für die drei Con» 
ftanten a, b und r in die Gleichung (1) zu feßen. 
Der Zufammenbang ded in einem Curvenpunkte im 
zweiten Grabe berührenden Kreifed mit dem Krümmungs- 
kreiſe dieſes Punktes ift aus dem Ausdrude für r erfichtlich. 


Denn da die Krümmungsſtärke oder T bei einer Curve 


mit der Ordinate f(x) in einem Curvenpunkte, deſſen zu- 
gehörige Abſciſſe x, ift, gegeben ift durch die Gleichung 
d’f(x,) 
d WV dx 


den er yp 
@ 1+ | 


"und da ferner der * r des Krümmungskreiſes dieſes 
Punktes gleich iſt ‚fo haben wir 











dL- 
(Fe), ? 
el 





dx’ 
und feben alfo , daß der Rerne des in irgend einem Cur⸗ 
venpunkte im zweiten Grade berührenden Kreiſes zuſammen⸗ 
fällt mit dem Radius des Krümmungskreiſes dieſes Cur⸗ 
venpunktes. Nun hat der im zweiten Grabe berührende 
Kreid im Berührungspunkte eine gemeinfchaftliche Tangente 
mit der berührten Curve. Wenn wir demnach den aus 


dent Werthe von N berechneten Radius des Krüm- 


mungskreiſes eined Curvenpunktes fentrecht auf die Zan- 
gente dieſes Punktes abtragen, fo wird diefer Krümmungs- 
freis zugleich die Curve im zweiten Grade berühren. Und 
da der im zweiten Grade berührende Kreid den erflen und 
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zweiten Differentialquotienten der Ordinaten mit Der berübt: 
ten Surve gemeinfchaftlich hat im Berührungspunfte, unt 
aus dieſen Fferentialquotienten der Ordinaten der Aus: 
druf für us zufammengefegt ift, fo flellt dieſer Kreis 
die gesmetrifche Conſtruction des momentanen Werthes ver 
d , , . 

I in dem öfter erwähnten Sinne vor. 

Die Berechnung der Krümmungsſtärke und Des Ru 
Mus Des Kruͤmmungskreiſes ift natürlich ganz unabhängig 
von diefer Abtragung des Kreiſes in der Lage, in welde 
er zugleih im zweiten Grade berührt. Gewöhnlich wird 
bei der Erörterung der eben behandelten Aufgabe, fatt, 
wie bier gefchehen, von dem Begriffe der Lrümmung_und 
der durch die Werthe von rn und Tr beftimmten 
Staärke derfelben auszugehen, und die Lage des Krim: 
mungöfreifed ald eines im zweifen Grabe berührenden, oda 
die geometriſche Conftruction der Krümmungsftärke, al 
eine Zugabe beizufügen, von dem im zweiten Grade berüb 
renden Kreife al& folchen ausgegangen, und dann ber B: 
weis zugefügt, daß die conflanfe Krümmung defielben mit 
der momentanen des berührten Curvenpunktes zuſammenfällt 
In fofern Dabei, was ‚oft Der Fall. ift, der Begriff der 
Kümmung ımd bie De immuung Stärfe durch dic 


Werthe der Ausdrüce I und IL W niet vorangeſtelt 


und beſtimmt hervorgchoben wird, he dieſer Beweis ſo⸗ 
wol in Bezichung auf Deutlichkeit als auf Bündigket 
Manches zu wünſchen übrig, Das Natürlichſte und Sach 
gemaͤßeſte iſt aber offenbar, aus dem Begriffe und Weſen 
der Krümmung zuerſt das Verfahren ihrer Berechnung ab . 
zuleiten, und Darauf Dad Verfahren ber geometriſchen Eon 
ftguction zu gründen. Insbefondere hot man bei Diefem 
Bange ber Unterfuchung Den Vortheil, daß Die Bedeutung 
der poſitiven oder negativen Werthe Der Kümmungs flärke 
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unmittelbar einleuchtend iſt, indem der poſitive oder nega⸗ 
tive Werth des Differentialquotienten —* keinen andern 
Sinn hat als der jedes andern Differentialquotienten. Der 
Radius des Krümmungskreiſes, da er gleich ur ift, hat 
di 
nur abgeleiteterweife einen pofitiven oder negativen Werth. In 
fofern man nun von diefem Werthe ded Radius ald dem Ur⸗ 
fprünglichen ausgeht, ift ed zwar audy möglich, zu zeigen, 
daß der Werth des Radius pofitiv ausfällt bei einer converen 
und negativ bei einer concaven Linie, aber Diefer Nachweis be: 
ſchränkt ſich eigentlih auf die Darlegung des Zuſammen⸗ 
fallend diefer Beflimmungen, ohne daß in dem Radius als 
folchem die Bedeutung einer ſolchen Entgegenfehung er 
Fenntlih if. Daß die Bedeutung dieſer Enfgegenfehung 
des Radius nicht ohne Schwierigkeit erfihienen ift, bewei⸗ 
fen am beften die vielen zum großen Theil fehr fchwerfälligen 
und breiten Erklärungen, die man von derſelben zu geben 
fih gemüßigt gefunden bat. 


$. 141. 


Um die Formel: für die Krümmungsftärke bei polare Die Gleichung mgbet 
coordinaten aufzufinden, wollen wie benfelben Weg wie vor ——— 
her einſchlagen, nämlich die beim Fortſchritte der Curven⸗ 
länge eintretenden Veränderungen des Winkels, welchen die 
Tangentk mit einer gewiſſen Anfangsrichtung macht, be 
trachten, und den Differentialquotienten Diefer beiden Ver⸗ 
änderlichen durch eine Function der willkürlich Veränder⸗ 
lichen des Polarcoordinatenfuftems barftelen. Wie man 
eine Tangente conftruirt bei einer Curve, deren Gleichung 
für Polarcoordinaten gegeben ift, vermittelft der Subtan- 
gente, ober wie man die Subtangente berechnet, iſt zwar 
im 8. 99 fchon gezeigt worden. Aber die Kenntniß einer 
ſolchen eihzelnen Linie, die gegen bie Zangente in einer 
beſtimmten Lage fich befindet, reicht für die Zwecke der 
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analytifchen Geometrie im Allgemeinen und für die Yal 
löfung des vorliegenden Problems nicht hin. Dazu beder 
ed der allgemeinen Gleichung der Tangente, vermöge mi 
cher wir jede beliebige Ordinate der Tangente, und nicht dt 
die Subtangente, angeben können. Die allgemeine Ct: 
hung einer berührenden Geraden bei Polarcoordinaten km 
nicht wie die allgemeine Gleichung der Tangente bei Paralu 
coordinaten ohne Weiteres aus der Reihe (1) $. 15 a 
nommen werden, weil bei Polarcoordinaten die DOrdnde 
der geraden Linie nicht gleichmäßig wachſend find, und ie: 
Reihe nur das allgemeine Geſetz enthalt für die Bild 
der Gleichungen der in irgend einem Grade berühmmic 
und in demfelben Grade gleichmäßig wachfenden Lin. 
Vielmehr würde die aus jener Reihe entnommene Gleichn 
einer im erften Grade gleichmäßig wachlenden und inte 
felben Grade berührenden Linie, in fofern fie auf Polarır 
dinaten bezogen wird, die allgemeine Gleichung einer in: 
Grade berührenden Archimedeifhen Spirale fein, wail N 
diefer Spirale die Polarcoordinaten gleichmäßig wachen ir 
Die allgemeine Gleichung der Tangente Fönne 
nur aus der allgemeinen Gleichung der geraden Ei 3 
leiten. Was die Aufftelung der Gleichung einer ® 
überhaupt betrifft, jo geht man bekanntlich dabei im’ 
von demjenigen Coordinatenfoftem aus, durch weilhe® 
Gleichung dieſer Linie fi) am Teichteften finden läßt, © 
geht Hernach durch Goordinatenverwandlung zu einm 
dern Coordinatenfyftem über. Die Gleihung def ge: 
‚Linie ift offenbar für Parallelcoorbinaten am leichtefte : 
erhalten, und diefelbe ift befanntlih y=atbx. Uns 
derfelben die allgemeine Polargleichung der geraden 8 
darzuſtellen, wollen wir in Betreff der vorzunehma 
Coordinatenverwandlung folgende Annahmen made. © 
ab Fig. 82 die Abfciffe einer durch ſenkrechte Paralldıd 
nafen befchriebenen Linie df, und in e der Unfangir 
der Ordinatenaren. Der Mittelpunkt des Wpfeiflenfei 
foll in diefen Anfangspunkt ber Parallelorbinaten vr 
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werden. Der negative Arm der Abfciffenare fol die An- _ 
fangerichfung der Polarordinaten fein, und folglich im 
Punkte o der Nullpunkt des Abfciffenkreifed. Die Drehung 
aus dem Nullpunkte nach rechts ſoll pofitio fein, oder bie 
durch diefe Drehung erhaltenen Bogen des Abfcifienkreifes 
follen durch pofitive Zahlen ausgebrüdt werden. Der.Ra- 
dius des Abfeiflenkreifes erhält immer den Zahlenwerth 1. 
Den veränderlichen Bogen oq oder op des Apfciffenkreifes 
wollen wir durch w und die zugehörige Polarordinate cd 
oder cf durch z ausdrüden, und die Parallelordinaten wie 
gewöhnlich durch .x und y. Was unter den bier geſetzten 
Annahmen den Zufammenhang der beiden Orbinatenfofteme 
betrifft, fo ift unmittelbar einleuchtend, dag z.siinw—Yy 
und —z.cosw—=x iſt. Sehen wir alfo in eine Parallel- 
coordinatengleichung ſtatt x und y diefe Werthe, fo erhal. 
ten wir eine Gleichung zwifchen z und w, und fomit die 
verlangte Polargleihung. Nehmen wir in der Gleichung 
y=a-+bx der geraden Linie diefe Subflitufionen vor, fo 
erhalten wir 
z.sinw==a—b.z.cosw oder 
a 
ia +bcosw 

und dies ift die allgemeine Polargleichung der geraden Linie. 
Sol eine gerade Linie Tangente einer Curve fein, fo 
muß fie, wie feicht zu ſehen, auch bei Polarordinaten im 
Berührungspunkte diefelbe Drdinate und denfelben erften 
Differentialquotienten der Drdinaten haben als die berührte 
Eurve Die Ordinate der berührten Curve, die eine ganz 
Beliebige Function von w ift, fei vorgeftellt durch f(w). 
Die Gleichungen der berührten Curve und der Tangente 
ſollen auf diefelben Drdinaten bezogen fein. Bezeichnen 
wir den einzelnen übrigens ganz beliebigen Werth von w, 
Fiir welchen die Berührung der Tangente ftattfinden fol, 
durch w,, fo muß der Werth, den die Ordinate fo an⸗ 
rzimmt für den Werth wo, der Abfciffe, oder fo, gleich fein 
sem Werthe, dem die Ordinate der geraden Linie hat für 
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denfelben Werth der Abfciffe, d. h. gleich ner haar 
Ebenſo muß der für w, genommene erfte Differentiahe 
e dfe, 
tient von fw, d. h. f 





gleich fein dem für wo, genomm 


nen erften Differentialquotienten der Zunction nor he 
Der erſte Differentialquotient diefer Function von wo fd: 


a(bsin® — cosw) 
(sineo + bcosw)” 
meine Gleihung ber geraden Linie in Die allgemein: St: 
hung der Tangente übergehen foll, für diefelbe die Kir 
Bedingungsgleihungen 


Wir erhalten alfo, wenn die dx 


a 


0, = sin?o, + bcosw.. ¶ 
dfv, a (bsinæ, — cosw,) 9 
de  T[sinw,+hbeosw,] 2). 


Die beiden Werthe von a, die fi) aus beiden Gladus 
ergeben, find 
a=fw, (sinw, +bcos®w,) 

dfw, [sinw, +bcosw,]’ 

do ° bsino,—cosw, " 
Sehen wir diefe Werthe von a unter einander gleid, = 
(fen die dadurch entftehende Gleichung auf in Baur 

bh, fo erhalten wir 
_ er „sin wtf ”. cost, 


dfo, 
fr, sin ®, — 


do 
Diefen Werth von b eingefegt in die Gleichung o— 
gibt ſich 








.cos. 


(fw, )’ 





. dfw, " | 
fw, sinw, — .cos 


do 
Wenn wir diefe Werthe, welche die Größen a und i! 
allgemeinen Gleichung der geraden Linie annehmen fir 
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Hall, Daß Die gerade Linie eine Curve mit der Ordinate fie 
für den Werth «w, der Abſciſſe im erflen Grade berührt, 
in die allgemeine Gleichung ber geraden Linie einfegen, fo 
erhalten wir 

(fie, )? 


fw, sin® dire, cos w 
w,Ssin®, Io : 
aim, ‚sinw, + fw, cosw, 
. | do 
sın0 > I — | COS © 
fo, sinw, + 77— . 05%, 
(fw,)' 





= 





. dfw, dfw, . 
|fe, sin®, — 7. . 605 @, } sın®o + T sine, 


+fw, cosw, |eos® 


und fomit die allgemeine Gleihung der Tangente Die 
Buchſtaben w und w, find wohl zu unterfcheiden in Diefer 
Zormel, indem w den fließenden oder veränderlichen Werth 
der Abſciſſe angibt, für welchen eine beliebige Ordinate der 
Tangente berechnet werden fol, und w, den feften Werth 
dee Abſciſſe, für welchen die Berührung der Tangente ftatt- 
finden fol. 

Diefer allgemeine Ausdruck für die Ordinate der Tan⸗ 
gente ift von dem mannichfaltigften und ausgedehnteften Ge⸗ 
brauche. Der nächfte und unmittelbarfte ift, irgend eine 
beftimmte Ordinate der Zangente zu berechnen, was fo yiel 
beißen will als flatt des wo einen Werth zu feßen, der mit 
©, in irgend einem beftimmten Zufammenhange ſteht. Die 
fogenannte Subtangente 3. B. ift diejenige Ordinate der _ 
Tangente, welche auf der Drdinate des Berührungspunftes 
ſenkrecht ſteht (fiehe $. 99). Ift der Werth von mL 
pofitiv, fo geht die Subtangente durch einen Punkt des 


Abſciſſenkreiſes, welcher gleich wo, — z ift. Wenn wir dem 
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| nach in dem allgemeinen Ausdrude für die Ordinate in 
Zangente ftatt des veränderlichen w den Werth 1-7 








fegen, fo wird, da sın (m, — 7) — — osx m 
cos (w. — = sin, 
(fw, )’ 
— [fe sinw, — va . C08 3 cosw, + | ae, ‚SIE, 
+ fıo, cos o,| sin®, 
(fo, )' 
oder — Fee, 
dw 


der Werth der beitimmten Ordinate, welche die Eu 
gente heißt, und ift mit dem $. 99 gefundenen Austin 
derfelben identisch. 


g. 149. 


„älusbeud ber, Der Winkel dac Fig. 82, den eine Tangente das 
ve Polatcorhe ber Anfangsrichtung der Drbinaten macht, ſoll W ale. 
wobei vorausgeſetzt ift, Daß W durch eine aus ber fit 

tung ac nach links gehende Drehung befchrieben if. Wi 

wol als die Eurvenlänge L find Zunctionen der Abſciſtn 


Wenn wir Au durch -— m bividiren, fo erhalten = 


J als Function von w, und folglich Die momm 


Krümmungsflärte als Function von w. Den 4 
für As können wir nicht unmittelbar aufftellen, fon 


wir müflen erſt W al8 Function von © darftellen, 
den Differentialquotienten durch Differenfüren bilden. : 
ben wir ge ſenkrecht auf die Anfangsrichtung der Ort 
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ten, fo ift — die trigonometrifche Zangente des Win⸗ 


feld W, und in fofem wir, wie oben angmommen, Die 
ganze Umdrehung durch did: Zahl 27 ausdrüden, ift 
der Wertb von W' gleich “ des Bogens, defien trigo- 


nometrifche Tangente gleich if ge iſt ‚aber diejenige 
Drdinate der Tangente ag, für welche bie Abſciſſe w ben 
Werth — S bat, und ac ift die Ordinate der Tangente, für 


welhe w den Werth 0 bat. Aus dem allgemeinen Aus- 
drude der - Ordinate der: Tangente folgt, indem wir 


0-5 ſetzen, 
(fw;)” 








gr . dfw, 
fo, sin, — Fr 
und indem wir w—=0 feßen, | 
92 
ac— (dio, ) =, 
dfe, ” 
"dw Sin, + fw, cosw, 


Da nun WeAre( ig I), fo ‚haben wir allgemein 








' PL, sin w, + fo, cosw, 
W=Are 1% = | 





. dfe, 
fo, sin®o, — T cos, 


In der Gleichung der Tangente war unter wo, zwar ein 
einzelner aber ganz beliebiger Werth von w vorgeftellt. 
Der für W gefundene Ausdrud bezieht, ſich demnach auf 
ale beliebigen Werthe Yon w. Indem wir W veränderlic) 
denfen bei unferer Unterſuchung über die Krümmung, fo 
it auch w, verãnderlich zu denken, und es wird angemeſſen 
fein, in denn Ausdrude für W überall. w ſtatt w, zu ſchrei⸗ 
ben. Seen wir in der ſchon oft gebrauipten —* 
Snell. I. 
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aan) — - 17 ſtatt x eine Funttion fix) ei 


willkürlich Weränderliche, fo erhalten wir 
dArcltg==f(x)] __ i 
df(x) I-+[fx)) 


und wenn wir ftatt df(x) ſetzen a. dx, wm 


a die Gleichung multipliciren, haben wir 


df il 
Art] _ 
AIR x)} 
Nach dem dieſer aim Gleichung erhalte 


dfeo 





. sine +fw cosw 
wir, indem wir 





ftatt f(x) fra 


fw sine — —. 005% 
dw 





Ze sin © + fw cos w 
d Arc lu | 


fv sınw — — cos © 


dw 





dfso 


— * ‚sinw + fw cosw ] 


fv 
fe sınw — .cosw 
de 








dw 


T ‚sinw + fwcosw 7: 


. dfw 
fv sin — —— . 005% 
de 








Durch Ausführung der vorgefchriebenen Differentiation ur 
gehörige Zufammenziehung geht bie rechte Seite dieſer Gi 
ung über in den Ausdruck 
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fm. Tr - (fo) — 2 bey 
or) 
mithin ift die gefuchfe Dfferentialgleichuna 
aw ——l 2 
re 
Wir müſſen nun auch noch den Ansdrud für Su 


haben. Da derfelbe in früheren Uebungsbeiſpielen noch nicht 
vorgefommen ift, fo wollen wir ihn bier entwideln. Die 
“ Linie ad Fig. 83 fei eine beliebige Curve, deren Drdinate 
gleich for iſt. Es handelt fih darum den Grenzwerth zu 
: beflimmen, welchem ſich der Quotient von ad und fg um 
fo mehr nähert, fe Pleiner die Zumahme fg der Abſciſſe ge 
nommen wird, und zwar biefen Grenzwerth barzuftellen 
- ald Yunetion des beliebigen Abſciſſenwerthes, von welchem 
aus die Zunahme fg genommen if. Da cf den Zahlen- 
werth 1 hat, und ca den Werth fo, fo wird, wenn wir 
‚mit dem Radius ea den Kreisbogen ab befchreiben, bei 
jeder beliebigen WerBleinerung von fg der Bogen ab im- 
mer fio mal fo groß fein als fg. Es reicht alfo, um ben 


Grenzwerth des Duotienten 4 zu erhalten, auch hin, 


Ze) 





0.7 


Den Grenzwerth bed Duotienten a aufzuftellen, und 


dann den Renner deffelben far mal zu verkleinern, oder den 
Duotienten mit fo zu multipliciren. Indem wir die Linie 
ed nah der Rage der Linie ca zurüdgedreht denken, fo 
näbert ſich das gemifhtlinigte Dreied abd ohne Ende 
einem geradlinigten, deffen eine aus dem Bogen ab bervor- 
gegangene Seite ſenkrecht auf der zurüdgedrehten Linie cd 
fteht, und deflen andere auß dem Bogen ad hervorgegan- 
gene Seite die Richtung der Tangente ae hat. Die Grenze, 
. 20 a 
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welcher fich der Quotient 4 bei Verkleinerung ven 


ohne Ende nähert, if —* Anderes als Du Dt 


Grenze des Quotienten db fo mal fo Mein if, fett 


ab 
dfw om. 
felbe gleich 2 — Folglich iſt im dem angel 


ten rechtwinkligen Dreied die der Ede a gegmüle- 
gende Kathete — . ze mal fo groß als die ann 
Kathete. * wir Inſo die Letztere gleich J und dc 


nach die Andere * Ze fo ift die Hype: 


gti Yıt are). Der Ausbrud de jr 


tenufe des angeftrebten Dreiecks divibirt durch bie da! 
a anliegende Kathete, oder, da diefe Kathete glah 1: 
feßt war, dieſer Ausdruck ſelbſt ift Der Grenzwerth 


Quotienten a0; und da derfelbe, wie oben ſchon mi 
fo mal fo Fein iſt als der Grenzwerth des Quote 
ad d. h. als der Differentialguotient von Cutraun 
und Abfeifje, fo ift u 
dl ) 1 7de\) 
te Yet (Ge) 


Au Verse)" + (1) 


F dL 
Wenn wir den obigen Ausdrud von A buch — F 


diren, fo, erhalten wir T oder die Krümmungeß 
Es ift alfo — 
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de _ gfätey. 
aw fe HT) 


3 
ſavy- +7" | 
Dieſer Werth der Krümmungsflärke wird pofitiv. ausfallen, 
wenn mit der. Vergrößerung von L, oder was als daſſelbe 
betrachtet werden darf, mit der Vergrößerung von © eine 
Vergrößerung von W, d. h. eine Drehung der Zangenten 
nach links verbunden if , und negativ, wenn mit dem Wach: 
. fen des w eine. Drehung der Zangenten nach rechts ver⸗ 
bunden iſt. 


& 148. 
In der frummen Linie chdea Fig. 47 (B. I .) ift in a Deifpiele von der 
der Nullpunft bes Abſciſſenkreiſes geſetzt, und fr— * v dei Polatcoothl- 
| d’feo 
. Da bier — Le — * und —— —— = 0 iſt, fp haben wir 
| 10 
dAW Ant Ami Anm +2) 
AL a TE 


rw’ „.ıi17?. (0 +1)? 
Kar 
Die Krümmung ift bier durchaus negativ, weilmit Dem 
Wachen ded w immer eine Drehung der Zangenten nach 
rechts verbunden if. Im Punkte c, wo v0 iſt, hat bie 
Krümmung den De —An, und der Radius ded Krüm⸗ 


mungöfreifes ft 57 . Im Punkte a, wo w—=2n, ift die 
Krümmung gleich —— Je grͤßer © wird, 


(An’ +1)? .. Bu 
defte. mehr verſchwindet die Zahl 1 und 2 gegen w’. Läßt 
man diefe Zufäge megfallen, fo geht der Ausdruck ber 
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Krümmungsſftärke über in =, d. 5. je größe w 
defto mehr fleht die Abnahme der Krümmung img | 
Verbältnig zu w, und bie Krümmung näher fih W 
Nulwerth. 
In der Curve gek Fig. 48 iſt in a der 
der Abſciſſenkreiſes, und fo— _. Da hier Ir =- 
Pf 2 . 
und de’ os fo iſt 





ı 2 1 24 
dw wu a 
1.19% 

+] 

d W — 
di —— 3 
(w’+1)? 


Für v0 ift auch die Krümmung Ruf. Im Pitt 
wo w==1, ift die Kruͤmmung _-, und der Radini!- 


Krümmungskreifes alfo doppelt fo groß als ber ii! 
feiffenkreifes ahf. Da für große Werthe von w die ai 
als wegfallend gegen ©? betrachtet werben Tann, m 
dieſem Kalle die Krümmung kurzweg gleich —ıe wit‘ 
fieht man, daß die Krümmung dieſer Curve zuleht img 
ben Verhaltniß von wo wädhkt. 

Die Gleichung einer Binie fd fw==sinw, und d! 
bad Krümmungsgeſetz derſelben beſtimmt werden. ' 
dfo' d’fw 





In sw und de’ == — sinw, fo ift 
dW — - sinꝰo - sinꝰ v - 2 cos —2 
JJ — 77 


3 
[sin’so + cos’s0]? 
Die Krümmung diefer Curve iſt conſtant und gleich 2, | 
doppelt fo groß als die Krümmung des Abſciſſenkre 
Die dur) die Gleihung fo==sinw beſtimmte Kur 
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alſo felbft ein Kreis, weicher, ba für w==Ü au ain 

tft, durch den Mittelpunft des nfcifienkreifes gehen muß. 

In der That erhält man, wenn man den Kreis abd Fig. 84 

als Abſciſſenkreis und ben Punkt a als Nullpunkt deſſelben 

nimmt, durch Conftruction der Function sin den Kreis be. 
Unterfuchen wir noch das Krümmungsgefeb der Curve, 

deren Gleichung ift 

a 

I = snow +bcosw ° 

Laflen wir die Ausführung der Differentiation bei Seite, 

und nehmen nur die Refultate berfeiben, fo ift 








dio aflcose—bsinw) 
de (sinw+beos»)‘ 

wo a 3a (cos — beinw)” 

und de sin® + bcosw + (sinw + beosw)’ 


Der Zähler des Ausdruckes der Krümmung. ifl Demnach 
gegeben durch bie Function 


a’ 22’(coseo — bsinw)? 
+ Gino +besse)? + (sinw-+ beosw)‘ 
a 2a’(cosw—bsinw)" 
— (sinw+beosw? (sinw+beosw)* 


Da diefer Zähler gleih Null ift, und der Nenner nicht, fo 
ift die Krümmung gleich Null, und dur die obige Glei⸗ 
hung, wie wir auch aus $. 141 ſchon wiffen, bie gerade 
Linie vorgefchrieben. 

Am Schluffe diefer Lehre won der Krümmungsſtärke 
mag noch eine nachträgliche Bemerkung Platz finden. Nach 
Beantwortung der Frage, wie groß Die Krümmung eines 
Eurvenpunftes oder die momentane Stärke des Wachfens 
der Größen W ud Lift, Tann Die Frage aufgeworfen 
werden, wie groß die Beſchleunigung des Wachſens der 
Größen W und L iſt, oder wie ſtark die Krümmung ſich 
verändert. Denn wenn die Krümmung fich fletig verän- 
dert, fo gibt es allaugenblidlich eine beflimmte Größe die 
fer Veränderung. Um diefe beflimmen zu können, iſt es 
nöthig, zuerft ein Maß für die Veränderung der Krüm⸗ 
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mungs ſtãrke feſtzuſetzen, und daſſelbe durch eine beftimm: 
inte zu einer anfchaulichen. Vorſtellung zu erheben, wie 
der Kreis die Krümmung ſelbſt veranſchaulicht und ein Dt 
für diefelbe abgibt.. Eine Linie, in weicher die. Krümmung: 
ſtärke gleichmäßig wächſt mit der Größe L, oder wei 
eine gHleichförmige Befchleunigung des des Wathſens der Gi: 
Gen W und L bat, wird eine ſolche ſein, in wik 

—=a+bL+cL? ifl. Um diefe Linie, welche die fr 
geſchwungene Korm der Linie bae Fig. 85 hat, darzuſtela 
und Durch diefelhe jede momentane Veränderung der Kur 
mungöftärfe zu conftruiren, ift es unerläßlih, auf de 
fchon oben erwähnte in der Eurvenlehre von Peters un 
wandte Coordinatenfoftem und auf den Zufantmenhang de 
felben mit andern Coordinatenſyſtemen zurüdzugehen L: 
dies Syſtem aber nicht fo befannt geworden ift*), N 
man die Behandlung ber Curven. nach Demfelben ald cm 
Geläufiges vorausfegen dürfte, fo müflen wir, da wirbe 
doch Feine Goordinatenlehre einfchalten können, auf it 
weitere Vertiefung in den Begriff der Krümmung, und er 
die intereflanten Gefebe der Wandlungen der Krümmung: 
ftärfe verzichten. 


— — — — 


9) Vielleicht haben die zum Theil wegwerfenden Urtheile mut: 
Mathematiker Über dieſe Curvenlehre der Verbreitung derfelkn 
gegengewirkt. Ich geftehe, daß mir in einem folchen Urtheile r: 
Berftand zu liegen fheint. Denn ich möchte doch wiſſen, auf Ft 
BWeife die Mathematiker auch nur diefe einfache Aufgabe, die mn: 
tane Veränderung der Krümmungsftärfe durch Die erwähnte ins 
zu conftruiren, wie man die Krümmungsftärte durch den Kreik :“ 
ſfftruirt, auflöfen wollten ohne Anwendung diefes Soordinatenhir 

geſchweige denn alle’ anderen die Geſete der r Krummimgkverimer 
betreffenden Fragen. | 
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Don der gerablinigten Bewegung in einem wiberftehen- | 


den Medium. Te 
$. 144. 


So lange. man. den veränderlichen Zahlenwerth · einer Raum« 
größe, fei es einer geraden oder krummen Linie, eines Win- 
feld, einer Flüche,. eines Kubilinhaltes oder welcher Raum- 
größe auch immer, ald Function des veränderlichen Zahlen ⸗ 
werthes irgend einer andern Raumgröße betrachtet, befindet 
man ſich auf dem Gebiete der: Geometrie. : Wenn man aber 
den veranderlichen Werth einer Raumgröße als Yunctten 
des veränberlichen Zahlenwerthes der von einem: beliebigen 
Anfangspunkte an gerechneten Zeit betrachtet, befindet man 
fih auf: dem Gebiete der Bewegungslehre. Rein mathe 
matifch betrachtet erfcheint :ald das, Weſentliche dabei, : daß 
die Raumgrößen ald Functionen einer veränderlichen. Zahl 
überhaupt, die feinen säumlichen Repräfentanten bat, auf⸗ 
gefaßt werden follen. Da aber alle Anwendungen. welche 
man von. einer folhen Auffaffung der Raumgrößen, ale 
Zunctionen: einer unräumlichen Veränderlichen, macht, fich 
auf die Bewegung beziehen,. To wird bieferden Raumgrö⸗ 
Ben zu Grunde gelegte: willkürlich veränderliche Zahl licher 
gleich beim Namen genannt, und man befrachtet Die Raum- 
größen als ‚Zunctionen des fließenden Zahlenmerthei. der 
Zeit.. Es ift einleuchtend,. daß: dieſe Bewegungslehre To 
aut als die Geometrie ein Theil der. reinen Mathematik ift, 
und mit äußeren Thatſachen nichtö zu thun hat, und daß 
ferner alle irgendwo vorkommenden Bewegungsgeſetze Darin 
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enthalten ſind, weil man die abſtracten und reinen Bewe⸗ 
gungẽsgeſetze unter fo viel beliebigen und complicirten An⸗ 
nahmen aufftellen kann, daB alle in der Natur irgend vor- 
kommende Erfcheinungen von Bewegungen darunter begrif- 
fen werden Tünnen. Sache der Erfahrung oder vielmehr 
ber Anwendung iſt dann blos Died, aus den Bebingungen 
einer Erfcheinung entweder zu entfcheiden, unter welches in 
ber allgemeinen Bewegungslehre entwidelte Geſetz biefe Er- 
ſcheinung fubfumirt werden kann, oder zu enticheiden, nach 
welcher Seite bin und für welche bejonderen Annahmen 
man noch die Lehrſätze der allgemeinen Bewegungslehre 
“ausbilden muß, um Diejenigen Gefeße zu finden, unter 
welche eine vorhandene Erfcheinung fuhfumirt werden Tann. 
Denn die Menge der beliebigen Annahmen, unter weichen 
Geſetze der reinen Bewegungslchre aufgeftellt werden Fön- 
nen, {ft unendlih, und man wird hauptfachlich Diejenigen 
Lehrfäge dieſer Wiſſenſchaft ausbilden, mit welchen fich ein 
äußered Intereſſe, dad Intereſſe der Erklärung äußerlich 
dargebotener Naturericheinungen verbindet, 

Die zu einer Bewegung gebrauchte Zeit bezeichnen wir 
durch €, den durchlaufenen Raum durchs, die Geſchwin⸗ 
digfeit durch c. In Bezug aufs ift zu bemerken, daß man 
darunter eigentlich zu verfichen bat die Bahnlänge, um 
welche der bewegte Körper von einem in feiner Bahn will⸗ 
fürlich genommenen Nullpunkt der Bahn entfernt ifl. Denn 
wenn ein Körper fi in einer Bahn hin⸗ und herbewegt, 
wie etwa ein Pendel oder ein in die Höhe fleigender und 
auf derfelben Linie wieder herabfallender Körper, und Selbſt⸗ 
bedeckungen der Bahn ftattfinden, fo ‚wäre ed mit Unbe 
quemlichkeiten verbunden, wenn man unter s den nach einer 
gewilfen Seit und nad mehreren Hin⸗ und Hergängen 
wirklich durcchlaufenen Raum verftchen wollte Dan ver 
ſteht daher in diefem, wie in jedem andern Kalle unter s 
die Bahnlänge, um welche der fi) bewegende Punkt won 
dem Nullpunkte der Bahn entfernt ifl. Iſt die von dem 
Nullpunfte der Bahn nach Einer Scte hin genommene 
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Bahnlänge poſitiv geſetzt, fo ift Die nach der enfgegenge- 
feßten Seite genommene Bahnlänge negativ zu feßen. Den- 
ken wir dm Raum s als Function der Zeit, fo if, wie 
ſchon $. Al nachgewieſen, ‚Der erſte Differentialquotient von 
Raum und Zeit gleich der momentanen Geſchwindigkeit des⸗ 
jenigen Zeitpunktes, für weichen ber Differentialquotient 
genommen ift, oder es iſt allgemein Se. Nah dem 
allgemeinen Begriffe des Difterentialquoticnten gibt der 


Zahlenwertb, welcher glich IF — erhalten wird für einen be 


flimmten Werth der Zeit, ie Anzahl der Raumeinheiten 
an, welche vermöge der vorhandenen momentanen Ge⸗ 
ſchwindigkeit in Einer Zeiteinheit durchlaufen werben wür 
den, wenn diefe Geſchwindigkeit unverändert bliebe. Da 


z pofitig oder negativ ausfällt, je nachdem mit Zunah- 


men der Zeit pofitive oder negative Incremente Yon 5 ver 
bunden find, fo wird die Richtung einer durch eine poſitive 
Zahl ausgebrüdten Geſchwindigkeit in der Richtung des 
Wachſens von s zu nehmen fein, mag dabei s felbft einen po» 
fitiven oder negativen Werth haben und die Richtung einer 
durch eine negative Zahl ausgebrädten Geſchwindigkeit in 
der Richtung bes Abnehmens von s. 

Der zweite Differentialquotient von s und t brüdt bie 
Beſchleunigung des Wachſens von s und & aus. Nach 
dem allgemeinen Begriffe bed zweiten Diffesentialquötienten 


gibt ber Zahlenwerth, welcher gleich Et erhalten wird 


bei einem beftimmten Werthe von £, bie Raumeinheiten an, 
um welche dee in der zweiten Zeiteinheit Durchlaufene Raum 
größer fein würde als der in ber erften Beiteinheit durch⸗ 
laufene, wenn die bei dem beſtimmten Werthe von £ vor 
bandene momentane Befchleunigung des Wachſens von 


Raum und Zeit dauernd wäre. Da c= 2, fo wird der 


® 


- 
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Werth von ——- s ‚fanmenfallen mit dem’ Werihe mt 


In, fofern. ‚man entyorber- Die Maſſe Des bewegten Son 
als die Einheit Der. Mafle ‚betrachtet, oder bie Barcım: 
unter Umfländen auffaßt, :hei:weldyen feine. Verfhicant 
der Mafle in Bettacht kommt, ſo fällt. die. Beſchleuni 
des Wachſens von Raum und Zeit, oder die. Stür‘ 
Wachſens von Gefhwindigkeit und Zeit bei einer gerade: 
ten Bewegungsbahn ‚mit demjenigen zufammen, mai =: 
im phyſiſchen Sinne Kraft nennt. An fih it dich 
fhleunigung des Wachſens von Raum und Zeit, det 
Stärke des: Wachſens von Gefchwindigfeit und Zat m 
kein Maß der. Kraft, Sondern dieſe Befchleunigung v 
noch bezogen werden. auf. die Maofle,. welcher dieſelbe 
theilt wird. .In der reinen Bewegungslehre, in wit 
man nur die Bewegung eined Punktes auffaßt, kann 
türlich von Kraft als ſolcher gar Feine Rede fein, fer 
ne von den rein mathematifchen. Begriffen der Beidk 
nigung des Wachſens von Kaum und Zeit, ode! 
Stärke des Wachſens von Geſchwindigkeit und det, : 
die. Vorftellung der. Kraft auf den Verbindung :des Bat 
einer Beſchleunigung des Wachſens non Raum u: 
mit. dem Begriffe der Maffe beruht. In fofern mar: 
die Maffe eines bewegten. Körpers als die unbeftimmt 
heit der Maſſe betrachtet, ſo fällt der Begriff de er 
mit dem der Beſchleunigung bed Wachſens von. Ram 
Zeit zufammen:. Man bebient ſich deshalb auch wir! 
der reinen Bewegungslehre des Wortes Kraft, indem * 
flatt eines bewegten Punktes fich einen bewegten si 
mit Der unbeſtimmten Maſſeneinheit denkt. In WW 
Sinne ſoll in dem Folgenden das Wort Kraft gebie⸗ 
werben. Drücken wir die. Kraft ebenſo wie bie Gh: 
digkeit durch ‚ein. einfaches. Zeichen aus, durch r, {ch 
wir in den. Gleichungen lo m 
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die Yundamentaffäge zunächſt der geradlinigeen Bewegung, 
aber damit auch aller Bewegung überhaupt, weil die Ge: 
fee der Frummilinigten Bewegung ſich aus denen der ge 
radlinigten ableiten laffen. 

Was zunächft die geradlinigte Bewegung betrifft,’ fo 
fiebt man, daß das Geſetz einer folhen Bewegung voll: 


kommen beftimmt ift, wenn irgend eine der vier Größen 
1,5, c, ev als Bunckion irgend einer andern unter denfelben 
gegeben ift. Aufgabe der Lehre von der geradlinigten Bewe- 


gung wird es alfo fein, aus der zwifchen zweien von den Grö⸗ 
Ben it, s, c, © gegebenen. Öleichung die Gleichung zwiſchen 


- jeden zwei andern von Diefen Größen abzuleiten. Um dieſe 
' Aufgabe vollftändig zu löfen, nehmen wir alle Combinationen 
dieſer vier Elemente zu zweien, betrachten die Gleichung 


zwifchen den combinirten Elementen al& gegeben, und lei: 
ten die Gleichungen zwifchen jedem Paar der Elemente 


' daraus ber. Indem wir bei einer zwifchen zweien von die- 


fen Größen, 3. B. zwifchen und s, gegebener Gleichung 


‚ den Fall, in welhem s ald Function von t gegeben ift, nicht 
' unterfcheiden von demjenigen, in welchem t al® Function 


von s gegeben ift, fo erhalten wir nur ſechs Kalle von 


: gegebenen Gfeichungen. Ed kann nämlich gegeben fein 
1) s als Function von t. 2) c ald Function von f. 3) © als 
| Function von t. 4) c als Function von s. 5) v als 


Function von s. 6) v als Function von e "«' 

Betrachten wir die ſechs Fälle einzeln. | 

1) Begeben tft! s als Function von t, und gefucht 
c als Function von E und v als Function von t. 

Die Köfung dieſer Aufgabe ergibt ſich unmittelbar aus 
den obigen Fundamentalgleihungen. Denn da s=f(t) 
gegeben ift, und daraus 

„_ dt) 


2 
17 und v— N 
folgt, fo hat man c und v ald Kunctionen von E. '' 
2) Gegeben ift c ald Function von 2 und gefucht s 
ald Function von 2 und © al8 Function von 1. 
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Gebt man in der gegebenen Gleichung e==i(t) fat 
c den Ausdrud a fo hat man — n —=f(t), und fol 
s=/fflt), Fr 
und fomit s als Function von t. Aus der gegebenen Si: 
chung folgt ferner 7 u oder 
„die 
— de 


und alſo v als Function von ?. 

3) Gegeben iſt © als Function von £, und die Zunız 
nen von T, welche gleich s und c find, werden gest 
Aus der gegebenen Sragung v==f(t) folgt zunädf, # 


dem wir Ir — flott v ſetzen, © f(t) und folglich 
c==/ff(t) ‚dt. 
Indem man in dieſer Ichten Braun 2 ch 


wird man aus der Gleichung 47 ——0 erhalten 





sn LSflt)di]di. 

Daß man, in fofern es fih um Löſung einer beflinsn 
Aufgabe der Art handelt, nach der erften Integratin s 
bee Gleichung c=fSf(t)de erſt die Conſtante beine: 
muß, che man zur zweiten Integration fortfchreite, X 
fteht ſich von felöft. 

4) Gegeben it c als Function yon s und geluft ir 
t und v als Functionen von s. 


Aus der gegebenen Gleichung c==f(s) folgt -; Gel 


ober. ds—dt und folglich ift 


f(s) ı 
tft 
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Da Le, und folglich in unferm Falle 


fo haben wir no, um vals Function von s I erhalten, 
aus diefer Gleichung dt zu eliminiren, und d2 durch s aus» 
zudrüden. Dies Tann geſchehen, inbem wir in der allge 


meinen Gleichung au e den in unferm Falle gegebenen 
Werth von c, nämlich f(s) feßen, und werben aus der 
Gleichung =) erhalten digen Wird dieſer 
df(s) 
dt. 





Werth von d(t) in die obige Gleichung v— 
ftituirt,, fo ergibt fi 
oe), f(s). 
5) Gegeben iſt v als Funetion von s, und gefucht 


find die Functionen von s, welche gleich 2 und e find. 
Die gegebene Gleichung vo —f(s) wird zunachſt ge 


ſchrieben SE —=f(s). Um eine Gleichung blos zwifchen c 


und s zu — müſſen wir di in dieſer Gleichung elimi⸗ 
niren, und durch c und s ausdrücken. Dies geſchieht ver⸗ 


mittelft der Gleichung % = c, aus welcher wir dt 


erhalten. Geben wir in die gegebene Gleichung biefen 
Werth von di, fo haben wir c.de==f(s)ds, und folglich, 
indem wir beiberfeitd integriren 


—= Sf(s) .ds. 
Bil man c für ſich als Function von s darſtellen, fo 
muß man bei einer vorgelegten beſtimmten Uufgabe zuerft 


bie Conſtante beſtimmen. Nennen wir dieſelbe C, ſo ha⸗ 
ben wir 


ſub⸗ 


> fl(e).ds+C 
— yalKs)ds+ C. 
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Setzen wir, m tals Function von s zu erhalten, : 
diefer Steigung LE ii ſtattc, ſo Emmi, 7 ds 7 yaffadt' 


und di= 


SET N folglich ift 


m . ds 
si’, 23 % tt 

6) Iſt endlich als Function von c gegeben, ſof 
s und 2 als Sunctionen von c zu fuchen. 

Schreibt man in ber gegebenen Braga =" 


flatt ©, fo folgt aus der Steigung gr =l(e 


on d-7a und 


T 


Um die Gleichung if s $ amd em, erhalten, braude: 
nur in ber Steigung ds fe 5 den aus der olgemeinn Ä 


arg I 77. zu ee Verth von d£ zu ſubſtiu⸗ 





und erhalten — “ 








77 = 7 * 


.dc 

“fle) 
Wir haben zwar, ivenn Eine von’ den vier er 
t, s, c, © ald Function einer Andern gegeben mit 
den "voranftehenden Gleichungen zunächft mur die ” 
Uebrigen als Functionen derſelben willkürlich Veränteik 
dargeſtellt; aber es iſt einleuchtend, daß vermöge Mi 
fundenen Gleichungen auch‘ jede von den vier verändert“ 
Größen als Function jeder andern erhalten werde” 
in jedem von den ſechs Hauptfällen. Denn wollte:? 
3. B. in dem Falle (4), in melchem c als Function 9 
gegeben war, und i und © als Functionen von s gi 
worden find, die Gleichung zwiſchen c und i aufſſtelu 
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brauchte man nur die Gleichungen c==f(s) und i= 1 ds 
in Bezug auf s ald Unbekannte aufzulöfen, und die zwei 
Werthe von s, von denen ber Eine durch c, der Andere 
durch € audgedrüdt erfcheint, untereinander gleich zu fehen, 
um eine Gleichung zwifchen 2 und c zu haben. Oder 
wollte man bei demfelben Falle (4) die Gleichung zwifchen 
v und c haben, fo brauchte man nur die aus den Glei⸗ 


2 .£(s) entnommenen Aus⸗ 





chungen c—=f(s) und = 


drüde für s untereinander * zu ſetzen. 

Die in den ſechs Hauptfällen abgeleiteten Gleichungen 
geben den Gang an, den man nothwendig nehmen muß, 
um von einer zwiſchen zweien der vier Größen t,5, c, © 
gegebenen Gleichung zu der Gleichung zwifchen jeden zweien 
andern diefer Größen zu gelangen, und bringen dadurch 
Ordnung und Plan in eine vorgelegte Unterfuchung. der 
At. Denn die beiden aus der gegebenen Gleichung in 
jedem der ſechs Zälle abgeleiteten Gleichungen find überall 
die erften und nächften, die man haben muß, um zu an- 
dern Gleichungen zu gelangen. Wir haben fhon im lebten 
Paragraphen des achten Eapiteld eine hierhergehörende Auf- 
gabe gelöfl. Wir hatten uns dort Die Aufgabe geflellt, die 
geradlinigte Bewegung zu beflimmen, welche ein Körper an⸗ 
nimmt, wenn er von einer Kraft getrieben wird, die in dem⸗ 
felben Maße zunimmt, als die Entfernung bed Körpers von 
einem gewiflen Punkte, den wir die Gleichgewichtölage nann⸗ 
ten, zunimmt. „In diefer Aufgabe war alſo ©, oder die 
Befchleunigung des Wachſens von Raum und Zeit, als 
Sunction des Raumes gegeben, und diejelbe gehörte unter 
den fünften der oben aufgezählten Faͤlle. Wenn man die in 
dem angezogenen Paragraphen gegebene Behandlung diefer 
Aufgabe nachfehen will, fo wird man finden, daß die in 
Dem Falle (5) angegebene Aufeinanderfolge der Gleichungen 
auch in der Löfung diefer Aufgabe vorkommt. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daß bie über 

Snell. I. 21 
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den Zuſammenhang und die Abhängigkeit von Zeit, Raum 
Geſchwindigkeit und Kraft bei der gerablinigten Bewegm. 
aufgeftellten Säge an fich mit dieſen beftimmten Grikr 
nichtd au fchaffen haben, fondern ganz unabhängig ven tt: 
fer Anwendung als allgemeine ganz abftracte Güte air 
ftelt werden können. Denn in fofern man s alö m 
Bunction von E betrachtet, ift c der erfte und v der am: 
Differentialquotient dieſer Junction. Wenn man nun flatt te 
benannten Zahl i eine willkürlich Veranderliche x uberkar: 
ſetzt, ſtatt s eine Zunction f(x), ftatt c die Funcit 
2 

2 , und d A ſtatt v, fo fieht man, daß man :‘ 
die über den Zufammenhang von £, s, c und v entmik: 
ten Saͤtze fommen muß, fobald man fich Die Aufgabe kit 
aus jeder zwifchen zweien der vier Größen x, Mi 
df(x) re 

, gegebenen Gleichung die Gleichung z 
fchen jeden * andern derſelben vier Größen herulate 
Es find alfo nur ganz allgemeine abſtracte Säge dar X 
ferentialrechnung, welche auf die benannten Größen 8 
Raum, Gefchwindigkeit und Kraft angewandt bie fünr 
lichen Geſetze ber geradlmigten Bewegung darſtellen. 9: 
ftelit freilich diefe Säge, wie unzählige andere, in da X 
gel nur in Beziehung auf eine von denfelben zu made! 
Anwendung auf. Es ift übrigens hieraus erfichtlich, N 
die Differential und Integrafrechnung allein die angm“ 
fenen und binreichenden Mittel darbieten kann, Geld: ! 
Bewegung zu finden, weil dieſe erften und wichtigſten & 
feße der Bewegungslehre nichts weiter find, als in bir 
dere Worte eingekleidete Säte der Differential» und I 
grafrechnung. Man Lönnte jene Saͤtze auch befichig mr 


d 
tern, indem man zu den vier Größen x, f(x), —- = 


7 
2 noch die fünfte d ro , ober einen folgenden £ 
—— mine, und aus ber zwiſchen zwi 
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dieſer Größen gegebenen Gleichung die Gleichung zwifchen 
jeden zwei anderen ableitet. Man thut ed aber nicht, weil 
in der Anwendung diefer Sätze auf die Bewegungslehre 
der Fall kaum vorkommt, dag Er Fr oder u „ d. h. die 
Veränderung der Kraft, ald Function des Raumes oder der 
Geſchwindigkeit und dergleichen urfprünglich gegeben ware. 


= 


$. 145. 


Um die in dem Kolgenden aufzuftelenden Geſetze der mus B des Biber» 
Bewegung in einem widerftehenden Medium durch anſchau⸗ hüffigen Trebtum. 
liche und naheliegende Beilpiele erläutern zu können, ift es 
nöthig, vorher die Größe des Widerſtandes in beliebigen 
Medien feſtzuſetzen. Was erftend die Abhängigkeit des 
Miderftandes von der Gefchmwindigkeit des bewegten Kör⸗ 
pers betrifft, fo iſt dieſelbe leicht allgemein zu beftimmen. 
Denn bewegt fich ein Körper bei übrigens ungeänderter 
Sröße und Lage der Oberflächentheile, welche das flüffige 
Medium aus feiner Stelle Drängen, mit doppelt fo großer 
Geſchwindigkeit, fo müflen nicht blos Doppelt fo viel Flüſ⸗ 
figfeitötheile in Bewegung gefebt werben, fondern biefe 
Theile müflen auch in der Hälfte der Zeit eine ebenfo große 
Verſchiebung aus ihrer Lage erhalten, d. b. dieſen Flüſſig⸗ 
feitätheilen muß eine Doppelt fo große Geſchwindigkeit er- 
theilt werden. Nun gehört aber, um einer Doppelt fo gro- 
Ben Maſſe eine doppelt fo große Gefchwindigkeit in einer 
gewifien Zeit zu ertheilen, eine viermal fo große Kraft 
dazu als um der einfachen Maſſe in derfelben Zeit die ein- 
fache Geſchwindigkeit zu erteilen. Folglich wird auch Die 
auf den mit doppelter Geſchwindigkeit bewegten Körper 
ausgeübte Kraft ded Widerftandes viermal fo groß fein ale 
die auf den mit einfacher Geſchwindigkeit bewegten Körper, 
und überhaupt wird die Kraft des Widerflandes im qua- 
dratiſchen Verhältniſſe der Geſchwindigkeit des bewegten 
Körpers zunehmen. 

21 * 
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Es fragt fi nun, wie groß diefe Kraft des Wider 
ftandes ift, wenn in einem Medium von beftimmter Dich 
tigkeit eine ebene Fläche mit einer beftimmten Geſchwindig⸗ 
feit fih fo fortbewegt, dag die Richtung der Bewegung 
fentrecht auf die ebene Fläche tft. Diefe Kraft des Wider: 
ftandes wird wie jede andere Kraft ausgedrüdt durch ein 
Gewicht, d. h. durch den Drud, welchen eine gewiſſe Mafle 
auf die Oberfläche der Erde ausübt. In diefem Drude bat 
man beide Beftimmungen, auf welche es bei dem Begriffe 
der Kraft anfommt, nämlich eine Mafje, und eine in Die 
fer Maffe flattfindende Beichleunigung des Wachſens von 
Raum und Zeit, zufammen. Denn indem ich fage, ein 
Gewicht von drei Pfunden, fo drüde ich damit nicht blos 
eine beftimmte Maſſe aus, fondern eine Maſſe, welche einer 
beftimmten Beichleunigung, nämlich ber bekannten durch 
die Schwerkraft hervorgebrachten Beichleunigung, unter 
worfen if. Ob der Körper, dem ich diefe Befchleunigung 
beilege, ruht oder fich bewegt, ift für die Befchleunigung 
ganz gleichgültig. Denn bie Gefchwindigkeit oder der erfte 
Differentialquotient von Raum und Zeit kann wahl Null 
fein, ohne daß das Beftreben, diefe Gefchwindigkeit zu an- 
dern, d. h. der zweite Differentialgquotient von Raum und 
Zeit, gleich Null zu fein braucht, wie ja auch ein ſenkrecht 
fleigender und wieder herabfallender Körper in demjenigen 
Zeitpunfte, in welchem die fteigende Bewegung in die fal- 
Iende übergeht, und die Gefchwindigkfeit gleich Null ift, 
noch diefelbe Befchleunigung der Schwerkraft hat wie in 
allen andern Zeitpunkten. Weil ein Gewicht eine Mafle 
und eine Befchleunigung zugleich ausdrüdt, fo wird man, 
fobald eine Kraft durch ein Gewicht angegeben ift, im 
Stande fein, die durch dieſe Kraft in jeder beliebigen Mafle 
bervorgebrachte Beichleunigung zu beftimmen; denn die Be 
ſchleunigung nimmt in demfelben Maße ab, als die Maſſe 
oder, was daſſelbe ift, der Trägheitswiderſtand zunimmt. 
Wenn 3. B. eine Kraft, die dem Drude von fünf Pfun- 
den gleich ift, auf eine Maſſe von 100 Pfunden wirkt, fo 
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bat diefelbe eine Befchleunigung, welche dem zwanzigften 
Theile der Befchleunigung des freien Falles gleich ift, ober 


der in jeder folgenden Secunde durchlaufene Raum ift um 3 


Fuß größer als der in der vorhergehenden Secunde durch⸗ 
faufene. 

Bei Beflimmung des Drudes, ben eine Blüffigfeit 
ı auf eine Fläche ausübt, ift ed offenbar einerlei, ob ich an⸗ 
‚nehme, daß dieſe Fläche mit einer beſtimmten Gefchwindig- 
keit fi in einem flüffigen Medium fortbewegt, oder ob 
ich annehme, daß die Fläche ruht, und die Flüffigkeit ſich 
mit derfelben Gefchwindigkeit bewegt, und an die wider 
ſtehende Fläche antrifft. Kerner iſt es für die Beftimmung 
einer Kraft gleichgültig, ob Diefelbe fi) dadurch äußert, 
daß fie einer beftimmten Maſſe in einer gewillen Zeit eine 
beſtimmte Geſchwindigkeit ertheilt, oder dadurch, daß fie 
dieſer Maſſe in derfelben Zeit diefe Geſchwindigkeit entzieht, 
fowie ed auch gleichgültig ift, ob eine Kraft darnach ab» 
geſchaͤtzt wird, daß fie beftwebt iſt einer beftimmten Maffe 
in einer gewiflen Zeit eine beſtimmte Geſchwindigkeit zu 
ertbeilen, ohne daß wirklich eine Bewegung entſteht, oder 
darnach, daß fie die Entſtehung diefer Geſchwindigkeit in 
Diefer Maſſe verhindert. 

Die letztere Weife, die Kraft zu ſchätzen, wird uns 
dienen, ben Drud, welchen eine bewegte Flüffigkeit auf 
eine widerftehende Fläche ausübt, in Pfunden auszudrüden. 
Denken wir ein mit Waſſer gefülltes Gefäß, fo ift der 
Drud, den daffelbe auf jeden Zlächentheil des Bodens 
oder einer Seitenwand ausübt, gleich dem Gewicht einer 
Waſſerſäule, welche diefen Flächentheil zur Grundfläche, 
und die Ziefe deflelben unter dem Niveau zur Höhe hat. 
Macht man eine Deffnung in den Boden, fo fließt be- 
"anntlich das Waſſer aus mit derjenigen Gefchwindigfeit, 
welche ein frei fallender Körper erhalten haben würde, wenn 
er von dem Niveau des Waſſers bis auf den Boden herun- 
-ergefallen wäre. Da nun gleihviel Kraft erfordert wird, 
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dem Waffer diefe Gefchwindigkeit, wenn es fie fhon bat, 
zu entziehen, oder die Entſtehung diefer Geſchwindigkeit zu 
verhindern durch einen Gegendrud, fo fieht man, daß der 
Drud, den eine mit beftimmter Geſchwindigkeit fließende 
Waſſermaſſe auf eine ihr entgegenftehende Fläche ausübt, 
gleich ift dem Gewichte einer Wafferfäule, welche dieſe Flache 
zur Grundfläche hat, und deren Höhe gleich if derjenigen 
Fallhöhe, die der Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers 
zugehörig if. Was den Zufammenhang einer Fallhöhe und 
der bei dem Falle durch diefe Höhe erlangten Endgeſchwin⸗ 
digkeit betrifft, fo ift bekanntlich), wenn man die Fallhöhe 
h in Fußen ausdrüdt, die Endgeſchwindigkeit fo groß, daß 
vermöge derfelben in jeder Secunde Yy6Oh Fuß zurüdgelegt 
werden. Drüden wir die der Fallhöhe h zugehörige Geſchwin⸗ 
digfeit durch e aus, fo folgt aus der Gleichung c—= y6Oh, 
⁊ 


daß —F Es wird alſo, wenn eine Flüſſigkeit mit 


der Geſchwindigkeit e auf eine ſenkrecht entgegenſtehende 
Fläche F trifft, der dadurch auf diefe Fläche hervorgebrachte 
Drud dem Obigen zu Folge gleich fein dem Gewichte, wel⸗ 
ches ein Volum p. F dieſer Flüſſigkeit hat. Durch die 
conſtante Zahl 60 iſt, was bei dieſem Ausdrucke des Vo—⸗ 
lums nicht zu vergeſſen, vorgeſchrieben, dag c in Fußen 
und folglich F in Quadratfußen ausgedrückt ift, und alfo 


PR. Kubikfuße vorflelt. Aus diefem für die Kraft des 


Widerftandes eines flüffigen Mediums aufgefundenen Maße 
ergibt fih zugleich, daB der Widerfland im quadratifchen 
Verhältnifie der Gefchmwindigkeit des bewegten Körpers 
wählt, was wir ſchon im Kingange diefed Paragraphen 
auf naheliegende einfache Betrachtungen geftügt behauptet 
hatten. 

Um ein Paar Beifpiele der Berechnung ded Wider 
ftandes zu geben, jo bewege ſich dad Waſſer eines Fluſſes 
mit einer Gefchwindigkeit von vier Fußen in der Secunde, 
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und es werde demfelben eine Fläche von drei Duadratfußen 
entgegengeftellt, fo daß die Richtung des Stromes fenkrecht 
zur Fläche if. Alsdann iſt der Drud, welchen das Wafr 
fer auf die ruhende entgegenftehende Fläche ausübt, gleich 
dem Gewicht von 3.4 oder 3 Kubiffuß Waller. Neh⸗ 
ı men wir das Gewicht ded Kubikfußes Waſſer zu 70 Pfun⸗ 
ı den an, fo übt das fließende Wafler einen Drud von 56 
ı Pfunden auf die Fläche aus. Sollte diefe Fläche von brei 
Quadratfußen in einem ftehenden Waſſer mit einer Ge 
fhwindigfeit von vier Außen in der Serunde fortbewegt 
werden in einer Richtung, die fenkrecht auf die Fläche ift, 
ſo müßte natürlich die Fläche ebenfalls einen Drud von 56 
. Pfunden erfahren. Zrifft die Luft mit einer Geſchwindigkeit 
von 20 Fußen in der Serunde fenkrecht auf eine Wand 
von 48 Quadratfußen, fo ift der Drud auf die Wand 


gleich dem Gewicht von 48. 27- oder 320 Kubiffuß Luft. 
Da bei mittierer Temperatur die Luft ungefähr achthundert⸗ 
‚mal Leichter iſt als Waſſer, cin Kubikfuß Luft alfo -—I- 


Pfund wiegt, fo beträgt der Drud auf die Wand 2.320 


oder 28 Pfund. Wenn ein Körper, 3. B. ein Wagen, 
‚welcher der zu Durchfchneidenden Luft eine Fläche von 48 
Duadratfußen barbietet, fi in ruhender Luft mit einer 
Geſchwindigkeit von 20 Fuß in der Secunde bewegt, fo be 
trägt der Widerfland in der Luft ebenfalls 28 Pfund. 


6. 146, 


In dem Vorhergehenden ift immer angenommen wor- Abhängigkeit des 
Den, daß die Richtung der Bewegung fenkrecht auf Die wis der Born bes der 
derſtehende Ebene fei. lm aber für beliebige bewegte Kör⸗ westen Kower. 
per und bei beliebiger Lage derſelben die Kraft des Wider⸗ 
ſtandes berechnen zu können, iſt es nöthig, zuerſt den Wi⸗ 


328 Dreizehntes Eapitel. 


berflandddrud auf eine ebene Flaͤche, Die gegen die Kich 
tung der Bewegung geneigt tft, zu beſtimmen, und vi 
Beflimmung dann auf gebogene Flächen, deren’ em 
Flächenelemente verfchiedeht geneigt find gegen die Richtun 
der Bewegung, zu übertragen. 

Die Linie ah Fig. 86 fei der Durchfchnitt einer Ehen, 
und cd die Richtung, in welcher eine Flüfſigkeit ſich fe 
west, oder die Ebene in der ruhenden Flüſſigkeit forte 
fchoben wird. Der Winkel, den diefe Richtung mit tr 
Ebene bildet, der Winkel dea, heiße a." Der Druck, de 
die Flüffigkeit bet einer gewiffen Geſchwindigkeit c auf am 
Duadratfuß der fenkrecht entgegenflehenden Ebene aus 
heiße in Pfunden ausgebrüdt A. Zerlegen wir nad im 
Parallelogramm ber Kräfte den fchlefen Dru in zwi I 
liche :Drudgrößen, von denen die eine ek mit der Em 
parallel, und die andere ee auf derſelben ſenkrecht if, fe 
die nad) ck gerichtete Drudgröße unwirkſam auf die Che: 
und die nach der Richtung ce auf einen Quadratfuß !- 
Ebene wirkende Drudgröße verhält fich zu A, wie ceit: 
Mithin iſt die auf einen Quadratfuß der geneigten Gte: 
ab in ſenkrechter Richtung wirkende Drudgröße di 
A,sina. Aber diefe Drudgröße wirkt nicht ganz als S 
derftand gegen die nach cd gerichtete Bewegung der Ei: 
fondern bewirkt zum Theil eine Werfchiebung der Ehen: 
der Richtung, welche auf cd fenkrecht if. Um die der® 
wegung nach ed entgegenmirfende Kraft bes Wiberflant 
allein zu haben, zerlegen wir die nad) ce gerichtete Kr 
abermals nach dem Parallelogramm der Kräfte in die Er 
tenfrafte ci und ch. Um fo viel mal ei Eleiner if aldr' 
um fo viel mal ift die auf einen Quadratfuß der Er 
ab nad) der Richtung ei wirkende Kraft des MWiderflant 
Feiner ald die nach der Richtung ce auf einen Duakaf; 
wirkende Drudftärke, d. h. als A.sin«. Da nun ei: 
—=sin«:1, fo ift die in der Richtung cd auf einen Di 
dratfuß wirkende Kraft des Widerftanbes gleich A.se“ 
Enthält die geneigte Fläche F Quadratfuß, fo ift da & 
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fammtmwiderfland auf diefelbe gli F. A. in'sa. Der Wi⸗ 
derſtand, den dieſelbe Fläche findet, wenn fie ſenkrecht auf 
dee Richtung der Bewegung fteht, ift F.A. Alſo braucht 
man dieſen leßteren Widerfiand überall nur mit dem Qua⸗ 
drate ded Sinus desjenigen Winkels, den die Ebene mit der 
Richtung der Bewegung bildet, zu multipliciren, um den 
Widerftand auf die geneigte Ebene zu erhalten. 

Dieſer Satz gibt uns die Mittel an die Hand, den 
MWiderftand bei allen Körperformen und bei allen Lagen der⸗ 
ſelben zu berechnen. Nehmen wir an, Der feilfürmige Kör⸗ 
per fod Fig. 87 bewege fih in einem flüffigen Medium 
fo, daB die Schärfe fa die Flüffigkeit Durchfchneidet. Die 
Grundfläche acd ded Prismas fei ein gleichichenfliges. 
Dreied, und die Richtung der Bewegung falle zuſammen 
mit der auf der Baſis cd fenkrecht ſtehenden Linie ab. Der 
Winkel cab ift das a unferer obigen Formel. Enthält die 
Seitenfläche feca ded Prismas F Quadratfuß, fo ift der 
Sefammtwiderftand auf die beiden Seitenwände des Keiles 
gleich 2F.A.sin’«. Die Fläche echh bat offenbar F.sin«, 
und die ganze Seitenfläche ecdg 2F.sin«a Quadratfuß. 
Wenn man alfo den Keil umdrehte, und ber Widerftand 
fentrecht auf die Fläche eedg wirkte, fo wäre derſelbe gleich 
2F.A.sına. Alſo ift der Widerfland auf den mit feiner 
Schärfe die Zlüffigkeit durchfchneidenden Keil sin« mal fo 
Fein als auf den mit feiner Baſis Diefelbe durchſchneiden⸗ 
den. Es möge ferner der fenkrechte Kegel adb Fig. 88 
mit feiner Spige eine Flüſſigkeit fo durchſchneiden, daß die 
Richtung der Bewegung mit der Achſe ac parallel if. Der 
Radius eb der Grundfläche enthalte r Buß, die Seiten⸗ 
linie ab fei glei S Fuß, und der Winfel cab heiße a. 
Ale Elemente der krummen Oberfläche des Kegeld find um 
den Winkel « gegen die Richtung der Bewegung geneigt. 
Denken wir die krumme Oberfläche des Kegeld aus einer 
beliebigen Anzahl ſchmaler Dreiede zufammengefebt, fo ift, 
wenn die Fläche eined foldhen Dreiedd aeg gleich f Fuß 
gefegt wird, der Widerſtand auf daſſelbe gleich f. A. sinꝰ u. 
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Der Widerſtand auf die geſammte krumme Oberjleche de 
Kegels iſt alſo dieſe Oberfläche multiplicirt mit A. vin 
Die Oberfläche des Kegels iſt gleich 7. x. S Uuadratti 
Folglich der Geſammtwiderſtand gleich r. x. 8. A. vu- 


Da sina gleich S ift, fo kann biefer Widerſtand x 


durh r’n.A.sina ausgebrüdt werden. Der Biünt: 
auf die Grundfläche bes Kegeld, wenn biefelbe fa: 
auf die Richtung der Bewegung wäre, würde gleich r..: 
fein. Auf die krumme Oberfläche iſt derſelbe alle s: 
mal fo Elein. Durch Verkleinerung des Winkels a in 
der Widerſtand bei einem mit feiner Spitze durchſchuu 
‚den Kegel beliebig Flein gemacht werben. 

Mm in einem beflimmten Falle den Widerſtand = 
diefen Formeln zu berechnen, muß das in denfebe ” 
tommende A, b. h. der Widerſtand auf einen zur Rihe 
der Bewegung ſenkrechten Duabratfuß, auf die im mr: 
gehenden Paragraphen angegebene Weiſe durch die 8= 
ber Klüffigfeit und die Geſchwindigkeit der Bewegum 
ſtimmt werden. Geſchieht 3. B. die Bewegung m 
Luft von gewöhnricher Dichtigkeit weit einer Beihwiun 
von 600 Fuß in der Secunde, fo ift A gleich dm 


wichte von = oder 6000 Kubikfuß Luft, gleich gr 


oder 525 Pfund. Nehmen wir an, daß eine Epkhr 
welche mit einer Kegelfpige die Luft durchfchneide, " 
Geſchwindigkeit von 600 Fuß in der Secunde habe. Dr! 


dius r der Grundfläche des Kegeld ſei gleich am de 





tenfinie 8 glei), Buß. Alsbann iſt ain a — , uf 


lich nach der obigen Formel der Widerſtand auf dieſen !: 
gleich (&) .n.525.4 Pfund oder gleich 0,146. Pe 


Betrachten wir noch den Widerſtand auf die gefrins 
Oberfläche des abgelürzten Kegels dbe Fig. 89, wi 
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ſich in der Richtung feiner Achſe ac fortbewegt. Der Ra⸗ 
dius cd fei gleih r, der Radius ab glei r, und die ' 
Geitenlinie bd gleich S Fuß. Der Winkel, den die Sei- 
tenlinie db mit der Achfe ac macht, heiße a. Alle Flächen- 
theile der gefrümmten Oberfläche find um den Winkel « 
gegen die Richtung der Bewegung geneigt. Und da bie 
gefrümmte Dberfläche (r+r,)=.S Duadratfuß enthält, fo 
ift dee Widerſtand auf diefelbe gleih (r+r,)2.S.A.sin’e, 

Diefen Ausdrud für den Widerftand auf die frumme 
Oberfläche eines abgefürzten Kegels können wir gebrauchen, 
um den Widerftand bei vielen krummen Oberflächen zu be 
fimmen, deren einzelne $lächentheile nicht gleich) geneigt 
find gegen die Richtung der Bewegung. Die bei weitem 
wichtigfte Körperform der Art ift Die Kugel, und wir wol- 
len daher diefelbe als Beifpiel wählen. Die Kygel ahi 
Sig. 90 bewege fih in der Richtung hi. Durch Schnitte, 
welche ſenkrecht auf hi find, heilen wir Die Kugeloberfläche 
in eine beliebige Anzahl Kugelzonen. Je Heiner die Zus 
nahme dg des Durchmeflerd genommen wird, deſto mehr 
fallt die Kugelzone mit der Oberfläche eines abgefürgten ' 
Kegeld aemn zufammen. De man den Gefammtwider 
ftand auf .einen beliebigen Kugekabſchnitt ahm betrachten 
kann ald die Summe der Widerflände auf unendlich viele 
abgefürzte Kegel, deren Höhe dg verſchwindend Klein iſt, 
fo ift der Ausdrud für den Widerſtand auf einen. ſolchen 
Kegel des Differential ded Gefammtwiderftandes. Sei hi 
die Abfciffe des Kreifes ahı, und in h der Nullpunkt der- 
felben, und der Radius heiße r. Die Drdinatengleichung 


des Kreifes ift alfo y=(2rx—x?)?. Die Linie ae, weiche 
bier die Seitenlinie eined abgefürzten Kegels vorſtellt, iſt be⸗ 

kanntlich bei jeder Cu 14 & 1” mat fo groß ale d 
anntlich bei je rve | 8 8, 


r 


und aljo bei diefem Kreis, wo L + (Ay = 


1 
- | QArzx— x’)? 
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iſt, mal fo groß als dg. Bezeichnen wir die 
(2rx—x?)? 

Zunahme dg der Abſciſſe durch dx, fo iſt die Seitenlinie 

ae des abgefürzten Kegeld, oder das 8 der obigen Formel, 


glich — —  .dx. Der Winkel, welchen die Flächen- 
(2rx— x’)? 

theile des abgekürzten Kegeld mit der Richtung der Bewe⸗ 

gung bilden, oder der Winkel « unferer Formel, iſt ber 


Winkel abd, Der Sinus dieſes Winkels iſt 2, ober 


=, aljo allgemein . Für unfen Kreis 


1+@] 


ift demnach sina= —-. Die Ordinatn da und ge 


v. 


der Tangente ba find die Radien ber Grundflächen des ab» 
gefürzten Kegeld, oder dad r und r, unferer obigen For: 
mel- Da diefelben bei Verkleinerung von dg fi unbe: 
grenzt der Gleichheit nähern, fo haben wir, um zu ber 
Grenze des Ausdrudes für die Kegeloberfläche und für den 
Widerftand auf diefelbe überzugehen, 2ad flatt ad+eg, 
ober ftatt des r+r, der Formel zu fehen, oder r+r, 
—1 


—=2y—=2(2rx— x”)? zu nehmen. Gehen wir nun in der 


obigen Formel ftatt S, sina, und r+r, die eben gefun- 
denen Werthe, fo haben wir in dem Ausdrucke 


4 
? 








1 _y1 

gar a)t,n IE 1 LI 
(2rx—x?)? 
oder 2nA („—_z%dx 


r 


bie Grenze, welcher fich der Werth des Widerflanbes auf 
eine einzelne Kugelzone um fo mehr nähert, je Meiner dx 
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genommen wird. Bolglich ift 3A .(r—x)’dx das Dif- 


ferential des Widerftandes, welcher auf einen SKugelab- 
ſchnitt ausgeübt wird. Nennen wir dieſen Widerſtand W, 
ſo erhalten wir aus der Gleichung 


dW— .(r—x)’dx 





, 





| WwW=— (—x)’+C. 

Wollen wir nicht den auf eine Kugelzone, fondern den auf 
einen von h aus genommenen Kugelabſchnitt ſtattfindenden 
Widerſtand berechnen, fo haben wir für x50 auch den 
Nullwerth von W anzunehmen. Wenn wir bemgemäß die 


Conſtante C beftimmen, fo erhalten wir 
wo_ nA 2nAr’ 


3, 6 + +37 

| Den Widerſtand auf die Halbfugel oder überhaupt auf 
die fi bewegende Kugel erhalten wir, wenn wir Ku biefer 
Gleichung x=r fegen, und berfelbe ift alfo glei 3 — — 


Da die Fläche eines größten Krelſes der Kugel sick n.n, 
und der ſenkrechte Widerſtand auf Diefelbe akfo gleich m. . A 
ift, fo fehen wir, daß derſelbe durch Die Krümmung: der 


Kugel um n vermindert wird. 


Eine Kanonenkugel, deren Radius 7 Fuß beträgt, be- 
wege fih mit einer Geſchwindigkeit von 900 Fuß in Der 


Secunde in Luft von gewöhnlicher Dichtigfeit. Der Factor 
A ift bei diefer Geſchwindigkeit in der Luft gleich dem Ge 


2 
wichte vom O- ober 18500 Kubiffuß Luft, gleich 
5 13500 ober 1181 Pfund. Folglich beträgt der Drud 
bes Widerftandes auf Die Kanonenkugel 3 ‚z.1181. 15 
oder 154,6... Pfund. 














—— — — — — — — ———— — 
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Nehmen wir an, daß die oben erwähnte Holzkugel 
mit dem Durchmeſſer 1 und dem ſpecifiſchen Gewicht 


mit einer Geſchwindigkeit von 100 Fuß in der Secunde 
fich zu bewegen angefangen habe, und fragen wir, nach 
wie viel Setunden iſt die Geſchwindigkeit 50 Fuß, fo iſt, 
da a⸗207, e⸗50 und e, I100, die Anzahl der Secunden 
207° 207° 
27777 30.10 == 14, Den 
Um die nach einer gewilfen Zeit noch übrig bleibende Ge 
ſchwindigkeit zu finden, haben wir die obige Gleichung um- 
zufehren, und in Bezug auf c aufzulöfen. Es ergibt ſich 
C .a® 
Ä gott 
Man fieht aus dieſer Formel, 5 die Geſchwindigkeit nach 
langer Zeit zwar beliebig klein aber durch den Widerſtand 
bed Mediums allein niemals gleich Null werden kanu. 
Um ferner die Gleichung zwiſchen Raum und Geſchwin⸗ 
digkeit zu erhalten, , „fie wir in die $. 144 abgeleitete Glei⸗ 


Yung s— - /+2 76 ftatt f(e) die Function 5 


und haben 








s= F ‚Ignate+C. 
Nehmen wir an, daß in irgend einem Raumpunkte die Ge 


ſchwindigkeit des Körpers befannt, und gleich e, ift, und 


nehmen wir Diefen Raumpunft ald denjenigen, von wel- 
chem aus wir die Werthe von s rechnen, fo daß cc, ift 
für s=0, fo beftimmt fich daraus bie Conftanfe, und 
wir haben 


a? a? 
s—=— — ‚loenate+ — lenate 
r g + 5 gnatc, 


a 
= [ge —Ige] 
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geringere Retardation der Bewegung hervorbringt als in 
einem Körper mit kleinerer Maſſe. Eine Kugel z. B., 
deren Durchmeſſer 1 Fuß beträgt, und die ſich mit einer 
Gefhmwindigkeit von 120 Zuß in der Secunde in der Kuft 
bewegt, erleidet einen Widerfland, der gleich 11 Pfund ift. 
Iſt nun diefe Kugel von Eifen, fo ift ihr Gewicht unge 
fahr 287 Pfund. Da ein Drud von 287 Pfund in die 
fer Kugel eine Beſchleunigung oder überhaupt eine Veran- 
yerung der vorhandenen Gefchwindigkeit bervorbringt, welche 
jleich ift der Beichleunigung der Schwerkraft, fo wird ein 
Drud von 11 Pfund, der faft 26 mal fo Hein iſt, eine 
6 mal fo Meine Weranderung ber Geſchwindigkeit hervor⸗ 
ringen, oder der Werth von nl wird 55 1 der Befchleu- 
igung der Schwerkraft fein. Da Die Behtere für die Se⸗ 
ınde gleih 30 Fuß ift, fo wird bei der eifernen Kugel, 
ı fofern biefelbe Zeit- und Raumeinheit zu Grunde ge-- 


gt wird, ar -n zu fegen fein. Iſt Di Kugel 


n Holz mit einem fpecifiihen Gewichte von 2 fo ift das 


ewicht derfelben 33 Pfund. . Ein Drud von 11 Pfund 
ingt in einer Mafle von 33 Pfund eine Gefchwindigfeits- 


randerung hervor, welche gleich 3 der Befchleunigung 


er Schwerkraft ift, und folglich wird bei der hölzernen 
gel in dem Moment, wo fie die angenommene Ge: 
2 


windigkeit von 120 Zuß in der Secunde hat 30 


3 
fegen fein. 

Da nun die Kraft des Widerftandes bei veränberlicher 
ſchwindigkeit im Allgemeinen durch die Form a.c? aus⸗ 
rüdt wird, fo wird die durch den Wiberfland hervor- 
rachte Retarbation der Bewegung im Allgemeinen durch 
:sı Ausdrud von derfelben Form gegeben fein, nur daß 

mit c* verbundene Factor nicht blos in Bezug auf die 


8 
de 
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Gehalt und Größe des bewegten Körpers wd bi: 
des widerſtehenden Mediums, fondern auch in Bw: 
die Maſſe des bewegten Körpers beftimmt werden w 
Zur Beftimmung dieſes conflanten Factors kim: 
leicht auf folgende Weiſe gelangen. Bei jedem fine: 
bei. jedem widerſtehenden Mebium ift eine ſolche Geſher 
Seit der Bewegung denkbar, daß ber Widerſtand gink: 
Gewichte Des Körpers if; So z. B. müßte die ii: 
Kugel, vo Durchmeſſer ein Yuß und dem [m 


Gewicht 7% nf, und die, wie vorher bemerkt, BF 


wiegt, in der Luft eine Geſchwindigkeit von A E 
der Secunde baben, damit die Kraft des Widerſtene 
Pfund beträgt: Denn der Widerſtand auf cine Sur 


allgemein T n.r”.A. Da nm be ber Bewegung : 


| Luft und bei einer bellebigen —2 c, 





Pfund if, und a mgeionmen if, fo bekrar 


Widerſtand auf dieſe Kugel 5 F . r. — 55 je 


den Werth von ce zu enden, bei welchem der Ri 
gleich dem Gewichte der Kugel, gleich 33 Pfund ii 
den wir bie Gleichuns 
17 
gm 

"und erhalten e— 207. Auf ähnliche Weiſe iſt ke: 
Körper zu verfahren. Die beſtimmte Geſchwindizt 
welcher der Widerftand gleich ift dem Gewichte de 
ten Körpers, heiße in dem Folgenden immer a. L 
fhleunigung der Schwerkraft fol durch g vorgeftik 
den, und diefelbe ift der Geſchwindigkeit a zugehäriz 
nen wir nun bie einer beliebigen veränderlichen SC 
digkeit c zugehörige Beſchleunigung ober vwielmeh : 
bation v, fo haben wir, da die Beichleunigunge be 
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beiden Bälle zu unterfuchen, in welchen die conftante Kraft 
entweder der Widerſtandskraft enfgegenwirft ober mit 
berfelben vereinigt einer vorhandenen Befchwinbigfeit ent- 
gegenwirkt. Iſt ein Körper fpecififch ſchwerer als die Fluͤſ⸗ 
figfeit, in welcher er fih bewegt, fo werden die Wider 
ſtandskraft und die conftante Kraft bei der fallenden Bewe⸗ 
gung in entgegengefeßter Richtung und bei der fleigenden Ber 
wegung in derfelben Richtung wirken. Iſt aber. ein Kör⸗ 
per ſpecifiſch leichter ald die Alüffigkeit, in welcher er fallt 
ober fteigt, fo wird die conftante Kraft, die jetzt eine he⸗ 
bende ift, bei der fallenden Bewegung diefelbe Richtung 
haben als die Widerſtandskraft, und bei der fleigenden Be⸗ 
wegung die entgegengefegte. Auf biefen Unterfchieb, ob Die 
beiden Kräfte in derfelben oder in entgegengefehter Rich⸗ 
tung . wirten, kommt es bei den jegt aufzuftellenden Ge⸗ 
fegen allein an. In fofern die Gewichtönerminderung, 
welche ein Körper durch Eintauchen in eine Flüſſigkeit er- 
leidet, unbedeutend iſt und gegen das. Gewicht des Kör⸗ 
pers als wegfallend betrachtet werden Tann, wie es bei den 
meiften in der Luft eingefauchten Körpern der Zall ift, fo 
Tann die für den leeren Raum geltende Befchleunigung der 
Schwere ald die conftante Beſchleunigung betrachtet wer: 
den, welche mit der Befchleunigung des Widerſtandes ver- 
knüpft erfcheint. Iſt aber der Gewichtöverluft ded Körpers 
in der Zlüffigfeit nicht unbedeutend gegen das Gewicht deſ⸗ 
felben, oder ift er gar größer ald dad Gewicht, fo hat man 
als conftante Befchleunigung nur einen Theil der Befchleu- 
nigung der Schwere im leeren Raume zu fegen. Drüdt 
man in diefen Unterfuchungen die conſtante Befchleunigung 
überall durch daffelbe Zeichen G aus, fo muß. man willen, 
daß in einem conereten Falle der Anwendung flaft & ent« 
weder 30 Fuß oder ein durch das ſpecifiſche Gewicht des 
Körperd und der Flüffigkeit beftimmter Theil von 30 zu 
‚fegen if. Wäre 3. B. der Gewichtöverluft eines Körpers 


in einer Flaͤſſigkeit 4 von dem Gewichte des Körpers, 


3 Drehzehntes Capittl. 


ſo zieht die Schwere nur mit einer Kraft, welche von 


dem Gewichte des Koͤrpers iſt, und die fortzubewegende Maſſe 
iſt gleich) dem ganzen Gewichte des Körpers. Die ſtattſin⸗ 


dende Befchleunigung wird alfo in diefem Falle > von 


der Befchleunigung der Schwere, und gleich 28 Fuß zu 
fegen fein. Wir wollen übrigens, ba es und nicht auf eine 
volftändige phufitalifche Abhandlung, ſondern auf die Er: 
läuterung des Gebrauchs ber Differential» und Integral 
rechnung in der Mechanik ankommt, bei den folgenden Un⸗ 
terfuhungen die Beſchränkung eintreten laſſen, daß ber 
Gewichtsverluſt außer Acht gelaffen wird, und drüdm bie 
conftante Befchleunigung überall durch 30 Fuß ober g aus. 

Wir betrachten zuerft den Kal, in weldem die con- 
ftante Befchleunigung und die Beſchleunigung ober viel- 
mehr die Retardation des Widerftandes in entgegengefeßten 
Richtungen wirken, und in welchem alfo die conftante Be⸗ 
fehleunigung die vorhandene oder durch fie felbft erzeugte 
Geſchwindigkeit vergrößert, während der Widerftand dieſelbe 
immer vermindert. Wir haben demnach, fo wie wir bie 


3 
Beichleunigung des Widerftandes negativ und gleich — * 


ſetzten, die conſtante Beſchleunigung g pofitio zu nehmen. 

Und da bie refultirende Befchleunigung v nichts Anderes 

fein kann als die algebraifhe Summe beider Beichlemi- 

gungen, fo erhalten wir für die fallende Bewegung 
vo. 

Der Gang der Auflöfung der vorgelegten Aufgabe ift 
natürlich ganz derfelbe ald der in dem vorhergehenden Pa: 
ragrapben befolgte, weil wieder die Beſchleunigung als 
Sunction ber Geſchwindigkeit gegeben ifl. Segen wir flatt 
des im $. 144 Nr. 6 vorkommenden unbeftimmten f(c) jetzt 


— Er jo erhalten wir aus der gebildeten Gleichung zunachft 
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Da 1 7 zerlegt werden kann in die Summe der beiden 








2* 
Brüche . — *135 ſo fönnen 
——— _e 


wir die vorfeh ende — auch ſchreiben 
+ 1 
'=z F — 7 de 
I, 


7 HERRN nat «€ + ) 





und weil 





— — a4. lgnat —8 ſo haben wir 
[re Ntec 


— Ignaı ( )+ 


Rem wir on, daß der Körper in dem Moment, 
wo er anfängt zu fallen, die Geſchwindigkeit O hat, fo daß 
für =0 auch c=0, fo wird G felbft gleich Null, und 
die Gleichung zwifchen Zeit und Geſchwindigkeit ift dann 
ohne Weiteres 


a 








er Ignaı (29), 
Wollen wir die Gefchwindigkeit aus der Zeit finden, fo 


feßen wir 
at+c 2gt 
vuu er rue 





Die Geſchwindigkeit nimmt zwar, wie man aus Diefer Glei⸗ 

hung fieht, mit wachfender Zeit fortwährend zu, doch wirb 

ihre Vergrößerung immer geringer, und fie nähert ſich ohne 

Ende der conftanten Geſchwindigkeit a, weil je größer t 

wird, deſto mehr die Zahl 1 gegen e* wegfällt, und bie 
2gt 2 


Ausbrüde ea — 1 und e* +1, und folglich nicht minder die 
Werte von c und a, ſich ber Gleichheit nähern. 

Wenn wir bei der oben als Beifpiel gebrauchten hoͤl⸗ 
zernen Kugel mif dem Durchmeſſer 1 und dem ſpecifiſchen 


Gewicht 5 für welche bei der Bewegung in der Luft 
a—M7 war, fragen wie groß ihre Geſchwindigkeit nach 
10 Secunden iſt, fo erhalten wir 
207-1) 
c= — a —- 185,3... Fuß. 
e1 

Setzen wir, um die Gleichung zwiſchen Raum und Ge 

Ihwindigkeit zu erhalten, in die 5.144 Nr. 6. abgeleitete 


Gleichung s—= Ss die Function ES. ftatt f(e), fo 
haben wir 


— — c. - c.de 
= * 
l-— 


Da der Oiffnentialguolimt von — ag - — ) gleich 














iſt FÜ wie man fich durch Differentiation leicht über- 
1— _ 
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beiden Faͤlle zu unterſuchen, in welchen die conſtante Kraft 
entweder der Widerftandsfraft enfgegenwirft oder mit 
derfelben vereinigt einer vorhandenen Geſchwindigkeit ent- 
gegenwirft. Iſt ein Körper fpecififch ſchwerer als die Flüſ—⸗ 
figteit, in welcher er fi bewegt, fo werden die Wider 
ftandökraft und die conftante Kraft bei ber fallenden Bewe- 
gung in entgegengefeßter Richtung und bei ber ſteigenden Be- 
wegung in derfelben Richtung wirken. Iſt aber. ein Kör« 
per fpecififch leichter als die Flüſſigkeit, in welcher er fallt 
oder fteigt, fo wird bie conflante Kraft, Die jetzt eine he⸗ 
bende ift, bei der fallenden Bewegung diefelbe Richtung 
haben als die Widerftandsfraft, und bei der fleigenden Be 
wegung die entgegengefehte. Auf diefen Unterſchied, ob die 
beiden Kräfte in berfelben ober in entgegengefehter Rich 
fung . wirken, kommt es bei den jegt aufzuftellenden Ge- 
fegen allein an. In. fofen die Gewichtöverminderung, 
welche ein Körper durch Eintauchen in eine Zlüffigkeit er⸗ 
leidet, unbedeutend iſt und gegen das. Gewicht des Kör⸗ 
pers als wegfallend betrachtet werben kann, wie es bei den 
meiften in der Luft eingetauchten Körpern der Fall ift, fo 
Fann die für den leeren Raum geltende Befchleunigung der 
Schwere ald die conftante Beſchleunigung betrachtet wer: 
den, welche mit der VBefchleunigung des Widerſtandes ver- 
knüpft erfcheint. Iſt aber der Gewichtöverluft des Körpers 
n der Flüffigfeit nicht unbedeutend gegen dad Gewicht def» 
'elben, oder ift er gar größer ald dad Gewicht, fo hat man 
ils conftante Befchleunigung nur einen Theil der Beichlen- 
vigung der Schwere im leeren Raume zu fegen. Drüdt 
nan in diefen Unterfuchungen die conflanfe Befchleunigung 
iberall durch daſſelbe Zeichen G aus, fo muß. man willen, 
ag in einem concreten Halle der Anwendung flatt G ent 
veder 30 Fuß oder ein durch das fpecifiihe Gewicht des 
Rörperd und der Zlüffigkeit beftimmter Theil von 30 zu 
etzen if. Wäre z. B. der Gewichtöverluft eines Körpers 


n einer Bläffigfeit 7 von dem Gewichte des Körpers, 


Sehen wir in der Gleichung, durch welche t ald Function 
von e gegeben ift, flatt c den durch s ausgedrückten Werth 


defielben, fo erhalten wir , 
ae +a ( _e u); | 
= 
a — a (1_. 


In den gefundenen Bläungen fi find die Geſetze der Hall 
bewegung in leichten widerfichenden Medien, bei denen 
der Gewichtsverluſt eined Körperd gegen fein Gewicht 
ferbft nicht in Betracht kommt, volftändig enthalten. 
Sie geftatten zunachft eine Anwendung auf dad Fallen 
der feften und flüffigen Körper in der Luft. Die Dich 
tigkeit der Luft wird innerhalb der Grenzen der Yallbe- 
wegung umnveränderlih angenommen. Einer jeden An- 
wendung biefer Geſetze auf die Bewegung eines Kör⸗ 
perd von beflimmter Größe, Geſtalt und Dichtigkeit muß 
die Beltimmung der in allen diefen Formeln vorkom⸗ 
menden Zahl a vorausgehen. Wollen wir 3. B. die Be 
wegung eines Regentropfend berechnen, fo haben wir a be- 
züglih auf eine Wafferfugel vom Radius r zu beſtimmen. 
Der Widerftand auf eine Waflerkugel, deren Radius gleich 
r Fuß ift, und die ſich mit einer Gefchwindigkeit von c 
Fuß in der Secunde in der Luft bewegt, beträgt dem Obi⸗ 


gen ($. 146) zu Folge a LEN Pfund. Das Vo: 
lum dieſer Waſſerkugel iſt — Kubikfuß. Das Gewicht 


derſelben alſo 3.75.10 Pfund. Da die Zahl a diejenige 


Geſchwindigkeit vorftells, bei welcher der Widerfland gleich 
ift dem Gewicht des Körpers, fo ift der aus der Gleichung 
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zn -800: 90 7 57.70 
fih ergebende Werth von c gleih a. Die Gleichung gibt. 
c—=yK000r—=309,6..Yr. Wir fehen, daB durch Ver⸗ 
Meinerung von r die Zahl a jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erhalten kann. Die Geſchwindigkeit a iſt natür⸗ 
lich die größte, welche ein fallender Körper annehmen kann. 
Denn bat er die Geſchwindigkeit a, fo wird er durch fein 
Gewicht heruntergezgogen, und ein dieſem Gewichte gleicher 
Drud des Widerftanded wirkt entgegen, und der Körper 
fann nun weder Belchleunigung noch Retardation feiner 
Bewegung haben. Aus den obigen Gleichungen, in wel⸗ 
chen die Gefchwindigkeit eines fallenden Körpers als Bunction 
von t oder s dargeftellt ift, ift auch erfichtlich, daß a die 
Grenze bildet, welcher fich der Werth von e bei wachſen⸗ 
dem t ober s ohne Ende nähert. 

Denken wir, um ein beftinmtes Beifpiel zu geben, 
einen Regentropfen, deſſen Durchmeſſer eine halbe Linie 
beträgt, fo it, da ru Buß, a—3006. I5 — 15,48 
Buß. Fragen wir, welche Gefchwindigkeit berfelbe ange- 
nommen hat, wenn er von einer Höhe von taufend Fuß 
beruntergefallen ift, fo haben wir in der Gleichung 


2g5 I1 
— ii — 
alle a“ |? 
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1000 ftatt s zu feßen. Die Zahl e = ift in Diefem 
Kalle fo Elein, dag man durch unfere Logarithnrentafeln nur 
die Decimalftelle angeben Tann, in welcher zuerft eine von 
Null verfchiedene Ziffer eintritt. Ueberhaupt ift aus den 
Formeln zu erfehen, daB Waſſerkugeln innerhalb derjenigen 
Grenzen ihrer Größe, welche ſich bei Regentropfen finden, 
nah dem Durchlaufen eined Beinen Fallraumes oder nach 
einigen Secunden ihrer Fallzeit fchon faft volllommen die . 
ihrer Größe zukommende Gefchwindigkeit a erlangt haben, 
fo dag man die Gefchwindigkeit aller aus der Atmoſphäre 
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herunterfallender WBaflertugeln ohne Fehler dem Maximum 
a gleich ſetzen kann. Sind die Waflerkugeln unmeßbar 
Hein, wie beim Nebel oder den Wolken, fo kann die Zahl 
a fo Fein werden, daß bie auch bei völlig ruhender Luft 
eintretende Fallbewegung felbft nach längerer Zeit kaum 
merklich ift, und die Körper in der Luft zu fhwimmen 
fheinen wie in einem flüffigen Medium, deffen fpecififches 
Gewicht dem der fhwimmenden Körper gleich ift, während 
doch das fpecififche Gewicht diefer fchwimmenden Körper 
mehrere bundertmal größer ift als das der Zlüffigkeit. Hat 
die Luft eine Bewegung aufwärts, welche der Geſchwin⸗ 
digkeit a gleich ift, fo ift die Sallbewegung völlig aufgeho- 
ben. Da nun au ein ſchwacher etwas fchief gerichteter 
Zuftzug eine vertikale Componente feiner Bewegung haben 
Tann, welche der bei fehr Heinen Körpern ftatthabenden Ge- 
fhwindigfeit a gleich oder noch größer ift, fo folgt, daB 
ſolche Körper, wie Nebel, feiner Staub und dergleichen bei 
ihrer auf» und abfleigenden Bewegung fchlechtweg nur dem 
jebeömaligen Zuftzug zu folgen fcheinen, und erft bei völliger 
Ruhe der Luft fih allmälig ſenken können. 

Betrachten wir noch die fenkrecht auffleigende Bewe⸗ 
gung in der Luft. Der Unterſchied diefer Aufgabe von ber 
vorhergehenden befteht blos darin, daß die Beſchleunigung 
der Schwere jest fo gut als die Befchleunigung bed Wi⸗ 
derſtandes der vorhandenen Geſchwindigkeit entgegenwirken, 
baß beide vielmehr eine Retardation der Bewegung ober 
des Wachſens von Raum und Zeit ausbrüden, und alfo 
beide negativ zu nehmen find. Da übrigens die Ausdrücke 
dieſer Kräfte diefelben find wie vorher, fo erhalten wir für 
die fleigende Bewegung die Zundamentalgleihung 

v=— (8 + . 

Auch bier haben wir, da v ald Function von c gege 
ben ift, bei Auffuchung der zwifchen t, s, ce und v gelten 
den Gleichungen ben in $. 144 Nr. 6 vorgeichriehenen 
Gang zu befolgen, und erhalten zuerft 
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zeugen Tann, fo ift anal) 
und folglich 

rl S)rc 
Sol da, wo der Röder anfängt zu fallen, und s—0 if, 
auch 0 fein, fo wird auch die Konftante Rull, und 
die Gleichung 
gibt den der Geſchwindigkeit e zugehörigen Raum an. 
Weil 1 -— nothwendig ein ächter Bruch und folglich 


Pa l 


1(t- 5) negativ If, fo wird der Werth von a, wie es 


auch in dieſem Falle nicht anders fein darf, poſitiv ethalten. 

Um die Geſchwindigkeit aus dem durchlaufenen Fall⸗ 
raume, wenn er gegeben wäre, zu berechnen, müflen wir 
die letzte Gleichung in Bezug auf e auflöfen. Dan er 
halt aus 


c=a|l—e ® |? 

Was endlich die Gleichung zwilchen Raum und Zeit an- 
angt, fo wird diefelbe dadurch erhalten, daß wir die bei« 
ven für c gefundenen Ausdrücke untereinander gleich ſetzen, 
der Daß wir, wenn s unmittelbar ald Function von t darge 
tet werden fol, in dem vorher für s gefundenen Werthe 
tatt c ben durch t ausgebrüdten Werth von c feßen. 
Demnach ift 


Sehen wir in der Gleichung, durch welche t ald Fur 
von c gegeben ift, ſtatt c den durch s ausgedrückten Ec 
deflelben, fo erhalten wir 


ne] 


In den gefundenen Gleichungen find die Geſetze da F 
bewegung in leichten widerflehenden Medien, ba te: 
der Gewichtsverluſt eines Körperd gegen fein Ga: 
ferbft nicht in Betracht kommt, volfländig mi“ 
Sie geftatten zunächſt eine Anwendung auf dad }- 
der feften und flüffigen Körper in der Luft. Die 2: 
tigkeit der Luft wird innerhalb der Grenzen ber 8: 
wegung unveränderlih angenommen. Einer jem 
wendung dieſer Geſetze auf die Bewegung end 
perd von beflimmter Größe, Geftalt und Didtigfei x 
die Beftimmung der in allen dieſen Formeln ve 
menden Zahl a vorausgehen. Wollen wir z. B. di! 
wegung eines Regentropfens berechnen, fo haben mir :! 
züglich auf eine Waſſerkugel vom Radius r zu beftinr! 
Der Widerfland auf eine Waſſerkugel, deren Radius 
r Fuß iſt, und bie ſi ch mit einer Geſchwindigkeit m 
Fuß in der Secunde in ber Luft bewegt, beträgt dem? 


gen ($. 146) zu Folge en. 83 Pfund. Du 
lum dieſer Waſſertkugel iſt I-r°.m Kubikfut Das Go 


derſelben alſo 3 ‚r’z.70 Pfund. Da die Zahl a diei 


Geſchwindigkeit afen, bei welcher der Widerſtand 4 
ift dem Gewicht bed Körpers, fo ift der aus ber GM 
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3 ‚AT, -500° arzt 70 | 
fih ergebende Werth von c gleih a. Die Gleichung gibt 
c—=yR000r—309,6.Yr. Wir fehen, daß durch Ver⸗ 
Fleinerung von r die Zahl a jeden beliebigen Grab von 
Kleinheit erhalten Tann. Die Gefchwindigfeit a iſt nafür- 
lich die größte, welche ein fallender Körper annehmen ann. 
Denn bat er die Gefchwindigkeit a, fo wird er durch fein 
Gewicht heruntergezogen, und ein dieſem Gewichte gleicher 
Drud des Widerflanded wirkt entgegen, und der Körper 
fann nun weder Belchleunigung noch Retardation feiner 
Bewegung haben. Aus den obigen Gleichungen, in wel 
chen die Gefchwindigkeit eines fallenden Körpers ald Kunction 
von t oder s dargeftellt ift, ift auch erfihtlih, daß a die 
Grenze bildet, welcher fich der Werth von e bei wachſen⸗ 
Dem t oder s ohne Ende nähert. 

Denten wir, um ein beflimmtes Beifpiel zu geben, 
einen Regentropfen, beiten Durchmeſſer eine halbe Linie 


beträgt, fo it, da r==zgg Buß, a—3096. 3* — 15,48 


Fuß. Bragen wir, —* Geſchwindigkeit —* ange⸗ 
zommen bat, wenn er von einer Höhe von tauſend Fuß 
yeruntergefallen ift, fo haben wir in der Gleichung 


_ 288 —1 
2 
c=all—e 1 


28 
000 ftatt s zu ſetzen. Die Zahl e = if in dieſem 
Salle fo Bein, daß man burch unfere Logarithmentafeln nur 
ie Decimalftele angeben kann, in welcher zuerft eine von 
ſull verfchiedene Ziffer eintritt. Ueberhaupt ift aus den 
formeln zu erfehen, daß Waſſerkugeln innerhalb derjenigen 
Srenzen ihrer Größe, welche ſich bei Regentropfen finden, 
sach dem Durchlaufen eined Pleinen Fallraumes oder nad 
inigen Secunden ihrer Fallzeit Schon faft vollfommen die . 
hrer Größe zukommende Geſchwindigkeit a erlangt haben, 
o Daß man die Geſchwindigkeit aller aus der Atmoſphäte 
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herunterfallender Waſſerkugeln ohne Fehler dem Rırar: 
a gleih feben Tann. Sind die Waſſerkugeln unmdbr 
Hein, wie beim Nebel oder den Wolken, fo Tann die 3& 
a fo Mein werben, daß die auch bei völlig rubender &i 
eintretende Fallbewegung felbft nach. längerer Zeit far 
merklich ift, und die Körper in der Luft zu [hmm 
fiheinen wie in einem flüffigen Medium, deſſen pri 
Gewicht dem der ſchwimmenden Körper gleich ift, wähe 
doch das fpecififhe Gewicht diefer ſchwimmenden Im: 
mehrere hundertmal größer ift ald das der Zlüffigket. & 
die Luft eine Bewegung aufwärts, welche der Gdim: 
digkeit a gleich ift, fo ift die Fallbewegung völlig aufıfr 
ben. Da nun auch ein ſchwacher etwas fchief gend 
Luftzug gine vertikale Somponente feiner Bewegung kr 
Tann, welche der bei fehr leinen Körpern ſtatthabenden & 
ſchwindigkeit a gleich oder noch größer iſt, fo folgt, de 
folche Körper, wie Nebel, feiner Staub und bergleide : 
ihrer auf und abfteigenden Bewegung ſchlechtweg nırtc 
jedesmaligen Luftzug zu folgen fcheinen, und erſt bei va: 
Ruhe der Kuft fih allmalig ſenken Fünnen. 

Betrachten wir noch die fenkrecht auffteigend« Be: 
gung in der Luft. Der Unterſchied dieſer Aufgabe ven! 
vorhergehenden befteht bloß darin, daß die Bella: 
der Schwere jebt fo gut ald die Befchleunigung de & 
derflandes der vorhandenen Gefchwindigkeit entgegenmitt 
daB beide vielmehr eine Retardation der Bewegung Ü 
des Wachſens von Raum und Zeit außdrüden, und: 
beide negativ zu nehmen find. Da übrigens die Austr- 
dieſer Kräfte diefelben find wie vorher, fo erhalten wir 
bie fleigende Bewegung die Zundamentalgleichung 


v— (+ 


Auch bier haben wir, da v ald —* von e g 
ben iſt, bei Aufſuchung der zwiſchen t, s, c und vg 
den Gleichungen den in $. 144 Kr. 6 porgefchrice: 
Bang zu befolgen, und erhalten zuerft 





Bon ber geradlinigten Bewegung ıc. IB. 
de a „ıe 
t= — ⸗ Fr — — — —— 
re 
Die aus der Lehre von der Differentiation der Krelbfundien 


nen befannte Gleichung f I I == Arc (g=x) laßt ſich 
- a 

















| —.de 
leicht auf die Formel F ausdehnen. Denn ſetzt man 
* 
aarelis ) ax 
x a a 
= ftaft x, fo bat man — 
har 








— — Arc (7 —=—), und ebenſo 


| nf 
14 


— Arc ("5 I . Denmach iſt unfere Sicihang 


te 2 Ali £) + +6. 


Für den Anfangszeitpunkt der Bewegung oder für t=0 
muß ſchon eine gewiſſe Geſchwindigkeit vorhanden ſein, 
wenn überhaupt eine ſteigende Bewegung ſtattfinden foll, 
Nennen wir diefe Geſchwindigkeit c,, fo ift 


| Arc & . 
Dr Ja lee 7 Kar zen leer v 
a o\_ BEL \ 
1 | Aroftg—) Are(1g ). 
Die bier vorfommende Differenz zweier Bogen kann durch 
einen Bogen audgedrüdt werden. Denn gemäß der be- 


kannten Gleichung ⸗ 
N iga—tg " 
tg (a 6) 1 + tgo . tgß j . *2 


rbalt man 
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fonwãhrend wachſenden Vielecke ſich ihrem Flaͤcheniechalte 
nach ebenfalls wie die Quadrate ihrer Nadien verhalten 
War man auf dieſe Weiſe zur Feſtſetzung des Verhaͤltniſſes 
von Raumgeſtalten gelangt, ſo zeigte man noch, daß jede 
Annahme eines andern Verhaältniſſes auf einen Widerſpruch 
mit den gemachten Annahmen entweder ober mit ſonſt be 
kannten Sägen führte; und dieſe Nachweiſung, Die man 
die Rüdführung aufs Abfurde nennt, bielt man erſt für 
den vollgültigen Beweis der Behauptung. Es Tann nicht 
geleugnet werben, daß die Alten durch die bei allen auch 
den einfachften Unterſuchungen diefer Art feftfichende For⸗ 
derung einer Rückfühmng anf das Abſurde haufig in eine 
überfläffige pedantifche Breite verfallen find. Erinnert man 
fih der Art, wie die Alten beweiſen, daß der Kubilinhalt 
eined Kegels der dritte Theil iſt von dem Kubilinhalt eines 
Cylinders, welcher mit dam Kegel gleiche Grundflaͤche und 
Höhe hat, aber daß die Fläche einer Ellipſe ſich zur Fläche 
eined mit der großen Are als Durchmefler beichriebenen ' 
Kreifed verhalt wie Die Eleine Axe zur großen, ober wie der 
Zlächeninhalt eines Kreiſes durch ein« und umgefchrichene 
Vielecke annähernd berechnet wurde, fo wird man in bie- 
fen Verfohrungsweilen feine Analogie mit berjenigen ent: 
deden, durch welche die heutige Analyfid des Unenblichen 
den Flächeninhalt des Kreifes, der Ellipfe und den Kubik⸗ 
inhalt ded Kegels beffimmt. ‚Methoden, welche biefer Letz⸗ 
teren nahe kommen, findet man faft nur bei Archimedes, 
und auch bei dieſem nur in felteneren Fällen. As Beilpid 
diene und die von Archimedes gegebene Berechnung bei 
Kubifinhaltes eines parabolifchen Kegels. 

- Die Linie cad Fig. 91 fei eine gemeine Parabel und 
cd ſei fenkrecht auf der Are ab. Wird die. yarabolifche 
Zläche um Die Axe ab berumgedreht, fo befchreibt fie den 
perabolifchen Kegel. Der Kubikinhalt deflelben fol ver: 
glichen werden mit dem Gylinder, welcher zur Grundflaͤche 
den Kreid mit dem Durchmefler cd und zur Höhe bie Axe 
ab bat. Dan theile die Ure ab in eine beliebige Anzahl 
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gleicher Theile, und ziehe durch die Theilungspunkte Pa⸗ 
rallele mit cd. Durch die Durchſchnittéepunkte diefer Paralle⸗ 
fen und der Parabel ziche man Linien wie lo, mn, ik und 
gh parallel mit der Axe ab. Bei der Umdrehung befchrei- 
ben die Rechtede pqlo und pgınn Gylinder und ein para- 
boliſches Flaͤchenſegment pqmo befihreibt ein parabofifches 
Kegelfegment. Der Unterſchied eines äußern und innern 
Rechtecks, wie dad Rechte Imno, befhreibt einen Ring 
bei der Umdrehung. Der Eylinder irsu und die Summe 
aller Ringe find zufammen offenbar dem Cyhlinder efed 
gleich, umd geben zugleich ben Unterſchied an, ber ftattfin- 
det zwiſchen der Summe aller dußen und der Sunme 
aller Innern Eylinder. Biefer Anterſchied, oder der Cylin⸗ 
der fede kann durch Vermehrung der gleichen Theile der 
Are ab beliebig Mein gemacht werden. Da nım bei der 
Parabel die Diradrate der Anien pm und go ſich verhats 
ten wie die Linien ap und aq, und folglich die von den 
Zinten pm und go als Radien bei der Umdrehung befchrie- 
benen Kreisflächen fich verhalten wie die Kiniet ap und ag, 
fo werden auch der innere Eylinder mikn und der nächſt⸗ 
folgende innere ſich verhulten wie ap zu aq, und ebenfo 
wird der äußere Eylinder Igho zu dem vorhergehenden 
äußeren Eylinder fih verhalten, wie aq zu ap. Es ergibt 
fich daraus, daß ſowol die äußeren Eylinder für fi vom 
erften an gerechnet eine Reihe bilden, deren Glieder fich 
wie Die der natürfichen Zahlenreihe verhalten, als auch Die 
innern Eylinder für fich, fobald man die Are ab in lauter 
gleiche Theile theilt. Beide Reihen enthalten dieſelben Glie⸗ 
der, nur daß die Reihe der äußeren Eylinder ein Glied 
mehr bat, nämlich das Letzte. Run bedient fi Archime⸗ 
des eined Babes der allgemeinen Arithmetif, nämlich des 
Satzes, daB die Summe einer aritimetifchen Reihe mehr 
beträgt ald die Hälfte derjenigen Zahl, welche man erhält, 
wenn man daB echte Glied der Reihe fo viel mal nimmt, 
als die Reihe Btieder hat, und daß die Summe der mit 
Ausſchluß des letzten Gliedes genommenen, Reihe we: 
2 
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fonwaͤhrend wachſenden Vielecke ſich ihrem Flacheninheln 
nach ebenfalls wie bie Duadrate ihrer Nadien verhalten 
War man auf dieſe Weiſe zur Jeſtſetzung des Verhaltniſſei 
von Raumgeſtalten gelangt, fo zeigte man noß, daß jet 
Annahme einıs ‚andern Verhaͤltniſſes auf einen Widerſpwh 
mit den gemachten Unnahmen entmeber ober unit ſeuß be 
Fannten Sägen führte; ‚und dieſe Nachweiſung, die ma 
die Rüdführung. aufs Abſurde nennt, hielt man erſt für 
den vollgültigen Beweis ‚der Behauptung. . Es kann nik 
geleugnet werben, daß die. Alten durch die: bei allen ach 
den einfachſten Unterfuchwagen.. Diefer Art feſtſtehende de 
derung einer Rückfährung amt. das Abſurde hãufig in cat 
überfläffige pedantiſche Breite verfallen find. Erinnen mi 
ſich der Art, vote die. Alten beweifen, daß der Kubilinhal 
eine Kegels der dritte Theil iſt von dem Kubikinhalt aut 
Cylinders, ‚welcher mit dem Kegel gleiche Grundfleche u 
Höhe Hat, aber daß die Flaͤche einer Eulipſe fich zur Flͤch 
eined mit der großen Are Alb, Durchmeſſer ‚deigriten 
Kreifes verhält wie bie kleine Axe zur großen: ober wie Me 
glächeninhalt eines Kreife durch ein⸗ und urmgeſchricber 
Vielecke annähernd berechnet wurde, ſo wird man in di: 
fen Verfahrungsweiſen feine Analogie mit derjenigen 
decken, durch welche die heutige Aualyſis bed Unenblige 
den ZFlacheninhalt des Kreiſes, der Ghipfe und den Ku 
inhalt deb Kegels beftimmt. Methoden, weiche bieje fe 
teren nahe kommen, findet man faſt nur bei Archimtde 
und auch bei dieſem nur in ſelteneren Fällen. Ws Bein 
diene und die von Archimedes gegebene Berechnung ! 
Kubikinhaltes eined paraboliſchen Kegels. | 
Sie Linie cad Fig. Ol fei eine gemeine Parabel # 
ed fei fenkrecht auf ber Are ab. Wird bie parabeli 
Flaͤche um bie Are ab berumgebrebt, fo beſchreibt fie? 
paraboliſchen Kegel. Der Kubikinhalt deſſelben fol d 
glichen werden mit dem Cylinder, welcher zur Grundf 
den Kreis mit dem Durchmeſſer cd und zur Höhe bie ! 
ab hat. Man theile die Are ab im eine beliebige In, 
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fo würden wir freilich die Summenformel felbft gar nicht 
aufftellen, fondern ohne Weiteres integriren. Weil wie be⸗ 
kannt Der Differentialquotient des Kubifinhaltes und der 
Are bier mit der Grundfläche eined innern Cylinders zu- 
fammenfällt, und biefe Grundfläche mit einer Zunahme der 
Are multipficirt das Differential des Kubikinhaltes darftellt, 
fo haben wir in dem Differential des Kubilinhaltes noch 
die Innern Cylinder ded Archimedes, und in dem Integral 
die Summe von unzählig vielen verfchwindend Heinen in- 
nern Splindern. 

Archimedes hat zwar noch mehrere andere Aufgaben 
durch Summation von Reiben und alfo Durch eine unferer 
Integraltechnung fehr verwandte Methode aufgelöft. Aber 
Daß er Diefer Methode keinen Vorzug vor andern gab, oder 
wenigftend auf eine möglichſt allgemeine Anwendung der⸗ 
felben Feinen Werth Teste, geht befonderd daraus hervor, 
daß er die Parabel auf zwei von dieſer Methode ganz ab- 
weichende Weiſen quadrirt hat, obaleich es ihm ein Leich- 
tes gewefen wäre, diefe Duaduirung auf Summirung einer 
Heide zurückzubringen. Denn hätte: er.durd) den Scheitel 
der Parabel eine auf Die Are. Senkrechte gezogen, diefe in 
gleiche Theile getheift, und auf den Theilungspunkten Senf: 
sechte bis zur Parabel ‚gezogen, fo konnte er. den auf. der 
converen Seite der Parabel liegenden Flächeninhalt nähe- 
rungsweife Durch eine Reihe von Rechtecken darftellen, welche 
fih) wie Die Quadrate der natürlichen Zahlenreihe verhalten, 
und die Summe einer foldhen Reihe war ihm ganz wohl 
bekannt. 


g. 150. 


Nachdem man im Laufe des fechözehnten Jahrhunderts Das, Untheilbare 
fich mit der Mathematif-der Alten befannt gemacht, und 
ohne die Methoden der alten Lehrmeiſter zu verlaflen ein- 
seines Neue hinzugefügt hatte, fehlug in der erften Hälfte 
des fiebzehnten Jahrhunderts, zu derfelben Zeit, ald Gar: 
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teſſus durch die Entdeckung der analytifchen Geometrie das 
Gebiet der Mathematif | o unermeßlich erweiterte, Cavaleri 
in der Behandlung einiger geometrifchen Probleme einen 
Weg ein, welcher mit einem Theile unferer Analyſis bes 
Unendlichen noch mehr Aehnlichkeit bat ale die Crhauſtions⸗ 
methode. Obgleich die analytifche Geometrie, durch welche 
die Raumgeftalten einer arithmetiihen Behandlung zugäng- 
lich gemacht wurden, und alle bei den Yumetionen verän- 
dDerlicher Größen bernortretenden Begriffe veranfchauftcht 
und finnlicy faßbar gemacht werden konnten, indirect ald 
die bei weiten wichtigfte Vorſtufe der Differential« und 
Integralrechnung zu betrachten tft, fo handelt es fich Bier 


doch nur um Methoden, welche eine directe Beziehung auf 


diefe Rechnung haben. 

Gavaleri, ber feine fogenannte Methode des Uncheil⸗ 
baren ebenfo wie die ten ihre Exhauftionsmethode wur 
auf die Geometrie anmandte, hat dad Verbienft, Denienigen 
Theil der Erhauftionsmethode, weicher eine Summirung 
von Reihen erforderte, als den wichfigften und als Den 
einer allgemeinen Anwendung allein fähigen erfannt zu ba- 
ben. Da er aber bemerkte, daß 3. B. die innern Eylinder 
des parabolifchen Kegels in der vorhergehenden Aufgabe, 
‚ in fofern ihre Summe dem Kegel wahrhaft gleich fein fol, 
eine unendlich Meine Höhe haben müßten, und von bloßen 
Flächen nicht zu unterfcheiden wären, fo betrachtete er die 
parallelen Schmittflächen eined Körpers als die lebten un- 
theilbaren Elemente des Kubikinhaltes, und fah, daß es nur 
Darauf anfomme, dad Gefeh der Vergrößerung ober Ver 
Heinerung dieſer Flächen in einer Reihe Darzuftellen, und 
in der Summenformel diefer Reihe zum Grenzwerthe über 
zugehen, um den Ausbrud für den Kubifinhalt eines Kür: 
perdö zu haben. Und weil die fchmalen Rechtecke, aus denm 
man näberungsweile den Flächeninhalt einer krummlinigten 
Figur zufammenfeht, offenbar unendlich ſchmal zu den 
fen und von einer Linie nicht zu nr in fo: 
fern ihre Summe dem Flächeninhalte der mlinigten 


\ 
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Figur volllommen gleich fein foll, fo betrachtete er Linien 
018 die letzten untheilbaren Elemente der Flächen, und des⸗ 
gleichen Punkte als die untheilbaren Elemente der Linien, 
und fo entfland die Benennung der Methode des Untheil⸗ 
baren. Gicht man ab von dem Unftatthaften der Aus⸗ 
druckſsweiſe, fo iſt Elar, daB Cavaleri unter dem Untheil- 
baren einer Raumgröße im Wefentlichen daſſelbe verftand, 
was man auf dem Standpunkte der Infinitefimalrechnung 
unter dem Differential dieſer Raumgröße verfteht, in fofern 
Dad Differential als verfchwindendes Glied einer unendlichen 
Incrementenreihe derfelben genommen wird. 

Wir wollen das Verfahren des Cavaleri durch einige 
Beifpiele erläutern. Soll der Aubilinhalt einer Pyramide, 
gleichviel ob einer fenfrechten ober ſchiefen, berechnet werben, 
. fo zieht men von ber Spike bee Ppramide eine Senkrechte 
anf die Bafis oder deren Verlängerung. Die Baſis heiße 
B und diefe Senkrechte H. In allen Punkten von H denkt 
man ſich Schnittflacden Durch Die Pyramide gelegt, welche 
mit B parallel find. .Diefe bilden die ungählig vielen un« 
theilbaren Elemente des Kubifinhaltes der Pyramide. Eine 
beliebige folche Schnittfläche heiße b. Ihre fenkrechte Ent- 
fenung von der Spige der Pyramide heiße h. Alsdann ift 


b:B==h?’;H? 
B 
b= m.M. 


Hiermit haben wir den allgemeinen Ausdruck eines beliebi⸗ 
gen untheilbaren Elementes b des Kubifinhaltes. Am ift 


ein conftanter Factor, und h ift ald die MWachfende oder 
Veränderliche anzufehen. Die Summe aller Elemente b 
von der Spitze bie zur Baſis B werden wir erhalten, wenn 
wir die Quadrate aller den einzelnen b zugehörigen Werthe 


von h addiren, und diefe Summe mit Ir multipliciren. 


Die einzelnen Werthe von h find aber nichts als Die na- 
türliche Zahlenreihe won 1 bis H, wobei H al& eine unend- 
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lich große Zahl zu betrachten if. Die Quadrate der uw 
türlihen Zablenreihe bilden eine arithmetiſche Reihe ber 
zweiten Drdnung. Werden die natürlichen Zahlen von 1 
bis H genommen, fo ift in der Heike der Quadrate ber 
felben das Anfangsglied der Reihe 1, das Anfangsglied 
der erſten Differenzenreihe 3, das conftante Glied ber 
zweiten Differenzenreihe 2, und die Anzahl der Glieder der 
Rebe H. Folglich ift die Summe diefer Reihe (fiehe $. 117) 
H. 14 — * 34 a ne» 9 


oder nach Yoteniem von H geerdnet 
⸗ H? 
Ttyr * 
In. ſofern unter H eine unendlich große Zahl gedacht wird, 
find, Die niedern Potenzen derfelben gegen die Dritte under 
gleichbar, und als wegfallend gegen biefelbe zu. betrachten. 


Man hat alfo * als die Summe der Quadrate der na 
türlichen Zahlenreihe bis zur Zahl H zu nehmen, und in 
dem man biefelbe mit dem conflanten Factor der multipli⸗ 


cirt, erhält man als den Kubikinhalt der Pyramide = B. H. 


Da diefe Methode fogleich erkennen ließ, daB die Elemente 
des Kubikinhaltes diefelben find für Pyramiden von belie 
biger Seitenzahl und für Kegel, und für ſenkrechte nicht 
minder als für fchiefe, fo unterfchied fich dieſe Methode in 
Bezug auf Kürze fehr zu ihrem Vortheil von dem Ber 
fahren der Alten, welches nur durch viele Zwifchenfäße und 
Bermittelungen zu einem fo allgemeinen Refultate führen 
fonnte. 

Um auch ein Beiſpiel zu geben, wie Cavaleri vermif- 
telft feiner Methode des Untheilbaren eine Wergleichung 
anftelte zwifchen Raumgeftalten, die einige Beſtandtheile 
gemeinfchaftlich haben, mas Die gewöhnliche Manier der 
Alten war, fo wählen wir feine Berechnung des Kubil- 
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inhalted der Kugel. Sei adb Fig. 92 ein Halbkreis Her 
Yunkt ce fein Mittelpunkt, afeb ein umſchriebenes Rechteck, 
und Die Linie. od fenfrecht auf.fe. Läßt man das Qua⸗ 
drat cafd, den Duadranten cad und das Dreieck efd um- 
die Linie cd ald Are eine ganze Umdrehung machen, fo 
befchreibt das Quadrat einen Eylinder, der Duadrant -eine 
Halbfugel, und Das Dreied einen Kegel... Zieht man eine 
beliebige mit ac parallele Linie mnop, fo wird der von 
der Linie po bei der Umdrehung befchriebene Kreis ein Gle 
ment des Kegeld, der von pn. beichriebene ein Element der 
Halbkugel, und der von pm befchriebene ein Element des 
Eylinders fein. Won welcher Stelle der Linie af man auch 
Die Parallele mp zieht, fo werden immer die Drei Durch das 
Duadrat, den Kreis und. das Dreieck gebildeten Stücke 
mp, np und op berjelben die Drei Seiten eines rechtwink 
ligen Dreiecks darftellen, weil in allen Lagen mp gleich 
dem Radius en, und op gleich cp if. Da .nun .alfo. in 
allen Lagen mp’—=np’-+op?, und die von den Linien mp, 
np. und op bei der Umdrehung befchriebenen Kreiſe fich wie 
Die Quadrate diefer Linien verhalten, fo ficht man, daß an 
jeder beliebigen Stelle der Linie af dad Element des Cy⸗ 
linders gleich ift der Summe der Elemente der Halbkugel 
und des Kegeld, und daß folglich auch der Cylinder ſelbſt 
gleich ift der Kugel und dem Kegel zufammengenommen. 
Da nun bekanntlich der Kegel den dritten Theil des Cy- 


linderd beträgt, fo beträgt die Halbkugel 3 von den Cy⸗ 


linder. | 

Die Methode des Cavaleri Fam bald in großes An- 
fehen bei den Zeitgenoflen deflelben, und die großen Mathe- 
matifer jener Zeit, befonderd Pascal und Noberval, haben 
mittelft derfelben einen Theil der tieffinnigen Refultate ge 
wonnen, Durch welche fie fich fo weit über die Geometrie 
Der Alten erhoben. An der Vorftellung des Untheilbaren 
nahmen fie Feinen Anftoß, weil fie in der That das un- 
theifbare Element einer Fläche nicht geradezu ald Linie, 
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fondern in bemfelben Sinne als Fläche betrachteten, in wel⸗ 
chem die Infiniteſimalrechnung Dad Differential der Fläche als 
eine unendlich kleine Fläche betrachtet. Man fieht Dies aus 
einen Audfpruch ded Pascal, der in diefer Beiehung Folgen⸗ 
des fagt: „Die Methode ded Untheilbaren und die Der Alten 
unferfeheiben fih nur in Der Art bed Yusdrudes, was ver 
nünftigen Leuten nicht auffallen wird, wenn man ihnen be 
merklich gemacht bat, was man darunter verſteht. Dedwegen 
werde ich in der Folge feine Schwierigkeit machen, wich der 
Sprache des Untheilbaren, „die Summe der Linien oder bie 
Summe der Ebenen,” zu bedienen. Ebenſo werde ich unbe 
denflich den Ausdruck, Die Summe ber Drbinaten, gebrauchen, 
was denen nicht geometriſch zu fein ſcheint, welche Die Zehre 
son dem Untheilbaren nicht verfichen, und weiche fich ein⸗ 
bilden, daß eine Ebene durch eine unbegrenzte Anzahl von 
Linien -ausbräden.: eine Sünde. gegen bie Geemetrie fei. 
* Died Toramt aber nur von ihrem Mangel au Einfiht, weil 
man nichts weiter Damunter verſteht, als die Summe einer 
usbegremgten, Anzahl von Mechtedden, gebildet von einer 
ieden Ordinate, und :einem jeden ber Heinen gleichen Schelle 
des Durchmeſſers (Upfcifie), deren Summe ohne Zweifel 
eine Fläche iſt. Wenn man Denmark ſpricht von ber Summe 
einer unbegrenzten Menge vom Linien, fo bat man dabei 
immer eine gewifle Serabe im Auge, mit deren gleichen und 
unbegrenzten heilen diefe Linien multiplicirt find.“ 
Hieraus erlärt es fih, warum Leibnitz bei ber Ein: 
führung der Differential: und Integralrechnung die Vor⸗ 
ftellung des Unendlichkleinen und des in demſelben Sinme 
genommenen Differentials fo wenig ausführlich zu rechtfer: 
tigen für nöthig hielt. Er fand nämlich dieſe Weorftdiung 
als eine gebräuchliche und zugeflandene unter feinen Zeit⸗ 
genoflen vor, und Diefelbe war gerabe das am wenigfen 
Meue bei der ganzen Sache. Erſt fpäter, als der Begriff 
des Differentiald und eined verſchwindenden Gliedes eine 
unendlichen Intrementenreihe eine fo unermeßliche Ausdeh⸗ 
nung gewann, und nicht auf einige geometrifche Probleme 
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beſchränkt blieb, ald die Differential und Integraluschnung 
die ganze höhere Mathematik in fich zu abforbiren anfing, 
und Alle, weiche dieſelbe nicht gehörig zu handhaben ver⸗ 
fanden, ſich bei Seite geichoben fahen, ba erſt erhoben fich 
bie Einwürfe und der Widerfpruch gegen das Unendlich⸗ 
Heine, und veranlaßten den Leibnitz zu mehreren Verfuchen 
einer genaueren Rechtfertigung dieſes Begriffe. 

Man wird übrigens leicht bemerken, daB mit ber Vor⸗ 
ſtellung des Cavaleri von untheilbaren Raumelementen an 
ſich noch keineswegs ein deutlicher Begriff des Differentials 
einer Fläche oder eines Körperraumes gegeben war. Gava⸗ 
leri wandte fein Princip nur an auf ſolche Fälle, in weichen 
ber Differentialqguotient einer Fläche oder eines Körperrau⸗ 
mes nur von der Größe einer Linie ober einer Ebene ab- 
hing. Hätte er aber. z. B. den Flächeninhalt einer Kugel⸗ 
zone berechnen wollen, unb bie Peripheriten ber unzäblig 
vielen parallelen Schnitte, welche durch bie Bone gelegt 
werden können, als die untheilbaren Elemente ber: Fläche 
ber SKugelzone betrachtet, was nach feinen allgemeinen 
Principien eigentlich erlaubt geweſen wäre, fo haͤtte ‘er 
durch Summirung berielben ein falſches Refultat erhalten, 
weil das Differential diefer Fläche nicht blos von Der ver: 
änderlichen Größe der Peripherien der Schnittflädden, ſon⸗ 
dern auch von der veränberlichen Neigung der Tangente, 
gewiffermaßen von einer veränderlichen Breite der Linien 
abhängt. Es ift alfo damit, daß man Linien für die un- 
theilbaren Elemente der Flächen ausgibt, und dabei blos 
eine veränderlihe Ränge der Linien im Auge bat, in der 
That Nichts gefagt. Erſt die genaue Aufmerkfamkeit auf 
Die Stärke des Wachſens, und auf Die Dadurch beftimmte 
Beſchaffenheit der unendlichkleinen Incremente der abhängig 
Beränderlichen kann mit Sicherheit zur direeten Beftimmung 
des Differentiald einer ihrer Functionen nach unbekannten ab- 
hängig Weränderlichen führen. Die Principien des Cava⸗ 
Seri, fowie er fie gibt, machen große Vorſicht in der An⸗ 
werbung nötbig, oder fie entbehren genau genommen jeder 
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nößeren Beſtimmung ihres richtigen Gebrauchd, und Eüm- 
nen ebenſo gut auf falſche als auf richtige Reſultate führen. 

Uebrigens ift Die Methode des Cavaleri ald eine auf 
einem Eleinen und beishränkten geometrifchen Gebiete aus⸗ 
geführte wirfliche Integration zu betrachten, weil er in ber 
Sumurenformel einer ſolchen Incrementenreihe, die ſich bei 
Vermehrung ihrer Gliederanzahl der zu beſtimmenden Größe 
unbegrenzt annäbert, zum Grenzwerth diefer Sunmenfer- 
mel überging. Nur konnte man mit diefer Methode auch 
auf dem geometrifchen Gebiete nicht weit Tommen, weil 
man .aller analytifchen Differenttalgleichungen entbehrte, und 
die Summenformeln der gefehmäßigen Reihen wirklich auf- 
finden mußte, was bekanntlich nur in fehr wenigen allen 
gelingt. Der Forſchungsgeiſt der Mathematiker wurbe da⸗ 
Dusch vorzugsweiſe auf die Summirung der Reihen gelenkt, 
und nachdem Wallis durch Induction Die Regeln gefunden 
haste, Ducch welche man die Summe einer Reihe, Deren 
Glieder: eine gebrochene Potenz der natürlihen Zahlenreibe 
enthalten, beflimmen kann, fo war man in Stand gefegt, 
alle diejenigen Aufgaben zu löfen, welche auf dem Stand» 
punkte der Differential: und: Integralrechnung durch Inte: 


m 
gration der einfachen Zunction x" gelöft werden. 


$. 151. 
zie Aheorie dep Die biöher erwähnten Methoden haben einige Aehnlich⸗ 


* —2 von keit mit der Integralrechnung, und find als unvollkommene 
Vorläufer derfelben zu betrachten. Aber es wurden auch vor 
der Einführung der Differential» und Integralrechnung einige 
Probleme auf eine Art behandelt, welche nähere Beziehung 
zur Differentialrechnung haben, indem man die Durch eine Zu 
nahme der willkürlich Veranderlichen einer Function entftehende 
Zunahme der Function ind Yuge faßte, und durch Annullirung 
der Zunahme der willfürlich Veränderlichen zu dem Grenz⸗ 
werthe des Duotienfen der Zunahmen überging. Rur drückte 
man das Verfahren nicht gerade in dieſer Form aus, flellte es 
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auch nicht als cine allgemeine und weſenkliche von ſpexiellen 
Aufgaben imabhängige Operation dar, fondern Heß es in Die 
Löſung beftimmter Aufgaben verflechten auftreten. Hierher 
gehört vor allen Dingen die Methode des Fermat zur Auf: 
findung der Marima und Minima, Deren allgemeinere über 
diefes beftinmte Problem binausgreifende Bedeutung dem 
Erfinder: nicht vollkommen unbefannt war, da er mehrere 
andere Aufgaben ebenfalld darauf zurückzuführen fuchke. 

Die Regel des Fermat zur Beſtimmung derjenigen 
Werthe der willfürlich Veränderlichen einer Function, bei 
weichen ein größter ober kleinſter Functionswerth ftattfin« 
det, ift folgende: Man fee in einer Zunction f(x) den 
Werth x+e flatt x, und bilde eine Gleichung, indem 
man f(x)—=l(x re) ſetzt. Diefe Gleichung, weil fie an 
ſich natürlich nicht richtig ift, und erft durch Annullirung 
von e rihtig ‘werden kann, nennt Fermat eine adnequa- 
litas. In dDerfelben werden die gleichen lieder zu beiben 
Seiten ausgeftrichen, dann wird Bie ganze Gleichung durch 
e dividirt, und zuletzt werden alle Glieder der Gleichung, 
welche den Factor e enthalten, getilgt. Wird de nun 
übrig bleibende Gleichung aufgelöft in Bezug auf x als 
Unbefannte, fo erhält man denjenigen Werth von x, bei 
welchem ein Maximum oder Minimum ftatffindet. 

Als Beifpiel diene eine Yufgabe, welche Fermat felbft 
behandelt, nämlih den Werth von x zu fuchen, bei wel 
chem bie Funcion x’(a—x) einen größten : Werth hat. 
Es wird zunächſt die Gleichung aufgeſtellt 

X( — + e)]. 

Nach Ausführung der vorgefchriebenen Operationen; und Til⸗ 
gung: der gleichen Glieder auf beiden Seiten der Gleichung 
bleibt übrig 
= — 3ex?+-2aex—I3e’xrae—e?. 
Wird die ganze Gleichung durch e dividirt, und Dann e an« 
nullirt, fo erhalt man 3x’—=2ax 


X— 7 4. 


3 
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Dies Verfahren fcheint von dem der Differentiafrech- 
nung ſehr verfchieden zu fein, iſt es in der That aber 
eigentlich nicht. Der Unterichieb beftcht nur darin, daß 
die Differentialrechnung erſt den Grenzwerth des Differenz- 
quotienten der Function darftellt, und dann denfelben gleich 
Null ſetzt, während Fermat in einer unvolltonmenen Gfei- 
Hung die Differenz, ober was. bier einerlei ift, den Affe 
renzqwetienten gleich Null fegt, und dann durch Annullirumg 
der Zunahme der willkürlich Weränderliden zum Grenz 
werthe ober zum Differenkialquotienten übergeht. Denn in- 
dem Fermat f(x)==f(x-+e) feht, thut er weiter nichts, 


als daß er Kc+ IR) —0 ode EIN _ og 


fegt. Nachdem er in ber Gleichung. fi) —=f(x-Fe) auf 
beiden Seiten die gleichen Glieder getilgt hat, bleibt ihm, 
da f(x) in der Entwicklung von f(x +e) vorkommt, der 
Werth von f(x -Fe)—flx) übrig, und zwar ift derfeibe 
eh Nu gefegt; und indem er ferner -bie Gleichung 
0—=f(x Fe) — f(x) durch e dividirt, erhält er den Diffe 
renzquotienten gleich Null, und endlich durch Annullirung 
der Zunahme e den Differentialqussienten gleich Null, und 
damit erft die richtige dev Aufgabe entiprechende Gteithumg, 
von welcher die Differentialrechnung gleich ausgeht. 

Hätte Fermat fich die Mühe gegeben, die Richtigkeit 
feiner Theorie recht überzeugend und eimleuchtend darzu- 
thun, fo wären die Vorſtellungen des Differenzquotienten 
und des Differentialquotienten, welche feinen Schlüſſen 
offenbar zu Grunde liegen, beſtimmter hervorgetreten, und 
er hätte fie auch bei andern Unterfuchungen bequemer ge 
brauchen können. Aber Zermat hatte bei außerordentlich 
großer Erfindungskraft wenig Lehrhaftes. Er begnügt fid 
in der Regel, die Refultate feiner tieffinnigen Combinatio 
nen mitzutheilen, ohne vecht deutlich in die Geneſis feiner 
Gedanken blicken zu laffen. An vielen Stellen ift er feht 
dunkel und faft unverftändlich, und wie es ſcheint nicht blos 
zum Nachtheil feiner Leſer, fondern auch zu feinem eigenen. 
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Fermat bat die Aufgabe, eine Langente an einem ge: 
gebenen Curvenpunkte zu ziehen, auf eine ähnliche Art, 
namlich durch Aufftellung einer unvollfommenen Gleichung, 
welche durch Annullirung der Zunahme einer Beranderlichen 
in eine richtige Gleichung übergeführt wird, aufgelöll. Wir 
wollen fein Verfahren an dem Bellylel einer befkiumten 
Erummen Linie nachweifen. Die Linie adn Fig. 3 fa die 
gemeine Parabel, und zd eine Tangente Die dem Be. 
rührungspunfte zugehörige Abſciſſe ab heiße x, und. Die 
Subtangente gb heiße 5. Man fucht eine Gleichung zwi⸗ 
Ihn x und s. Die Zunahme bo ber Abſciſſe heiße e. 
Je Peiner e gefegt wird, defto näher fällt die Drdinate en 
der Curve mit der Ordinate cm der Bangente zuſammen. 


Be. . 
Nun iſt vermöge ber Gleichung der Parabel — Tu Zar. 
s. ,.b# 8’ 





. be. 
und bei jeder Zangente cm ste? m cher 


Je Eleiner e genommen wied, deſto mehr nähern Ach bieköenige 
b dꝰ hd’ 





der und folglich) auch die Werthe — — und 
G * Grey Gleichheit. Bildet man alſo Die Braun 
x 8 
x+e (s+e)? 


oder, x(s-Fe)’—=s’(x+e), 
welche durch Ausführung der Operationen und Zilgung ber 
gleichen Glieder und Factoren übergeht in die Gleichung 
2xs »xe==5? 
fo nähert fich dieſelbe der wahren zwifchen x und s fläft« 
findenden Gleichung um fo mehr, je Meiner e genommen 
wird. Folglich ift 2x5 dieſe wahre Gleichung. 

Man wird bemerken, daB Yermat hierbei nicht Die der 
Zunabtne e zugehörige Zunahme der Ordinate der Curve 
benugt, fondern die wachfende Drdinate der Zangente in 
feine Rechnung aufnimmt. Da nun Zermat feine Theorie 
ded Marimumd und Minimums und feine Methode Tan⸗ 
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genten zu ziehen als zufaimmengehörig und weſentlich als 
daſſelbe Verfahren betrachtet, fo fieht man, daB ihm nicht 
fowol die Bildung des Differenzquotienten ber abhängig 
und willkürlich Weränderlichen einer gegebenen Funden als 
bie Aufftellung einer fogenannten adaequalitas, welche durch 
Annullirung einier veränderlichen Zunahme in eine wirfide 
Gleichung übergeht, als das MWefentliche ſeines Verfahrens 
erſchienen ift. Wenn nichtö Defto weniger einige große fran- 
zöftfche Mathematiker, deren Urtheil man fonft nicht gern 
entgegentrift, den Fermat gerade diefer eben erwähnten 
Methoden wegen für den erflen Erfinder. der Differential⸗ 
rechnung ausgeben, fo muß man doch wol die Meinung 
faffen, daß die Vorliebe für Die eigene Nation an dieſem 
Urtheil mehr Antheil has als die unbefangene Prüfung und 
Erwägung der. wahren Sachlage. Der eigene Ruhmesglanz 
der franzöfifchen Nation ift auf Dem Gebiete der Mate 
matik fo groß, daß das Beſtreben, denfelben durch ein fa: 
ſches und erborgtes Licht zu erhöhen, verwunderlich erſchei⸗ 
nen muß. . 

Kurz vor der Bekanntmachung der Differentialrechnung 
bat Barrow ein Verfahren, eine Tangente zu ziehen, at 
gegeben, welches auf die Berechnung des Differenzquotien 
ten der Coordinaten ber Curve, und bed Grenzwerthes K 
felben bafırt ift, und alfo im Wefentlichen mit den Ver 
fahren der Differentialrechnung zuſammenfällt. Gr fuck 
ebenfalls, wenn td Fig. 9 eine Zangente dee beliebige 
Curve ade ift; die Subtangente tb durch die Abſciſſe dei 
Berührungspunftes auszubrüden. Er ſetzte eine Junahet 
bf der Abfciffe, und legte durch die Punkte d und e an 
Secante. Die Linie sb ift Die Subfecante. Vermittelſt da 
die Ordinate ausdrüdenden Function der Wbfciffe wurde 
die der Zunahme dg der Abfeiile zugehörige Zunahme dr 
Ordinate ge bereihnet. Wenn nun y ve Ordinate de 


Berührungspunftes Ddarftellt, fo ift — hr — und 
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sube=. Je Meiner die Zunahme dg ber Abfciffe 
Ag | 

genommen wird, defto mehr nähert fich Die Subſecante sh 

der Subtangente tb. Da fich aber zeigte, daB der Duo- 

tient ri ‚ in fofern er für eine beftimmte Function ent- 

widelt ift, bei Annullirung von dg nicht in den unbeſtimm⸗ 

ten Ausdrud 3, ſondern in eine beſtimmte Function als 


in ſeinen Grenzwerth überging, ſo ergab ſich, daß die Sub⸗ 
tangente gleich fei der Ordinate, dividirt durch den Grenz⸗ 
werth des Differenzquotienten der Coordinaten, und man 
erhielt dieſelbe alſo ausgedrückt durch eine Function ber 
Abſciſſe, und damit war für dieſes einzelne Problem der 
Tangenten der Differentialquotient eingeführt. 





$. 132. 


Ale mathematischen Errungenfchaften jener erfindungd- Die gaifferential- 
reichen und geiftig begabten Zeit drangten nach Einem Ziele, bie Yiukiond« 
und die großartige Zufammenfaflung dieſer vereinzelten 
Kenntniffe, in welcher allen ihre rechte Stellung und ihre 
wahre Bedeutung gegeben wurde, welche eine unermeßliche 
Erweiterung bed Gebrauchs und der Anwendung derſelben 
möglich machte, und welche unter den Händen ihres Er- 
finders und feiner erflen Anhänger wahre Wunder hervor- 
brachte, war die Differential» und Integralvechnung. Die 
Unterfuchungen über den Zuſammenhang und die gegen- 
feitige Abhängigkeit der Größen, welche ein ſtetig wechſeln⸗ 
des Verhältnis ihrer Zumahmen haben, hatten die Noth⸗ 
wendigkeit herausgeftellt, auf das Unendlichkleine zurückzu⸗ 
geben, und zwar bei einer endlofen Verkleinerung der Zu- 
nahmen .theild ihr Verhaͤltniß noch feflzuhalten und zu be- 
flimmen, theils fie ald Glieder einer unendlihen Reihe zu 
einer endlichen Summe zufanmmenzufaflen, oder hatten all- 

Snell, II. 94 
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gemein die Aufgabe hervortreten laſſen, Das Unendlichkleine, 
wie man ſagt, bereihnungsfähig zu machen. Dies war mm 
allerdings gelungen, und zwar nicht blos in den bisher a: 
wähnten Fallen, in welchen die Auflöfung eines umfaſſen⸗ 
den Problems angeftrebt wurde, fondern auch in unzahlig 
vielen ganz vereinzelten Aufgaben. Die Schriften der Ma 
thematiter jener Zeit find angefüllt mit Unterfuchungen der 
Art. Aber das berehnungsfähige Unendlichkleine war in 
zwei Arten bervorgefreten, die noch ohne alle gegenfeitige 
Beziehung auf einander erfchienen, einmal ald die Grenz 
des Verhaͤltniſſes der ins Unendliche verfleinerten Zunahmen 
zweier von einander abhängigen Veränderlichen, und zweitens 
als em verfehwindended Glied einer zu ſummirenden unend 
lichen Imerementenreihe, Und Die Anwendung beider Prur 
cipien war fehr befchränft, weil man dabei auf große aritf- 
metiſche Hinderniſſe ſtieß. Die Berechnung der Differenz oda 
des Differenzquotienten einer gegebenen Function zeigte ſich bei 
der Mehrzahl der Functionen mit ebenſo unüberſteiglichen 
Schwierigkeiten verbunden als die Summirung einer Reihe, 
deren Glieder ein gegebenes Geſetz des Fortſchrittes haben. 
Um dieſe Principien wahrhaft nützlich und anwendbar ja 
machen, dazu bedurfte es erſtens einfacher Regeln, die 
Grenze des Differenzquotienten einer gegebenem Fanction 
zu finden, zweitens ſicherer Mittel, den wahren Ausdruck 
eines verſchwindenden Intrementes einer ihrer Functior 
nach unbekannten abhängig Veraͤnderlichen zu finden (direct 
Differentialbeflimmung) und einer beſtimmten Methode, aus 
derjenigen Function der willfürlich Veränderlichen, welche 
ein verfchwindendes Increment ber abhängig Veränder 
lichen ausdrüdt, die Yunction der abhängig Veränder 
lichen felbft zu finden. Alles Dies leiſtete die Differen 
tial und Integralrechnung. Leibnitz gelangte dazu da 
durch, daß er das allen den vereinzelten Problemm 
Stunde liegende Allgemeine mit philoſophiſchem Geiſte m 
kannte, diefed in der Beſtimmung des Grenzwerthes dei 
Differenzquotienten fand, und nun fich über alle fpeciclm 
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Probleme von Maximis und Minimis, von Tangenten, 
von Quadraturen und Kubirungen erhebend, die Unter⸗ 
ſuchung auf das Gebiet des wahrhaft Allgemeinen, d. h. des 
Arithmetiſchen, hinüberführte mit alleiniger Beibehaltung 
des Begriffs eined allgemein und abftract gedachten Con⸗ 
tinuumsd. Und indem er fo die rein arithmetifche Aufgabe 
der Differenzirung für ſich ins Auge faßte, erfannte er 
bald, daB die auf den erſten Blick unermeßlich erfcheinende 
Aufgabe der Differenzirung aller denkbaren Functionen Durch 
eine planvolle Theilung der Arbeit ſehr einfach und leicht um⸗ 
faßbar gemacht werden Tünne, weil außer den Differentiations⸗ 
regeln einer fehr geringen Anzahl von Yundamentalfunctionen 
nur die Differentiationsregeln Dee möglichen Arten der Zu: 
fammenfegung diefer Yunctionen, wie 3. B. eines Produsts 
oder Duotienten von Yunctionen, oder einer Function einer 
Function und dergl. mehr aufgefunden zu werben brauchen, um 
alle beliebige Funetionen bequem differentüren zu können. So 
entfland die operative Differentialrechnung, und Damit der 
uneingeſchränkte Durch Feine befondere Natur der Functionen 
gehinderte Gebrauch des Grenzverhältnifies der Zunahmen. 
Durch die operative Differentialrechnung erhielt man in den 
analytiſchen Differentialgleichungen den Zufammenhang von 
urfprünglichen und Durch Differentiation abgeleiteten Functio⸗ 
men. Und da man fah, Daß der Ausdrud eines verfchwin. 
denden Incrementes ciner abhangig Veränderlichen nichts 
Anderes fein kann ald das Differential derjenigen Yunction 
der willkürlich Weränderlichen, welche die abhängig Verän⸗ 
derliche ausdrüdt, fo brauchte man nur aus den analytie 
ſchen Differentialgleichungen diejenige Function, welche einem 
gegebenen Differential zugehörig war, zu entnehmen, um 
auf diefe Weile ohne Mühe die Grenzwerthe der Summen- 
formeln unzählig vieler Reihen zu haben, deren wirkliche 
Summirung auch durch Die größte, Sahrhunderte lange 
Anftrengung nicht gelungen wäre. 

Neun Jahre nach der Entdeddung der Differentialrechnung, 
im Jahre 1684, theilte Leibnitz in den zu Leipzig erſcheinenden 
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„Actis Bruditorum‘ die Grundzüge der Differentialrechnung 
mit in der Abhandlung: „Nova methodus pro Maxiımis et Mi- 
nimis, itenique tangentibus, quae nec fractas nec irrationales 
quantitates moratur, et singulare pro illis ealeuli gemms“‘, 
und zwei Jahre fpäter in der Abhandlung „De Geometria 
reeondita et Analysi indivisibilium atque infinitorum‘“, in 
welcher zuarft das Integralzeichen vorkommt, "und eine Glei⸗ 


. 1 . . . 
hung wie Jxlı= x eine aequatio summatrix genannt 


wird, führt er den Grundgedanken der Integralrechnung 
aus, und ſomit waren die beiden Grundſteine gelegt zu 
dem Gebäude, defien Plan und Ausführung heute und in 
alte Zukunft des Menfchengefchledhts mit Erflaunen mb 
Bewunderung einen Jeden erfüllen muß, Der mit hellem 
für des Geiles edle Form empfänglichem Yuge zuerfl in 
daſſelbe eintritt. 

Aber dor: Ruhm, fich zum Breanpuntte aller geiſtigen 
Strahlen jenes auf dem mathematiſchen Gebiete fo erfin- 
dungsreichen Zeitalters gemacht zu haben, tft zu groß, ats 
daß ihn ein Sterblicher unverfümmert befitön dürfte. Leib⸗ 
nie mußte diefen Ruhm mit einem andern ihm ebenbuͤrti⸗ 
gen Geifte, mit Newton, thelen. Wir find zwar keines⸗ 
wegs der Meinung, daß bie son diefen beiden Männern 
gegebene Auffaffung und Darſtellung diefer Wiſſenſchaft 
von durchaus gleichem Werthr und Range ift, oder daß auf 
dem von Newton eingefchlagenen Wege die Wiſſenſchaſt 
ebenfo gedeihliche Fortſchritte machen und eine ebenfo ſchnelle 
Ausbreitung hätte gewinnen  Tönnen, vielmehr find win 
überzeugt, daß, wenn Rewton ber alleinige Entdecker ge 
weien wäre, die Wiſſenſchaft früher oder fpäter dennoch 
gänzlich in die Leibnitziſche Auffaffung Hätte übergehen müſ⸗ 
fen, und dag der Newton'ſchen Auffaſſung gegenüber die 
Leibnigifche als ein großer Fortſchritt erfchienen wäre, aber 
dennoch ift der große Grundgedanke, durch welchen alle die 
vereinzelten und zerftreuten Beflrebungen der Mathematiker 
jener Zeit in ein Ganzes zufammengefaßt wurden, und der 
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bie reife Frucht jener Zeit wear, in beiden Männern -ur- 
ſpruͤnglich und ohne gegenfeitigen Einfluß entitanden. 

Wir wollen bier Feine Erklärung der Nemwton’ichen fo 
genannten Fluriondrechnung geben, fondern nur ihren Grund: 
harakter mit der Leibnitziſchen Differentialrechnung verglei⸗ 
hen. Bei Newton ericheint das, worauf ed allein weient- 
ih ankommt, namlich die Beſtimmung der Stärke des 
Wachſens, fei ed einer gegebenen Function oder einer ihrer 
Bunction nach unbekannten abhängig Weränderlihen, und 
die Herleitung der Function der abhängig VBeranderlichen 
aus dem gegebenen Differentialquotienten, nicht für fich, 
fondern angefettet an eine andere eigentlich nicht zur Sache 
gehörige Vorſtellung, nämlich an die Worftellung ber Be⸗ 
wegung. Newton beginnt die Erflärung feiner Grundbe⸗ 
griffe daher nicht mit allgemein gedachten weränderlichen 
Größen, fondern mit fehr fpeciellen Größen, nämlich mit 
Linien, welche Durch die Bewegung von Punkten/ erzeugt 
werden. Diefe Größen dienen nicht etwa nur als Beiſpiel, 
fondern ald Fundament der Lehre: Man wird. aber Jeicht 
ermeflen, daB die unter dem Wilde von Kinien und: von 
Geſchwindigkeiten der bewegten Punkte dargeftellten Grund⸗ 
begriffe der Differential und Integralrechnung diefer- bild⸗ 
lichen Umhüllung überall wieder entkleidet werden müflen, 
fobald von andern wachfenden Größen und nicht von Linien 
Die Rede ift, oder daß diefe Bilder im uneigentlichen Der» 
ffande genommen werben müflen, wodurd dann die Sache 
leicht verdunfelt wird. Wenn man fihon im Beh der Dif- 
ferentiale und Integralrechnung ift, fo ift ed dann freilich 
leicht, bei Aufftelung der Grundlehren der reinen Bewe⸗ 
gungslehre aus der Geſchwindigkeit, mit welcher man einen 
die Abſciſſe einer Curve erzeugenden Punkt fortrüdend denkt, 
die Gefchwindigfeit herzuleiten, mit welcher ein Punkt fort- 
rüden müßte, welcher gleichzeitig Die zugehörige Ordinate 
oder die Curve felbft erzeugen follte, fobald außer der .Ab- 
feiffengefchwindigfeit die Drdinatengleihung der Curve ge 
geben ift. Wenn man aber umgefehrt aus der Vorftellung 
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dieſer zuſammengehörigen Geſchwindigkeiten die Grundbe⸗ 
griffe der Differentialrechnung erſt entwickeln will, ſo wird 
die Sache ohne Noth dunkel und ſchwierig. Die Geſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher ein Punkt auf einer Linie fortrückt, 
iſt es urſprünglich, was Newton Fluxion nennt, und dieſe 
fällt alſo mit dem Differentialquotienten von Raum und 
Zeit zuſammen. Indem man die Fluxion der Ordinate durch 
die der Abſciſſe dividirt, erhält man den Differentialquotienten 
dee Drbinaten Wenn das Wort Flurion auf eine andere 
Ramigröße, 5. B. auf Flächen übertragen wird, fo bedeu⸗ 
tet Fluxion eigentlich Feine Gefchwindigfeit mehr, wenigftens 
wicht die Geſchwindigkeit der Fortbewegung der die Flache 
erzeugenden Linie, fondern die einer gewiflen Zeit zugehö⸗ 
rige Flaäͤchenzunahme, in Sofern beide Größen als gleid“ 
mäßig. warhfend gebacht werden. Soll die Fluxion der 
Ylache wirktich. eine Gefchwindigfeit darftellen, fo nruß men 
Die: Flächenzunchmen durch correfpondirende Linien aus⸗ 
brüden, was wieder nur ganz unnöthige Weitläufigkeiten 
hervorbringt. Newton, wol einfehend, daß bei der Weber 
tvagung der der Bewegungslehre entnommenen Begriffe 
auf andere Größen die Vorftellung der Zeit ungehörig und 
vielfach Laftig fei, ſagt, daß die Zeit nicht im eigentlichen 
Berftande, fondern formaliter zu nehmen fe. Abgeſechen 
davon, ob bei dieſem Unterſchiede ſich etwas Beſtimmtes 
denken läßt, fo iſt damit Doch fo viel gefagt, dag man bie 
veranderlichen Größen nur überhaupt ald Functionen einer 
gleichfürmig wachfenden willkürlich Weränderlichen, wie etwa 
die Zeit ift, zu denken brauche, und den Differentialquer 
tienten diefer beiden Veränderlichen die Flurion der abhängig 
Veränderlichen nennen ſolle. Damit ift aber die Vorſtel⸗ 
lung der Geſchwindigkeit im eigentlichen Sinne auch auf 
gegeben, und man fieht nicht ein, was dieſe allen Verän⸗ 
derlihen zu Grunde gelegte gleichförmig Wachfende nun 
noch, nügen fol, da ja die willkürlich Veränderliche einer 
jeden gegebenen oder unbelannten Function diefe Rolle einer 
gleichförmig Wachfenden übernehmen kann. Durch diefe 
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Wendung tritt man aber aus der Newton'ſchen Auffafſung 
ganz heraus und in Die Leibnigifche hinein. a 

Sicherlich war Newton urfprünglih von phoronomi⸗ 
ſchen Unterfuchungen ausgegangen, und hatte dann bemerft, 
Daß den Dabei angewendeten Methoden eine allgemeine über 
phoronemifche Probleme binausreithende Bedeutung und 
Anwendung gegeben werden Tonnte. Da ihm felbft dieſe 
Kebertragung ber phorenomifchen Begriffe auf andere Ge- 
biete geläufig war, und er feine Abhandlungen nicht für 
Die Deffentlichkeit beftimmt hatte, fo unterließ er es, feine 
Reſultate unabhängig von dem zufälligen Ausgangspunkte 
derſelben darzuftellen, fonft würde er wol den Weg, auf 
welchem er feine Refultate gefunden hatte, unterfchieden 
haben von dem Wege, auf welchen fie Andern am-befen 
mitzutheilen find. Als aber der Prioritätsftreit zwiſchen 
ihm und Keibnig zum Ausbruch gekommen war, :wurbe.er, 
um die Eigenthümlichkeit feiner erften Auffaſſnug- und 
das frühere Datum feiner Abhandlungen nachzuweiſen/ ges 
nöthigt, mit dem, was urſprünglich nur fürs Haus chen 
ſtimmt war, gaviffermaßen in dem Schlafrode in die Deffent« 
Hehkeit herauszutreten. Daß die Engländer einige Beit-Iang 
iss. dieſem Schlafrede herumftolziet find, bis fie bed Lächer⸗ 
tschen und Verfehrten und ihres eigenen Schadens inne 
wurden, gehört zu den bemerkenswerthen Erfcheinungen- der 
Nationaleiferſucht. Beide Männer Leibnig und Newton 
haben die gleiche Ehre einer felbfländigen Entdedung der 
Differentiale und Integralrechnung, aber Leibnig allein hat 
ihr eine brauchbare Geftalt gegeben, und Diefe gerade ift es, 
Der man den Fortſchritt der Wiſſenſchaft weientlich zu dan⸗ 
fen bat. 


Drud von F. U. Brockhaus in Leipzig. 
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